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记号与写法

第一章中，V 表示有限维实向量空间，A 表示以 V 为平移向量空间的仿射空间。点用大
写字母 P,Q,R 表示，向量用小写字母 u, v, w 表示。选定 O ∈ A后，点 P 的位置向量为

−−→
OP。

第二章中，(X, d) 表示度量空间，Ac = X \A 表示相对于 X 的补集。N = {1, 2, . . .}，集合的
闭包和内部均相对于所在空间取；涉及子空间时会另行标明。

涉及 Rn 的坐标公式时约定 n ≥ 1。本册使用实数的完备性、阿基米德性质及有限维线性
代数的基本结论。内积、正交投影和度量、拓扑空间中的结论在正文中证明。第七章的正弦曲
线例子和第八章的圆周参数化另使用三角函数的基本实分析性质，并在相应节中说明。
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1 仿射空间与欧氏空间

仿射空间由点集和位移向量组成。选定参考点后，每个点对应一个位置向量；改变参考
点时，位置向量随之改变，点间的位移不变。在平移向量空间上给定内积后，可以定义点间距
离，并讨论正交投影与等距映射。

1.1 点、向量与仿射作用

定义 1.1 (向量空间). 一个实向量空间是一个集合 V，配有加法

(u, v) 7−→ u+ v

和数乘
(t, u) 7−→ tu, t ∈ R, u ∈ V,

满足加法交换群公理以及数乘对加法、数乘和单位元的相容性：

t(u+ v) = tu+ tv, (s+ t)u = su+ tu, s(tu) = (st)u, 1u = u.

定义 1.2 (仿射空间). 设 V 是实向量空间。一个以 V 为平移向量空间的仿射空间，是一个非
空集合 A 和一个作用

A× V −→ A, (P, v) 7−→ P + v,

满足：

1. P + 0 = P；

2. (P + u) + v = P + (u+ v)；

3. 对任意 P,Q ∈ A，存在唯一的 v ∈ V 使 P + v = Q。

这个唯一的向量记为
−−→
PQ = Q− P.

第三条同时包含存在性和唯一性。存在性说任意点都能由另一个点平移得到，唯一性说
同一对点之间只有一个位移向量。这里的 Q− P 是记号，不是把两个点当作向量相减。

命题 1.3 (位移向量的基本恒等式). 对任意 P,Q,R ∈ A 和 u ∈ V，有

−−→
PP = 0,

−−→
PQ = −

−−→
QP,

−−→
PQ+

−−→
QR =

−→
PR,

−−−−−−−−−→
P + u,Q+ u =

−−→
PQ.

证明. 由于 P + 0 = P，唯一性给出
−−→
PP = 0。由 P +

−−→
PQ = Q，再平移 −

−−→
PQ，得到

Q−
−−→
PQ = P.

因此
−−→
QP = −

−−→
PQ。

1



1 仿射空间与欧氏空间 2

又
P +

−−→
PQ+

−−→
QR = Q+

−−→
QR = R.

从 P 到 R 的位移向量具有唯一性，所以
−→
PR =

−−→
PQ+

−−→
QR。最后，

(P + u) +
−−→
PQ = Q+ u,

故平移后的两点差仍为
−−→
PQ。

x

y

P

Q

R

−−→
PQ

−−→
QR−→

PR

三角形路径的
位移相加

图 1.1: 点沿两段位移移动时，两段有向位移的和等于从起点到终点的直接位移；虚线表示合
成后的直接位移。

命题 1.4 (选定原点后的坐标表示). 固定 O ∈ A。映射

ΦO : A −→ V, ΦO(P ) =
−−→
OP

是双射，且
ΦO(P + v) = ΦO(P ) + v.

若改选 O′ ∈ A，则
ΦO′(P ) = ΦO(P )−

−−→
OO′.

证明. 对任意 v ∈ V，点 O+ v 满足 ΦO(O+ v) = v，所以 ΦO 满射。若 ΦO(P ) = ΦO(Q)，则

O +
−−→
OP = P = O +

−−→
OQ = Q,

故 ΦO 单射。

平移相容性来自
O +

−−→
OP + v = P + v.

再由位移的三角恒等式， −−→
O′P =

−−→
O′O +

−−→
OP = −

−−→
OO′ +

−−→
OP.

这就是改变原点后坐标整体平移的公式。

注 1.5. 坐标原点改变时，点的坐标改变；同一位移向量不改变。长度、平行性、共线性等几
何性质必须写成对原点变换相容的形式，不能把某一组坐标误认为对象本身。
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1.2 仿射组合与重心坐标

定义 1.6 (仿射组合). 给定点 P1, . . . , Pm ∈ A 和实数 t1, . . . , tm，若

m∑
i=1

ti = 1,

则形式表达式

P =

m∑
i=1

tiPi

称为这些点的仿射组合。其严格定义是：任取参考点 O ∈ A，令

−−→
OP =

m∑
i=1

ti
−−→
OPi.

定义中看似使用了参考点 O，但结果不依赖 O。这是系数和等于 1 的关键作用。

定理 1.7 (仿射组合与原点无关). 上面的仿射组合定义与参考点的选择无关。若 O′ 是另一参
考点，则由 O′ 得到的同一组合仍为 P。

证明. 记
vi =

−−→
OPi, wi =

−−→
O′Pi, a =

−−→
OO′.

由位移恒等式，
wi =

−−→
O′O +

−−→
OPi = −a+ vi.

因此
m∑
i=1

tiwi =

m∑
i=1

ti(vi − a) =

m∑
i=1

tivi −

(
m∑
i=1

ti

)
a =

m∑
i=1

tivi − a.

另一方面，若 v =
∑

i tivi，则

−−→
O′P =

−−→
O′O +

−−→
OP = −a+ v.

所以 −−→
O′P =

∑
i

tiwi.

由点与位移的唯一性，两个参考点得到的点相同。

定义 1.8 (仿射直线). 若 P0 ∈ A、u ∈ V \ {0}，集合

P0 + Ru = {P0 + tu : t ∈ R}

称为仿射直线。向量空间 Ru 称为该直线的方向空间。

推论 1.9 (两点组合与线). 对 P,Q ∈ A，集合

L(P,Q) = {(1− t)P + tQ : t ∈ R}

等于
{P + tu : t ∈ R}, u =

−−→
PQ.

若 P 6= Q，则 L(P,Q) 是唯一经过 P,Q 的仿射直线。
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证明. 由 Q = P + u，仿射组合给出

(1− t)P + tQ = P + t(Q− P ) = P + tu.

当 t = 0 和 t = 1 时分别得到 P,Q。

设另一条仿射直线写成 P0 + Rv，并包含 P,Q。于是

P = P0 + sv, Q = P0 + tv.

若 s = t，则 P = Q，与假设矛盾。因此

−−→
PQ = (t− s)v.

于是 v 与
−−→
PQ 共线，且两条直线的点集相同。

定义 1.10 (仿射子空间与仿射包). 设 W ≤ V 是线性子空间，P0 ∈ A。集合

P0 +W = {P0 + w : w ∈W}

称为由 P0 经过方向空间 W 的仿射子空间。对非空集合 S ⊆ A，若存在包含 S 且包含于其他
所有这类仿射子空间的仿射子空间，则称它为 S 的仿射包，记为 Aff(S)。以下命题证明它存
在。

命题 1.11 (仿射子空间的内在刻画). 非空集合 B ⊆ A是仿射子空间，当且仅当对任意 P,Q ∈
B 和任意 t ∈ R，都有

(1− t)P + tQ ∈ B.

证明. 若 B = P0 +W，写 P = P0 + u、Q = P0 + v，则

(1− t)P + tQ = P0 +
(
(1− t)u+ tv

)
∈ P0 +W.

反过来，取 P0 ∈ B，定义

W = {Q− P0 : Q ∈ B} ⊆ V.

首先 0 = P0 − P0 ∈W。设 u = Q− P0 ∈W，即 Q = P0 + u ∈ B。对任意 r ∈ R，闭性条件
直接给出

P0 + ru = (1− r)P0 + rQ ∈ B,

所以 ru ∈W，从而 W 对数乘封闭。

再设 u = Q− P0 ∈W、v = R− P0 ∈W。先分别取 t = 2，得到

P0 + 2u = (1− 2)P0 + 2Q ∈ B, P0 + 2v = (1− 2)P0 + 2R ∈ B.

对这两个点取 t = 1
2，得到

M =
1

2
(P0 + 2u) +

1

2
(P0 + 2v) = P0 + u+ v ∈ B.

因此 u + v ∈ W，即 W 也对加法封闭。故 W ≤ V。由定义，B ⊆ P0 +W；反过来，若
w ∈ W，则 w = Q − P0 对某个 Q ∈ B，于是 P0 + w = Q ∈ B，所以 P0 +W ⊆ B。因此
B = P0 +W。
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命题 1.12 (仿射包的存在与表示). 设 S 6= ∅，取 P0 ∈ S，并令

W = span{−−→P0Q : Q ∈ S}.

则
Aff(S) = P0 +W.

它也等于 S 中有限多个点的全部仿射组合所成的集合。

证明. 集合 P0 +W 是仿射子空间。对 Q ∈ S，
−−→
P0Q ∈ W，故 Q = P0 +

−−→
P0Q 属于该子空间。

因此 S ⊆ P0 +W。

若 B = R + U 是另一个包含 S 的仿射子空间，由 P0 ∈ B，可写 P0 = R + u0，其中
u0 ∈ U。因为 U 是线性子空间，

R+ U = P0 + U.

具体地，R + u = P0 + (u − u0)，且 P0 + u = R + (u0 + u)，这给出两个包含关系。每个
Q ∈ S 都在 P0 + U 中，所以

−−→
P0Q ∈ U。由线性子空间对有限线性组合封闭，W ⊆ U，故

P0 +W ⊆ P0 +U = B。这证明了最小性。若有两个最小者，它们相互包含，因而相等；所以
仿射包唯一，并不依赖选取的 P0。

任意 w ∈W 可写为 w =
∑m

j=1 aj
−−−→
P0Qj，其中 Qj ∈ S。于是

P0 + w =

1−
m∑
j=1

aj

P0 +

m∑
j=1

ajQj ,

右端系数和为 1，是 S 中点的仿射组合。反过来，若
∑

i ti = 1 且 Qi ∈ S，以 P0 为参考点，∑
i

tiQi = P0 +
∑
i

ti
−−−→
P0Qi ∈ P0 +W.

因此这两种描述相同。

P Q

R

G

G = 1
3P + 1

3Q+ 1
3R

−−→
PG = 1

3

−−→
PQ+ 1

3

−→
PR

图 1.2: 取 P = (0, 0)、Q = (4.5, 0)、R = (1.2, 3)，则等权仿射组合为 G = (1.9, 1)。虚线连接
顶点与对边中点；例如以 P 为参考点，G 的位移是两个边向量之和的三分之一。

定义 1.13 (凸组合与重心坐标). 若仿射组合的系数还满足 ti ≥ 0，则称其为凸组合。三点不
共线时，满足

α+ β + γ = 1

的三元组 (α, β, γ) 称为相对于三角形 PQR 的重心坐标；当三者非负时，对应点位于闭三角
形

conv{P,Q,R} = {αP + βQ+ γR : α, β, γ ≥ 0, α+ β + γ = 1}.
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命题 1.14 (仿射独立与坐标唯一性). 点 P0, . . . , Pk 称为仿射独立，如果向量

−−−→
P0P1, . . . ,

−−−→
P0Pk

线性无关。若它们仿射独立，则每个仿射包中的点都有唯一表示

P =

k∑
i=0

tiPi,

k∑
i=0

ti = 1.

证明. 由命题 1.12，仿射包中的任意点可写成

P = P0 +

k∑
i=1

si
−−→
P0Pi.

令 ti = si（i ≥ 1）并令 t0 = 1−
∑k

i=1 si，即得到所需表示。

若还有另一表示 P =
∑

i riPi，两式相减并以 P0 为参考点，得到

k∑
i=1

(ti − ri)
−−→
P0Pi = 0.

线性无关性给出 ti = ri（i ≥ 1），再由系数和为 1 得 t0 = r0。

1.3 仿射坐标与仿射映射

定义 1.15 (仿射框架). 设 dimV = n。取 O ∈ A 及一组线性基 e1, . . . , en；二元组

(O; e1, . . . , en)

称为一个仿射框架。每个点 P 的仿射坐标是唯一的 (x1, . . . , xn) 满足

−−→
OP =

n∑
j=1

xjej .

命题 1.16 (框架变换公式). 设 (O; e1, . . . , en) 与 (O′; e′1, . . . , e
′
n) 是两个仿射框架。若 x 和 x′

分别是点 P 的坐标列向量，则存在可逆矩阵 A 与列向量 b，使

x = Ax′ + b.

证明. 因为 e′j 是旧基的线性组合，存在矩阵 A 使

e′j =

n∑
i=1

Aijei.

又存在 b ∈ Rn 使
−−→
OO′ =

n∑
i=1

biei.

于是
−−→
OP =

−−→
OO′ +

−−→
O′P =

∑
i

biei +
∑
j

x′je
′
j =

∑
i

(Ax′ + b)iei.
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坐标唯一性给出 x = Ax′ + b。若 Ac = 0，则∑
j

cje
′
j =

∑
i

(Ac)iei = 0.

因 e′1, . . . , e
′
n 线性无关，c = 0。所以 A 的核为零；它是 n × n 方阵，由秩与零化度公式，A

可逆。

定义 1.17 (仿射映射). 设 A,B 分别以 V,W 为平移向量空间。映射 F : A → B 称为仿射映
射，如果存在 P0 ∈ A 和线性映射 L : V →W，使

F (P0 + v) = F (P0) + L(v).

命题 1.18 (仿射映射的表示与复合). 若 F 仿射，则对任意 P,Q ∈ A，

F (Q)− F (P ) = L(Q− P ),

其中 L 与 P0 的选择无关。若 G : B → C 也仿射，线性部分分别为 LF , LG，则 G ◦F 的线性
部分为 LG ◦ LF。

证明. 按定义，存在 P0，使 F (P0 + v) = F (P0) + L(v) 对每个 v 成立。写 P = P0 + u、
Q = P0 + v，则

F (Q)− F (P ) = L(v)− L(u) = L(v − u) = L(Q− P ).

若还存在另一线性映射 L′ 给出同一 F，取任意 w ∈ V 及点 P，令 Q = P + w，便有
L(w) = F (Q)− F (P ) = L′(w)。所以线性部分唯一。

另取 P1 = P0 + u，对任意 v ∈ V，有

F (P1 + v) = F (P0) + L(u+ v) = F (P1) + L(v).

故同一公式在每个参考点都成立。若 G 的线性部分为 LG，则

G(F (P + v)) = G(F (P ) + LF (v)) = G(F (P )) + LG(LF (v)),

证明复合的线性部分为 LG ◦ LF。

命题 1.19 (仿射映射保持仿射组合). 若 F : A → B 仿射且
∑

i ti = 1，则

F

(∑
i

tiPi

)
=
∑
i

tiF (Pi).

若 F 的线性部分 L 可逆，则 F 是双射。

证明. 取 P0 ∈ A，写 Pi = P0 + vi。以 P0 为参考点，
∑

i tiPi = P0 +
∑

i tivi，所以

F

(∑
i

tiPi

)
= F (P0) + L

(∑
i

tivi

)
= F (P0) +

∑
i

tiL(vi).

以 F (P0) 为参考点计算右端的仿射组合，也得到 F (P0) +
∑

i tiL(vi)，故等式成立。若 L 可
逆，定义

H(R) = P0 + L−1
(−−−−−→
F (P0)R

)
(R ∈ B).

对 P = P0 + v，有 H(F (P )) = P0 + L−1L(v) = P。对任意 R ∈ B，有 F (H(R)) = F (P0) +

LL−1(
−−−−−→
F (P0)R) = R。所以 H 是 F 的逆映射。
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e1

e2
e2

e1

O

P

P = O + e1 + e2

坐标为 (1, 1)

图 1.3: 非正交框架中的点 P = O + e1 + e2。两条虚线分别平行于 e2 和 e1；它们组成向量加
法的平行四边形。

1.4 内积与长度

定义 1.20 (内积). 向量空间 V 上的内积是映射

〈·, ·〉 : V × V → R

满足对任意 u, v, w ∈ V 和 s, t ∈ R：

〈u, v〉 = 〈v, u〉 , 〈su+ tv, w〉 = s 〈u,w〉+ t 〈v, w〉 ,

以及正定性
〈u, u〉 ≥ 0, 〈u, u〉 = 0 ⇐⇒ u = 0.

例 1.21 (标准内积). 在 Rn 上令

〈x, y〉 =
n∑

i=1

xiyi.

交换 x, y 不改变各项乘积，故它对称；逐项展开
∑

i(axi + byi)zi = a
∑

i xizi + b
∑

i yizi，得
到第一变量的线性性。又 〈x, x〉 =

∑
i x

2
i ≥ 0；若它为零，每项平方都只能为零，所以 x = 0。

故此式确实定义内积。

由对称性和第一变量的线性性，第二变量也线性：

〈u, sv + tw〉 = 〈sv + tw, u〉 = s 〈v, u〉+ t 〈w, u〉 = s 〈u, v〉+ t 〈u,w〉 .

若仿射空间 A 的平移向量空间 V 给定了内积，则称 A 为欧氏仿射空间；本章此后的距离均
由该内积定义。

定义 1.22 (范数). 实向量空间上的函数 N : V → [0,∞) 称为范数，如果

N(v) = 0 ⇐⇒ v = 0, N(tv) = |t|N(v), N(u+ v) ≤ N(u) +N(v).

定义 1.23 (内积诱导的长度与距离). 由内积定义

‖u‖ =
√

〈u, u〉, d(P,Q) =
∥∥∥−−→PQ∥∥∥ .

对 x ∈ V 和 r > 0，定义开球与闭球

B(x, r) = {y : ‖y − x‖ < r}, B(x, r) = {y : ‖y − x‖ ≤ r}.
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引理 1.24 (二次式非负判据). 设 a > 0，若

at2 + 2bt+ c ≥ 0 (t ∈ R),

则 b2 ≤ ac。

证明. 配方得到

at2 + 2bt+ c = a

(
t+

b

a

)2

+ c− b2

a
.

取 t = −b/a，非负性给出 c− b2/a ≥ 0。因 a > 0，乘以 a 得 b2 ≤ ac。

定理 1.25 (Cauchy–Schwarz 不等式). 对任意 u, v ∈ V，有

| 〈u, v〉 | ≤ ‖u‖ ‖v‖ .

等号当且仅当 u, v 线性相关。

证明. 若 u = 0，两侧均为零，且 u, v 线性相关。以下设 u 6= 0，于是 a = 〈u, u〉 > 0。对任意
t ∈ R，正定性给出

0 ≤ ‖v − tu‖2 = 〈v − tu, v − tu〉 = 〈v, v〉 − 2t 〈u, v〉+ t2 〈u, u〉 .

将
a = 〈u, u〉 , b = −〈u, v〉 , c = 〈v, v〉

代入引理，得到
〈u, v〉2 ≤ 〈u, u〉 〈v, v〉 .

两侧开平方即得不等式。

若等号成立，则二次式 ‖v − tu‖2 的最小值为零。取

t0 =
〈u, v〉
〈u, u〉

,

此时

‖v − t0u‖2 = ‖v‖2 − 〈u, v〉2

‖u‖2
= 0.

由正定性，v = t0u。反过来，当 u 6= 0 且 u, v 线性相关时，存在 t ∈ R 使 v = tu，于是

| 〈u, v〉 | = |t| ‖u‖2 = ‖u‖ ‖tu‖ .

结合已处理的 u = 0 情形，得到全部等号条件。

定理 1.26 (三角不等式与范数公理). 对任意 u, v ∈ V，有

‖u+ v‖ ≤ ‖u‖+ ‖v‖ .

因此 ‖·‖ 是范数，且 d 是度量。
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证明. 先由内积双线性和对称性计算

‖u+ v‖2 = ‖u‖2 + 2 〈u, v〉+ ‖v‖2 ≤ ‖u‖2 + 2 ‖u‖ ‖v‖+ ‖v‖2 = (‖u‖+ ‖v‖)2.

两侧非负，开平方得到三角不等式。正定性给出 ‖u‖ = 0 ⇐⇒ u = 0，绝对齐次性来自

‖tu‖2 = t2 ‖u‖2 .

对距离，非负性来自范数的非负性；而

d(P,Q) = 0 ⇐⇒
−−→
PQ = 0 ⇐⇒ P = Q.

又由
−−→
QP = −

−−→
PQ 及绝对齐次性，d(Q,P ) = d(P,Q)。三角不等式为

d(P,R) =
∥∥∥−−→PQ+

−−→
QR
∥∥∥ ≤ d(P,Q) + d(Q,R).

推论 1.27 (等号条件). 若 u, v 6= 0，则

‖u+ v‖ = ‖u‖+ ‖v‖

当且仅当存在 t ≥ 0 使 v = tu。

证明. 将所给等式两侧平方，并用 ‖u+ v‖2 = ‖u‖2+2 〈u, v〉+‖v‖2，消去相同项，得到 〈u, v〉 =
‖u‖ ‖v‖。由 Cauchy–Schwarz 等号条件，存在 t ∈ R 使 v = tu。代入上式得 t ‖u‖2 = |t| ‖u‖2。
因为 ‖u‖2 > 0，所以 t = |t|，即 t ≥ 0。反过来，若 v = tu、t ≥ 0，则

‖u+ v‖ = ‖(1 + t)u‖ = (1 + t) ‖u‖ = ‖u‖+ ‖tu‖ = ‖u‖+ ‖v‖ .

命题 1.28 (平行四边形恒等式与极化公式). 对任意 u, v ∈ V，

‖u+ v‖2 + ‖u− v‖2 = 2 ‖u‖2 + 2 ‖v‖2 ,

并且

〈u, v〉 = 1

4

(
‖u+ v‖2 − ‖u− v‖2

)
.

证明. 展开两项：
‖u+ v‖2 = ‖u‖2 + 2 〈u, v〉+ ‖v‖2 ,

‖u− v‖2 = ‖u‖2 − 2 〈u, v〉+ ‖v‖2 .

相加和相减分别得到两个公式。
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1.5 角度、正交基与 Gram 矩阵

定义 1.29 (正交). 若 〈u, v〉 = 0，称 u, v 正交，记作 u ⊥ v。

定义 1.30 (向量的夹角). 设 u, v 6= 0。由 Cauchy–Schwarz 不等式，

−1 ≤ 〈u, v〉
‖u‖ ‖v‖

≤ 1.

因此可以定义

∠(u, v) = arccos
(

〈u, v〉
‖u‖ ‖v‖

)
∈ [0, π].

若 P,Q,R 满足 P 6= Q、R 6= Q，则点角 ∠PQR 定义为 ∠(−−→QP,−−→QR)。

命题 1.31 (特殊夹角的判别). 对非零向量 u, v，有

∠(u, v) = 0 ⇐⇒ v = tu，其中t > 0;

∠(u, v) = π ⇐⇒ v = tu，其中t < 0;

∠(u, v) = π/2 ⇐⇒ u ⊥ v.

证明. 因 cos 在 [0, π] 上单射，且在 0, π, π/2 处的值分别为 1,−1, 0，按夹角定义，这三个条
件分别等价于

〈u, v〉 = ‖u‖ ‖v‖ , 〈u, v〉 = −‖u‖ ‖v‖ , 〈u, v〉 = 0.

第三个等价关系就是正交的定义。对前两个，Cauchy–Schwarz 的等号条件给出 v = tu，且
v 6= 0 保证 t 6= 0。此时

〈u, v〉
‖u‖ ‖v‖

=
t ‖u‖2

|t| ‖u‖2
=

t

|t|
.

它等于 1 当且仅当 t > 0，等于 −1 当且仅当 t < 0。这也同时验证了两个反向蕴含。

xu

v

θ

O

cos θ = 〈u, v〉
‖u‖ ‖v‖

图 1.4: 夹角由内积的归一化值决定；箭头方向决定夹角取值在 0 与 π 之间的位置。

命题 1.32 (勾股恒等式与正交的判别). 对任意 u, v ∈ V，以下命题等价：

1. u ⊥ v；

2. ‖u+ v‖2 = ‖u‖2 + ‖v‖2；

3. ‖u− v‖2 = ‖u‖2 + ‖v‖2。
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证明. 由展开式
‖u+ v‖2 = ‖u‖2 + 2 〈u, v〉+ ‖v‖2 ,

所以 u ⊥ v 当且仅当第二条成立。将 v 换成 −v，得到

‖u− v‖2 = ‖u‖2 − 2 〈u, v〉+ ‖v‖2 ,

故第一条也当且仅当第三条成立。

定义 1.33 (正交族与正交标准族). 向量族 u1, . . . , uk 称为正交族，如果

〈ui, uj〉 = 0 (i 6= j).

若每个 ui 还满足 ‖ui‖ = 1，则称为正交标准族。

命题 1.34 (正交族的线性无关性). 非零正交族必线性无关。

证明. 若
k∑

i=1

aiui = 0,

固定 j，与 uj 取内积，得到

0 =

〈
k∑

i=1

aiui, uj

〉
= aj ‖uj‖2 ,

因为 ui ⊥ uj（i 6= j）。由于 uj 6= 0，‖uj‖2 > 0，故 aj = 0。对每个 j 重复此论证即得所有系
数均为零。

定理 1.35 (Gram–Schmidt 正交化). 设 v1, . . . , vk 是内积空间中的线性无关向量。递归定义

u1 = v1, um = vm −
m−1∑
j=1

〈vm, uj〉
‖uj‖2

uj (2 ≤ m ≤ k).

则 u1, . . . , uk 是正交族，且

span(u1, . . . , um) = span(v1, . . . , vm) (1 ≤ m ≤ k).

特别地，令 em = um/ ‖um‖，就得到同一子空间的正交标准基。

证明. 先证递归中的每个 um 都非零。假设 u1, . . . , um−1 已经构造并且 span(u1, . . . , um−1) =

span(v1, . . . , vm−1)。若 um = 0，则递推公式给出

vm =

m−1∑
j=1

〈vm, uj〉
‖uj‖2

uj ∈ span(v1, . . . , vm−1),

这与 v1, . . . , vm 线性无关矛盾。因此 ‖um‖ > 0。

对任意 1 ≤ ` < m，由正交性归纳假设，

〈um, uℓ〉 = 〈vm, uℓ〉 −
m−1∑
j=1

〈vm, uj〉
‖uj‖2

〈uj , uℓ〉

= 〈vm, uℓ〉 −
〈vm, uℓ〉
‖uℓ‖2

‖uℓ‖2 = 0.
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所以 um 与此前每个 uℓ 正交。

递推公式还给出 um ∈ span(v1, . . . , vm)，故 span(u1, . . . , um) ⊆ span(v1, . . . , vm)。反过
来，

vm = um +

m−1∑
j=1

〈vm, uj〉
‖uj‖2

uj

说明 vm ∈ span(u1, . . . , um)，从而得到反向包含。归纳完成后，em = um/ ‖um‖ 保持正交性
并具有单位长度。

推论 1.36 (有限维空间的正交标准基). 每个 n 维内积空间都有正交标准基。若 e1, . . . , en 是
正交标准基，则每个 v ∈ V 唯一表示为

v =

n∑
i=1

〈v, ei〉 ei, ‖v‖2 =
n∑

i=1

〈v, ei〉2 .

证明. 取 V 的任意线性基，应用 Gram–Schmidt 定理即可得到正交标准基。对 v 的坐标表示
v =

∑
i aiei 与 ej 取内积，得

〈v, ej〉 =
∑
i

ai 〈ei, ej〉 = aj ,

所以 aj = 〈v, ej〉。再计算

‖v‖2 =

〈∑
i

aiei,
∑
j

ajej

〉
=
∑
i,j

aiaj 〈ei, ej〉

=
∑
i

a2i +
∑
i ̸=j

aiaj · 0 =
∑
i

〈v, ei〉2 .

其中对角项使用了 〈ei, ei〉 = 1，非对角项使用了 〈ei, ej〉 = 0。

命题 1.37 (Gram 矩阵与坐标内积). 给定 v1, . . . , vk ∈ V，定义 Gram 矩阵

G = (〈vi, vj〉)1≤i,j≤k.

它是对称半正定矩阵；若 v1, . . . , vk 线性无关，则 G正定。反过来，每个对称正定矩阵 G ∈ Rk×k

都定义 Rk 上的内积
〈x, y〉G = xTGy.

证明. 由内积的对称性，
Gij = 〈vi, vj〉 = 〈vj , vi〉 = Gji,

所以 GT = G。对任意 a = (a1, . . . , ak)
T，

aTGa =
∑
i,j

aiaj 〈vi, vj〉 =

∥∥∥∥∥∑
i

aivi

∥∥∥∥∥
2

≥ 0.

若 vi 线性无关且 a 6= 0，则
∑

i aivi 6= 0，从而上式严格为正，故 G 正定。反过来，设 G 为
对称正定矩阵。对实数 a, b 及向量 x, y, z，

(ax+ by)TGz = a xTGz + b yTGz.
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这给出第一变量的线性性。又因为 xTGy 是实数，它等于自身的转置，故

xTGy = (xTGy)T = yTGTx = yTGx.

这给出对称性。若 x 6= 0，正定性给出 〈x, x〉G = xTGx > 0；若 x = 0，此值为零。因此它满
足内积的全部公理。

1.6 正交投影与距离的最小性

定义 1.38 (点到集合的距离). 在欧氏仿射空间中，对点 P 和非空集合 B ⊆ A，定义

d(P,B) = inf{d(P,Q) : Q ∈ B}.

右端集合非空且以 0 为下界，故由实数的下确界性质，此值存在。若某个 Q0 ∈ B 满足
d(P,Q0) = d(P,B)，则称 Q0 为 P 在 B 中的最近点。下确界不必由集合中的点达到；例
如在实直线上，d(0, (0, 1)) = 0，而 (0, 1) 中没有距 0 为零的点。事实上，距离都为正，但对
任意 ε > 0，取 q = min{ε/2, 1/2}，便有 q ∈ (0, 1) 且 q < ε。

定义 1.39 (正交补). 若 W ≤ V，定义正交补

W⊥ = {z ∈ V : 〈z, w〉 = 0 对所有w ∈W}.

命题 1.40 (正交补的线性结构). 若 W ≤ V，则 W⊥ ≤ V，并且

W ⊆ (W⊥)⊥.

证明. 零向量与 W 中每个向量正交，所以 0 ∈ W⊥。若 z1, z2 ∈ W⊥、a, b ∈ R，则对任意
w ∈W，

〈az1 + bz2, w〉 = a 〈z1, w〉+ b 〈z2, w〉 = 0.

故 az1 + bz2 ∈ W⊥，这证明了 W⊥ 是线性子空间。若 w ∈ W、z ∈ W⊥，对称性给出
〈w, z〉 = 〈z, w〉 = 0，所以 w ∈ (W⊥)⊥。

定理 1.41 (有限维正交分解). 设W ≤ V 且 dimW = m <∞。取W 的正交标准基 e1, . . . , em，
定义

PW (v) =

m∑
j=1

〈v, ej〉 ej , v⊥ = v − PW (v).

则
v = PW (v) + v⊥, PW (v) ∈W, v⊥ ∈W⊥.

而且这是唯一具有此性质的分解；对于仿射子空间 P0 +W，P0 +PW (
−−→
P0P ) 是 P 在该仿射子

空间上的唯一最近点。

证明. 每个 ej ∈W，而 W 对线性组合封闭，故 PW (v) ∈W。对任意 i，由正交标准性，

〈v⊥, ei〉 = 〈v, ei〉 −
m∑
j=1

〈v, ej〉 〈ej , ei〉 = 〈v, ei〉 − 〈v, ei〉 = 0.

因为 e1, . . . , em 张成 W，线性性说明 v⊥ ⊥ w 对所有 w ∈W 成立，即 v⊥ ∈W⊥。
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若 v = w + z，其中 w ∈W、z ∈W⊥，则 w − PW (v) ∈W，并且对每个 ei，

〈w − PW (v), ei〉 = 〈v − z, ei〉 − 〈PW (v), ei〉 = 〈v, ei〉 − 0− 〈v, ei〉 = 0.

令 a = w − PW (v)。因 a ∈ W，写 a =
∑

i aiei。取内积得 ai = 〈a, ei〉 = 0，故 a = 0。因此
w = PW (v)，进而 z = v⊥。当 W = {0} 时，取空基并约定空和为零，分解为 v = 0 + v，唯
一性也成立。

令 v =
−−→
P0P。任意 Q ∈ P0 +W 都可写成 Q = P0 + w，于是

−−→
QP = v − w = v⊥ +

(
PW (v)− w

)
,

其中两项分别属于 W⊥ 与 W，彼此正交。因此

d(P,Q)2 = ‖v⊥‖2 + ‖PW (v)− w‖2 ≥ ‖v⊥‖2 ,

等号当且仅当 w = PW (v)。这给出唯一最近点 P0 + PW (v)。

推论 1.42 (正交投影的性质). 正交投影 PW 不依赖所取的正交标准基，并且

P 2
W = PW , imPW =W, kerPW =W⊥, ‖PW v‖ ≤ ‖v‖ .

此外，V =W ⊕W⊥，且 (W⊥)⊥ =W。

证明. 若另取 W 的正交标准基，得到的投影仍将 v 分解为一个 W 中的向量和一个 W⊥ 中的
向量。分解唯一，所以两种投影相同。由有限和公式及内积的线性性，对实数 a, b，

PW (av + bu) =
∑
j

(a 〈v, ej〉+ b 〈u, ej〉)ej = aPW v + bPWu.

故投影是线性映射。若 w ∈W，分解 w = w+0的唯一性给出 PWw = w。因此投影的像恰为
W，且 PW (PW v) = PW v。若 v ∈W⊥，分解 v = 0+ v 给出 PW v = 0；反过来，若 PW v = 0，
则 v = v − PW v ∈W⊥。故核恰为 W⊥。由正交分解及勾股恒等式，

‖v‖2 = ‖PW v‖2 + ‖v − PW v‖2 ≥ ‖PW v‖2 .

开平方给出所需估计。

分解的存在性说明 V =W +W⊥。若 z ∈W ∩W⊥，则 〈z, z〉 = 0，故 z = 0，所以该和
为直和。已知 W ⊆ (W⊥)⊥。若 v ∈ (W⊥)⊥，写 v = w + z，其中 w ∈W、z ∈W⊥。于是

0 = 〈v, z〉 = 〈w, z〉+ 〈z, z〉 = ‖z‖2 .

故 z = 0、v = w ∈W，证明反向包含。

命题 1.43 (投影到一条直线). 设 u 6= 0。对任意 v ∈ V，令

proju(v) =
〈v, u〉
‖u‖2

u, v⊥ = v − proju(v).

则
v = proju(v) + v⊥, v⊥ ⊥ u.

并且 proju(v) 是 v 到直线 Ru 的唯一最近点。
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证明. 记 p = ⟨v,u⟩
∥u∥2 u。则

〈v − p, u〉 = 〈v, u〉 − 〈v, u〉
‖u‖2

〈u, u〉 = 0.

所以 v − p ⊥ u，第一组结论成立。

对任意 t ∈ R，将 v − tu 写成

v − tu = (v − p) + (p− tu).

第一项正交于第二项，故由展开式

‖v − tu‖2 = ‖v − p‖2 + ‖p− tu‖2 ≥ ‖v − p‖2 .

当且仅当 p− tu = 0，即 tu = p 时取等号。由于 u 6= 0，此时 t 唯一。

Ru

v

p

v v⊥

p = proju(v)

正交分解
v = p+ v⊥

图 1.5: 投影公式把 v 分解为沿 Ru 的部分和垂直部分。垂线的长度给出到该直线的最短距离。

推论 1.44 (直线与超平面的距离公式). 设 P0 ∈ A、u 6= 0。点 P 到直线

L = P0 + Ru

的距离为

d(P,L) =

∥∥∥∥∥∥−−→P0P −

〈−−→
P0P , u

〉
‖u‖2

u

∥∥∥∥∥∥ .
若 n 6= 0，则超平面

H = {P0 + v : 〈v, n〉 = 0}

满足

d(P,H) =
|
〈−−→
P0P , n

〉
|

‖n‖
.

证明. 第一式是投影命题应用于 v =
−−→
P0P。对第二式，把 v 分解为

v = v0 +
〈v, n〉
‖n‖2

n, v0 ⊥ n.
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记 α = 〈v, n〉 / ‖n‖2。对任意 Q = P0+w ∈ H，有 w ⊥ n，于是 v0−w ⊥ n。勾股恒等式给出

d(P,Q)2 = ‖v − w‖2 = ‖v0 − w‖2 + α2 ‖n‖2 ≥ α2 ‖n‖2 .

取 w = v0 时达到等号，故最近点为 P0 + v0，最短距离为∥∥∥∥〈v, n〉‖n‖2
n

∥∥∥∥ =
| 〈v, n〉 |
‖n‖

.

1.7 正交变换与反射

定义 1.45 (正交变换与等距仿射映射). 线性映射 Q : V → V 称为正交变换，如果

〈Qu,Qv〉 = 〈u, v〉 (u, v ∈ V ).

仿射映射 F : A → A 称为等距，如果

d(F (P ), F (Q)) = d(P,Q) (P,Q ∈ A).

命题 1.46 (正交变换的等价刻画). 对线性映射 Q : V → V，以下命题等价：

1. Q 是正交变换；

2. ‖Qu‖ = ‖u‖ 对所有 u ∈ V 成立；

3. 在任意一组正交标准基下，Q 的矩阵 M 满足 MTM = I。

证明. (1) 蕴含 (2) 直接由
‖Qu‖2 = 〈Qu,Qu〉 = 〈u, u〉 .

若 (2) 成立，对任意 u, v 使用极化公式：

〈Qu,Qv〉 = 1

4

(
‖Q(u+ v)‖2 − ‖Q(u− v)‖2

)
=

1

4

(
‖u+ v‖2 − ‖u− v‖2

)
= 〈u, v〉 .

所以得到 (1)。
在正交标准基 e1, . . . , en 下，令 M 为 Q 的矩阵。其第 j 列是 Qej 的坐标，所以

(MTM)ij = 〈Qei, Qej〉 = 〈ei, ej〉 = δij ,

其中 δij 在 i = j 时为 1，在 i 6= j 时为 0。这说明 (1) 蕴含 (3)。反过来，设矩阵 M 满足
MTM = I。若 u, v 在该正交标准基下的坐标分别为 a, b，则 Qu,Qv 的坐标为 Ma,Mb，于是

〈Qu,Qv〉 = (Ma)T(Mb) = aTMTMb = aTb = 〈u, v〉 .

所以得到 (1)。

命题 1.47 (仿射等距映射的基本形式). 固定 O ∈ A。若 Q : V → V 正交、b ∈ V，则

F (P ) = O +
(
Q(

−−→
OP ) + b

)
是等距仿射映射。每个等距仿射映射均有此形式。它是双射，且

F−1(R) = O +Q−1
(−−→
OR− b

)
.
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证明. 定义式给出 F (P + v) = F (P ) +Qv，所以 F 仿射。对任意 P,R，

−−−−−−−→
F (P )F (R) = Q(

−−→
OR−

−−→
OP ) = Q(

−→
PR),

故
d(F (P ), F (R)) =

∥∥∥Q(
−→
PR)

∥∥∥ =
∥∥∥−→PR∥∥∥ = d(P,R).

反过来，设 F 是等距仿射映射，线性部分为 L，令 b =
−−−−→
OF (O)。则 F (P ) = O+(L(

−−→
OP )+ b)。

对每个 v ∈ V，等距性给出

‖Lv‖ = d(F (O + v), F (O)) = d(O + v,O) = ‖v‖ .

由命题 1.46，L 正交。
若 Qv = 0，则 ‖v‖ = ‖Qv‖ = 0，故 v = 0，所以 Q单射。因 V 有限维且定义域和值域相同，

秩与零化度公式给出 dimQ(V ) = dimV，故 Q也满射。对上式中的 R，令 v = Q−1(
−−→
OR− b)，

则 F (O+ v) = O+ (Qv+ b) = R。反向代入也有 Q−1(Q
−−→
OP + b− b) =

−−→
OP，所以所给公式确

为逆映射。

定义 1.48 (关于超平面的反射). 设 n 6= 0，且

H = {v ∈ V : 〈v, n〉 = 0}.

定义

σH(v) = v − 2
〈v, n〉
‖n‖2

n.

命题 1.49 (反射公式). σH 是正交变换，满足

σH(v) = v (v ∈ H), σH(n) = −n, σ2H = I.

证明. 内积对 v 线性，故

σH(av + bw) = av + bw − 2
a 〈v, n〉+ b 〈w, n〉

‖n‖2
n = aσH(v) + bσH(w).

所以 σH 是线性映射。将 v 分解为

v = v0 + αn, v0 ⊥ n, α =
〈v, n〉
‖n‖2

.

则
σH(v) = v0 − αn.

因为 v0 ⊥ n，勾股恒等式给出

‖σH(v)‖2 = ‖v0‖2 + α2 ‖n‖2 = ‖v‖2 .

由命题 1.46，它是正交变换。若 v ∈ H，则 α = 0，所以 σH(v) = v；对 v = n有 σH(n) = −n；
再次应用公式把 α 变为 −α，于是 σ2H(v) = v。
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H = R(1, 0)

αn

−αn
0

v = (2, 1.5)

σH(v) = (2,−1.5)

v0

n = (0, 1)

v0 = (2, 0)

α = 1.5

图 1.6: 在 R2 中取 H = {(x, 0) : x ∈ R}。反射保留 v0，将法向分量 αn 变为 −αn。

1.8 例子与范数比较

例 1.50 (系数和不为一时原点依赖). 在实直线上取两个点 P,Q，考虑

P +Q

这一形式。若原点从 O 改为 O′ = O + a，两个位置向量分别减少 a，因此形式表达式的坐标
减少 2a。所以它不定义一个与原点无关的点。相反，对系数和为一的表达式

1

3
P +

2

3
Q,

坐标总变化为

−
(
1

3
+

2

3

)
a = −a,

正好是同一坐标点从 O 改到 O′ 时应有的变化。

例 1.51 (正定性不可省略). 若只要求双线性和对称性而不要求正定性，则

B((x1, x2), (y1, y2)) = x1y1 − x2y2

是对称双线性型，但
B((1, 1), (1, 1)) = 0

而 (1, 1) 6= 0。由它定义的“长度”会把非零向量判为零，也无法得到度量。

命题 1.52 (三个坐标范数). 在 Rn 上，

‖x‖1 =
n∑

i=1

|xi|, ‖x‖2 =

(
n∑

i=1

x2i

)1/2

, ‖x‖∞ = max
1≤i≤n

|xi|

都是范数。

证明. 三者均非负。若其中任一个为零，则每个 |xi| 都为零，故 x = 0；当 x = 0 时三者也都
为零。对任意实数 t，

∑
i

|txi| = |t|
∑
i

|xi|,

(∑
i

t2x2i

)1/2

= |t|

(∑
i

x2i

)1/2

, max
i

|txi| = |t|max
i

|xi|.
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这给出绝对齐次性。欧氏范数的三角不等式已在定理 1.26 中证明。其余两个分别满足

‖x+ y‖1 =
∑
i

|xi + yi| ≤
∑
i

(|xi|+ |yi|) = ‖x‖1 + ‖y‖1 ,

以及对每个 i，
|xi + yi| ≤ |xi|+ |yi| ≤ ‖x‖∞ + ‖y‖∞ .

在最后一式左端对 i 取最大值，得到最大范数的三角不等式。

命题 1.53 (有限维坐标中的范数比较). 对任意 x ∈ Rn，三个坐标范数满足

‖x‖∞ ≤ ‖x‖2 ≤ ‖x‖1 ≤
√
n ‖x‖2 ≤ n ‖x‖∞ .

证明. 第一不等式因为 ‖x‖22 包含每个 |xi|2，故 ‖x‖2 ≥ |xi| 对每个 i 成立，取最大值得到。第
二不等式由 (∑

i

|xi|

)2

=
∑
i

x2i + 2
∑
i<j

|xi||xj | ≥
∑
i

x2i .

第三不等式是 Cauchy–Schwarz 应用于 (|x1|, . . . , |xn|) 与 (1, . . . , 1)：

‖x‖1 ≤

(∑
i

x2i

)1/2(∑
i

12

)1/2

=
√
n ‖x‖2 .

最后
‖x‖22 =

∑
i

x2i ≤ n ‖x‖2∞ .

x1

x2

1

1

0

x21 + x22 = 1

|x1|+ |x2| = 1

max{|x1|, |x2|} = 1

图 1.7: 三个坐标范数的单位球面。实线圆、虚线菱形和点线正方形都通过 (1, 0)、(0, 1)、(−1, 0)

和 (0,−1)。各自围成的闭区域为相应的闭单位球。从内到外，闭单位球依次为菱形、圆盘和
正方形。

注 1.54. 这些不等式中的常数与 x无关。例如 ‖x‖∞ ≤ ‖x‖2 ≤
√
n ‖x‖∞。第二章的推论 2.43

将用这一估计比较三种度量的开集与完备性。



2 度量空间、邻域与收敛

第一章在仿射空间上由内积产生距离。本章只保留距离的三条公理，不使用点的加法、坐
标或线性结构。由开球定义开集、内部、闭包和边界，再用序列描述收敛与完备性。

2.1 度量空间与基本例子

定义 2.1 (度量空间). 设 X 是集合。映射

d : X ×X −→ [0,∞)

称为 X 上的度量，如果对任意 x, y, z ∈ X 满足：

1. d(x, y) = 0 当且仅当 x = y；

2. d(x, y) = d(y, x)；

3. d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z)。

二元组 (X, d) 称为度量空间。这里允许 X = ∅，此时三条公理没有待验证的点。

第一条把距离为零与点的相等联系起来；第二条说明方向不影响长度；第三条称为三角
不等式。

例 2.2 (欧氏度量与子空间度量). 在 Rn 中，

d2(x, y) =

(
n∑

i=1

(xi − yi)
2

)1/2

是欧氏度量。第一条和第二条直接来自平方和，第三条是第一章的三角不等式应用于 x− y =

(x− z) + (z − y)。

若 Y ⊆ X，则
dY (y1, y2) = d(y1, y2) (y1, y2 ∈ Y )

称为 Y 的子空间度量。它不是重新选择一个距离，而是把原距离限制到 Y × Y 上；三条公理
仍由 X 中的三条公理逐项继承。

例 2.3 (离散度量). 在任意集合 X 上定义

ddisc(x, y) =

0, x = y,

1, x 6= y.

这是一个度量。三角不等式只有在 x 6= z 时需要检查，此时左端为 1，而 x 6= y 或 y 6= z 至
少有一个成立，故右端至少为 1。当 0 < r ≤ 1 时，条件 ddisc(x, y) < r 等价于 y = x。

命题 2.4 (度量的有界化). 若 d 是 X 上的度量，则

ρ(x, y) =
d(x, y)

1 + d(x, y)

也是 X 上的度量，并且 0 ≤ ρ(x, y) < 1。

21
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证明. 非负性、对称性和 ρ(x, y) = 0 ⇐⇒ d(x, y) = 0 ⇐⇒ x = y 是直接的。只需证明三角不
等式。

令 a = d(x, y)、b = d(y, z)。对 0 ≤ s ≤ t，有

t

1 + t
− s

1 + s
=

t− s

(1 + t)(1 + s)
≥ 0,

所以 t 7→ t/(1 + t) 在 [0,∞) 上递增。由 d(x, z) ≤ a+ b，得到

ρ(x, z) ≤ a+ b

1 + a+ b
.

另一方面，
a

1 + a
+

b

1 + b
− a+ b

1 + a+ b
=

ab(a+ b+ 2)

(1 + a)(1 + b)(1 + a+ b)
≥ 0.

于是

ρ(x, z) ≤ a

1 + a
+

b

1 + b
= ρ(x, y) + ρ(y, z).

注 2.5. 有界化把每个距离压缩到 [0, 1)。它与原度量的开球、收敛列和柯西列之间的关系将
在后面给出。

2.2 开球、闭球与相对邻域

定义 2.6 (开球、闭球与球面). 设 (X, d) 是度量空间，x ∈ X、r > 0。定义

Bd(x, r) = {y ∈ X : d(x, y) < r},

Bd(x, r) = {y ∈ X : d(x, y) ≤ r}, Sd(x, r) = {y ∈ X : d(x, y) = r}.

分别称为以 x 为中心、半径为 r 的开球、闭球和球面。

命题 2.7 (球的单调性与中心移动). 对任意 x ∈ X 和 0 < r < s，有

Bd(x, r) ⊆ Bd(x, s), Bd(x, r) ⊆ Bd(x, s).

若 y ∈ Bd(x, r)，令 ε = r − d(x, y) > 0，则

Bd(y, ε) ⊆ Bd(x, r).

证明. 前两条来自不等式 d(x, z) < r < s 和 d(x, z) ≤ r < s。若 z ∈ Bd(y, ε)，则三角不等式
给出

d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) < d(x, y) + r − d(x, y) = r.

故 z ∈ Bd(x, r)。

定义 2.8 (邻域与开集). 集合 N ⊆ X 称为点 x ∈ X 的邻域，如果存在 r > 0 使

Bd(x, r) ⊆ N.

集合 U ⊆ X 称为开集，如果 U 是其中每一点的邻域，即

∀x ∈ U ∃rx > 0, Bd(x, rx) ⊆ U.
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定义 2.9 (闭集). 集合 F ⊆ X 称为闭集，如果 X \ F 是开集。

定理 2.10 (开球是开集). 每个开球 Bd(x, r) 都是开集。

证明. 取任意 y ∈ Bd(x, r)。由命题 2.7，令 ε = r − d(x, y) > 0，则

Bd(y, ε) ⊆ Bd(x, r).

因此开球中的每个点都拥有包含在该开球内的开球邻域，故 Bd(x, r) 是开集。

命题 2.11 (开集的运算). 度量空间中的开集满足：

1. ∅ 与 X 是开集；

2. 任意族开集的并是开集；

3. 有限个开集的交是开集。

证明. ∅ 中没有点需要验证，X 对任意 x 都包含 Bd(x, 1)，所以二者开。

设 U =
⋃

α∈I Uα，取 x ∈ U。存在 α0 使 x ∈ Uα0，再由 Uα0 的开性取 Bd(x, r) ⊆ Uα0 ⊆ U，
故 U 开。

设 U = U1∩· · ·∩Um，取 x ∈ U。对每个 j 取 rj > 0使 Bd(x, rj) ⊆ Uj，令 r = minj rj > 0。
则

Bd(x, r) ⊆
m⋂
j=1

Uj = U,

所以有限交开。

命题 2.12 (闭集的运算与闭球). 任意族闭集的交是闭集，有限个闭集的并是闭集。每个闭球
和每个单点集都是闭集。

证明. 设每个 Fα 都闭。由 De Morgan 等式，

X \
⋂
α∈I

Fα =
⋃
α∈I

(X \ Fα).

右端是开集的并，故交集闭。对有限个闭集，

X \ (F1 ∪ · · · ∪ Fm) = (X \ F1) ∩ · · · ∩ (X \ Fm)

是有限个开集的交，故并集闭。空族交按约定为 X，空族并为 ∅，它们的补集也开。
固定闭球 Bd(x, r)。若 y 不在其中，则 δ = d(x, y)− r > 0。当 d(y, z) < δ 时，由三角不

等式 d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y)，得到

d(x, z) ≥ d(x, y)− d(y, z) > d(x, y)− δ = r.

因此 Bd(y, δ) 包含于闭球的补集，故闭球闭。

固定 x ∈ X。对 y 6= x，取 r = d(x, y)/2 > 0。因为 d(y, x) = 2r，有 x /∈ Bd(y, r)，即
Bd(y, r) ⊆ X \ {x}。故单点集的补集开。
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例 2.13 (无限交与无限并). 在 R 的通常度量下，

∞⋂
n=1

(−1/n, 1/n) = {0}.

点 0 属于每个区间；若 x 6= 0，由阿基米德性质可取 n > 1/|x|，这时 x /∈ (−1/n, 1/n)。单点
集 {0} 不开，因为 B(0, r) = (−r, r) 对每个 r > 0 都含有非零点。因此无限个开集的交未必
开。取补集得到

∞⋃
n=1

(
(−∞,−1/n] ∪ [1/n,∞)

)
= R \ {0},

这也说明无限个闭集的并未必闭。

定义 2.14 (相对开球与相对邻域). 设 A ⊆ X，在 A 上使用子空间度量。对 a ∈ A，

BA(a, r) = {b ∈ A : d(a, b) < r} = A ∩BX(a, r).

集合 U ⊆ A 称为 A 中的相对开集，如果对每个 a ∈ U 存在 ra > 0 使 BA(a, ra) ⊆ U。

定理 2.15 (相对开集与相对闭集). 设 A ⊆ X、U,F ⊆ A。则

U 在A 中开 ⇐⇒ U = A ∩G，其中G 在X 中开;

F 在A 中闭 ⇐⇒ F = A ∩ C，其中C 在X 中闭.

证明. 若 U = A ∩ G 且 G 开，对任意 a ∈ U，取 r > 0 使 BX(a, r) ⊆ G。于是 BA(a, r) =

A ∩BX(a, r) ⊆ A ∩G = U，故 U 相对开。

若 U 相对开，对每个 a ∈ U 选取 ra > 0 使 A ∩BX(a, ra) ⊆ U。令

G =
⋃
a∈U

BX(a, ra).

由开集的并仍开，G在 X 中开。每个 a ∈ U 都在自己的球内，所以 U ⊆ A∩G。若 b ∈ A∩G，
则存在 a ∈ U 使 b ∈ A ∩BX(a, ra) ⊆ U，故 A ∩G ⊆ U。当 U = ∅ 时，取 G = ∅ 仍成立。

按子空间中闭集的定义，F 相对闭当且仅当 A \ F 相对开。若 A \ F = A ∩ G，其中 G

在 X 中开，则
F = A \ (A ∩G) = A ∩ (X \G),

其中 X \G 闭。反之，若 F = A ∩ C 且 C 闭，则 A \ F = A ∩ (X \ C) 相对开，故 F 相对
闭。

例 2.16 (相对开闭与环境空间有关). 取 A = [0, 1] ⊆ R。集合 [0, 1/2) 在 A 中开，因为它等于
A ∩ (−1, 1/2)；它在 R 中不开，因为以 0 为中心的每个开区间都含有负数。集合 F = (0, 1]

在 A′ = (0, 2) 中闭，因为 F = A′ ∩ [0, 1]；它在 R 中不闭，因为其补集在 0 处不含任何开区
间邻域。
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y = 0

a = (0, 25 )
r = 1

A = {(x, y) : y ≥ 0}

BA(a, 1) = A ∩BR2(a, 1)

阴影部分为相对开球

图 2.1: 半平面 A 中的相对开球。虚线圆表示环境开球的球面，圆上点不属于开球。圆内且满
足 y ≥ 0 的点属于相对开球，包括横轴上位于圆内的点。

2.3 内部、闭包与边界

定义 2.17 (内部、闭包与边界). 设 A ⊆ X。定义

A◦ = {x ∈ X : ∃r > 0, Bd(x, r) ⊆ A},

A = {x ∈ X : ∀r > 0, Bd(x, r) ∩A 6= ∅},

∂A = A \A◦.

分别称为 A 的内部、闭包和边界。

命题 2.18 (三种局部判别). 对任意 A ⊆ X 和 x ∈ X，有：

x ∈ A◦ ⇐⇒ ∃r > 0, Bd(x, r) ⊆ A,

x ∈ A⇐⇒ ∀r > 0, Bd(x, r) ∩A 6= ∅,

x ∈ ∂A⇐⇒ ∀r > 0, Bd(x, r) ∩A 6= ∅ 且 Bd(x, r) ∩ (X \A) 6= ∅.

证明. 前两条就是定义。对第三条，若 x ∈ ∂A，则 x ∈ A，所以每个球与 A 相交。又因为
x /∈ A◦，不存在球完全包含于 A，所以每个球都含有 X \A 中的点。反过来，若每个球都满足
这两个相交条件，则第一个条件给出 x ∈ A。第二个条件说明没有球能包含于 A，故 x /∈ A◦。
两者合起来给出 x ∈ ∂A。

定理 2.19 (内部与闭包的基本性质). 对 A,B ⊆ X，有：

1. A◦ 是开集，且 A◦ ⊆ A；

2. A 是闭集，且 A ⊆ A；

3. A 开当且仅当 A = A◦；

4. A 闭当且仅当 A = A；

5. A◦ 是包含于 A 的最大开集，A 是包含 A 的最小闭集。

证明. 若 x ∈ A◦，取 r > 0 使 Bd(x, r) ⊆ A。对任意 y ∈ Bd(x, r)，由命题 2.7 可取 ε > 0 使
Bd(y, ε) ⊆ Bd(x, r) ⊆ A。所以 y ∈ A◦，即 A◦ 开。包含关系由定义直接给出。

由闭包定义，x /∈ A 当且仅当存在 r > 0 使 Bd(x, r) ∩A = ∅，等价于 Bd(x, r) ⊆ X \A。
因此

X \A = (X \A)◦
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是开集，故 A 闭。又 A ⊆ A 是因为 x ∈ A 时任意球都含有 x。

第三条：若 A 开，则按内部定义 A ⊆ A◦，与 A◦ ⊆ A 合并得到 A = A◦；反向由 A = A◦

且 A◦ 开得到。第四条：若 A 闭，则 X \A 开，从

X \A = (X \A)◦ = X \A

得到 A = A；反向由 A 闭得到。最后，若 U ⊆ A 是开集，则每个 x ∈ U 都有一个球包含于
U ⊆ A，所以 x ∈ A◦，即 U ⊆ A◦。若 F 是包含 A 的闭集，则 X \ F 是开集且与 A 不相
交。对 x ∈ X \ F，存在 r > 0 使 Bd(x, r) ⊆ X \ F，所以该球与 A 不相交，x /∈ A。因此
X \ F ⊆ X \A，即 A ⊆ F。

命题 2.20 (内部与闭包的单调性及有限运算). 若 A ⊆ B ⊆ X，则

A◦ ⊆ B◦, A ⊆ B.

此外，
A◦ ∪B◦ ⊆ (A ∪B)◦, A ∪B = A ∪B,

(A ∩B)◦ = A◦ ∩B◦, A ∩B ⊆ A ∩B.

证明. 若 x ∈ A◦，存在 r > 0 使 Bd(x, r) ⊆ A ⊆ B，故 x ∈ B◦。若 x ∈ A，任意 r > 0 都有
Bd(x, r) ∩A 6= ∅。由 A ⊆ B，得到 Bd(x, r) ∩B 6= ∅，故 x ∈ B。

若 x ∈ A◦ ∪ B◦，则存在一个以 x 为中心的开球包含于 A 或包含于 B。这个球包含于
A ∪B，所以 x ∈ (A ∪B)◦。

由 A,B ⊆ A ∪ B 及闭包的单调性，得到 A ∪ B ⊆ A ∪B。反过来，若 x /∈ A ∪ B，则
x /∈ A 且 x /∈ B。按闭包的定义，存在 rA, rB > 0 使

Bd(x, rA) ∩A = ∅, Bd(x, rB) ∩B = ∅.

取 r = min{rA, rB} > 0，则 Bd(x, r) ∩ (A ∪ B) = ∅，故 x /∈ A ∪B。取逆否命题得到
A ∪B ⊆ A ∪B。

若 x ∈ A◦ ∩B◦，存在 rA, rB > 0 使 Bd(x, rA) ⊆ A、Bd(x, rB) ⊆ B。取两半径的最小值
r > 0，有 Bd(x, r) ⊆ A ∩B，所以 x ∈ (A ∩B)◦。反向包含由 A ∩B ⊆ A,B 及内部的单调性
得到。最后，同样由 A ∩B ⊆ A,B 及闭包的单调性，分别得到

A ∩B ⊆ A, A ∩B ⊆ B.

所以 A ∩B ⊆ A ∩B。

例 2.21 (两处包含关系可以严格). 在通常度量的实直线上，取 A = (−1, 0]、B = (0, 1)，则

A◦ ∪B◦ = (−1, 0) ∪ (0, 1), (A ∪B)◦ = (−1, 1).

点 0 属于右端而不属于左端。再取 C = (−1, 0)、D = (0, 1)，则 C ∩D = ∅，但

C ∩D = [−1, 0] ∩ [0, 1] = {0}.

这里的内部和闭包均可直接用开区间邻域判定：区间内的点有小区间留在原区间中，端点的
每个邻域都遇到原区间，闭区间之外的点则有正距离避开该区间。
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推论 2.22 (补集关系与边界分解). 有

(X \A)◦ = X \A, X \A = X \A◦,

∂A = A ∩X \A, A = A◦ t ∂A.

证明. 第一式已在定理证明中得到。将第一式中的 A换成 X \A，并取补集，得到第二式。由命
题 2.18，边界上的点恰好同时属于 A和 X \A，得到第三式；最后一式来自 ∂A = A\A◦。

推论 2.23 (边界的闭性). ∂A 是闭集，且 ∂A = ∂(X \ A)。此外，∂A = ∅ 当且仅当 A 既开
又闭。

证明. 由上一推论，∂A = A∩X \A。两个闭集的交闭，故边界闭。交换 A和 X \A时右端不
变，故两者边界相同。若边界为空，分解 A = A◦t∂A给出 A = A◦。又 A◦ ⊆ A ⊆ A，所以三
者相等，从而 A既开又闭。反过来，若 A开且闭，则 A◦ = A = A，故 ∂A = A \A◦ = ∅。

命题 2.24 (闭球与开球闭包的区别). 任意度量空间中都有

Bd(x, r) ⊆ Bd(x, r).

在欧氏空间中取 r > 0 时等号成立；在一般度量空间中可以严格包含。

证明. 闭球是包含 Bd(x, r) 的闭集。由闭包的最小性，Bd(x, r) ⊆ Bd(x, r)。

在 Rn 中，设 ‖y − x‖2 ≤ r，定义

yk = x+ (1− 1/k)(y − x) (k ≥ 1).

有 ‖yk − x‖2 = (1 − 1/k) ‖y − x‖2 < r，且 ‖yk − y‖2 = ‖y − x‖2 /k → 0。给定 ε > 0，取
k > ‖y − x‖2 /ε，则 yk ∈ B2(y, ε) ∩ B2(x, r)。所以 y 的每个球都与开球 B2(x, r) 相交，即
y ∈ B2(x, r)，这给出反向包含。

在至少含两个点的离散度量空间中，取 r = 1，有 Bd(x, 1) = {x}。单点集闭，故 Bd(x, 1) =

{x}，但 Bd(x, 1) = X。此时包含严格。

x

y

z

A = {(u, v) : u2 + v2 ≤ 1}

x ∈ A◦, y ∈ ∂A

z /∈ A

图 2.2: 闭单位圆盘的内部、边界和外部。取 x = (0, 0)、y = (1, 0)、z = (2, 0)，图中虚线圆分
别以它们为中心。对任意 r > 0，取 0 < t < min{r, 1}，则 (1− t, 0) ∈ A、(1 + t, 0) /∈ A，且
二者距 y 均为 t < r。这验证了边界点的每个球都与两侧相交。
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2.4 序列与度量收敛

定义 2.25 (序列收敛). 设 (X, d) 是度量空间，(xn)n≥1 是 X 中的序列。若存在 x ∈ X，使得

∀ε > 0 ∃N ∈ N ∀n ≥ N, d(xn, x) < ε,

则称 (xn) 收敛于 x，记为 xn → x。

定理 2.26 (球语言与 ε-语言等价). 对 xn, x ∈ X，以下命题等价：

1. xn → x；

2. 对每个 r > 0，存在 N 使 n ≥ N 时 xn ∈ Bd(x, r)；

3. 对每个 r > 0，集合 {n : xn /∈ Bd(x, r)} 是有限集。

证明. (1) ⇒ (2)：在收敛定义中取 ε = r 即得。

(2) ⇒ (3)：若 n ≥ N 时 xn ∈ Bd(x, r)，则不满足这一条件的 n 只能属于有限集合
{1, . . . , N − 1}。

(3) ⇒ (1)：给定 ε > 0，由第三条，{n : xn /∈ Bd(x, ε)} 有限。若该集合为空，取 N = 1；
否则取其最大元加 1 为 N。于是 d(xn, x) < ε 对所有 n ≥ N 成立。

定理 2.27 (度量空间中的极限唯一性). 若 xn → x 且 xn → y，则 x = y。

证明. 若 x 6= y，令 ε = d(x, y)/3 > 0。由两个收敛条件，存在 N1, N2 使

d(xn, x) < ε (n ≥ N1), d(xn, y) < ε (n ≥ N2).

取 n ≥ max{N1, N2}，三角不等式给出

d(x, y) ≤ d(x, xn) + d(xn, y) < 2ε =
2

3
d(x, y),

矛盾。因此 x = y。

命题 2.28 (距离函数对极限的稳定性). 若 xn → x，则对任意固定 y ∈ X，有

d(xn, y) −→ d(x, y).

更精确地， ∣∣d(xn, y)− d(x, y)
∣∣ ≤ d(xn, x).

证明. 由三角不等式，
d(xn, y) ≤ d(xn, x) + d(x, y),

所以 d(xn, y)− d(x, y) ≤ d(xn, x)。交换 xn 与 x，得到

d(x, y)− d(xn, y) ≤ d(xn, x).

两式合并即得绝对值估计。右端趋于零，故左端趋于零。

命题 2.29 (子列与尾列). 若 xn → x，则：

1. 任意子列 xnk
都收敛于 x；
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2. 删除有限项所得的尾列仍收敛于 x；

3. 若一个子列不收敛于 x，则原列不收敛于 x。

证明. 子列指标满足 nk ≥ k，所以给定收敛定义中的 N，只要 k ≥ N 就有 nk ≥ N，从而
d(xnk

, x) < ε。第二条是第一条应用于 nk = k +m。第三条是第一条的逆否命题。

定理 2.30 (闭集的序列判别). 集合 F ⊆ X 闭，当且仅当：

xn ∈ F, xn → x =⇒ x ∈ F.

证明. 先设 F 闭。若 x /∈ F，则 X \ F 开，存在 r > 0 使 Bd(x, r) ⊆ X \ F。若 xn ∈ F，则
所有 n 都不属于这个球，因而不可能收敛于 x。故任意 F 中收敛序列的极限仍在 F。

反过来，假设序列判别成立。若 x /∈ F，我们证明存在球 Bd(x, r) 与 F 不相交。否则对
每个 n 都能选取 xn ∈ F ∩Bd(x, 1/n)，于是 xn → x，由假设得到 x ∈ F，矛盾。因此 X \ F
开，F 闭。

定理 2.31 (闭包的序列刻画). 对 A ⊆ X，

x ∈ A ⇐⇒ 存在an ∈ A 使an → x.

证明. 若 an ∈ A 且 an → x，假设 x /∈ A，则存在 r > 0 使 Bd(x, r) ∩A = ∅。但收敛性要求
某个 an ∈ Bd(x, r)，矛盾。因此 x ∈ A。

反过来，若 x ∈ A，则对每个 n，Bd(x, 1/n)∩A 6= ∅。从中选择 an ∈ Bd(x, 1/n)∩A，便
有 d(an, x) < 1/n→ 0，所以 an → x。

R

− 1
3

1
3

0

x1 x2

x3 x4

x5 x6

xn = (−1)n/n, n ≥ 4 =⇒ |xn| < 1/3

图 2.3: 交替序列在实直线上的位置。阴影表示开球 B(0, 1/3) = (−1/3, 1/3)，边界不计入。点
x3 = −1/3 仍在球外，从 x4 起所有项都在球内。一般地，取 N > 1/ε，便有 n ≥ N ⇒ |xn| =
1/n < ε。

2.5 度量空间中的柯西列

定义 2.32 (柯西列). 度量空间 (X, d) 中的序列 (xn) 称为柯西列，如果

∀ε > 0 ∃N ∈ N ∀m,n ≥ N, d(xm, xn) < ε.

收敛要求所有后项靠近一个已经给定的点；柯西条件只比较后项之间的距离，不预先指
定极限。收敛列必为柯西列；完备性讨论的是柯西列是否必有空间内的极限。

定理 2.33 (收敛列是柯西列). 每个收敛序列都是柯西列。
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证明. 设 xn → x。给定 ε > 0，取 N 使

d(xn, x) <
ε

2
(n ≥ N).

若 m,n ≥ N，则
d(xm, xn) ≤ d(xm, x) + d(x, xn) <

ε

2
+
ε

2
= ε.

故 (xn) 是柯西列。

定义 2.34 (有界集与有界序列). 对非空集合 A ⊆ X，若存在 a ∈ X、R > 0 使 A ⊆ Bd(a,R)，
则称 A 有界。另约定空集有界。若序列的值域 {xn : n ≥ 1} 有界，则称该序列有界。

命题 2.35 (柯西列的有界性与收敛子列). 每个柯西列都有界。若柯西列 (xn) 有一个收敛于 x

的子列，则 xn → x。

证明. 在柯西条件中取 ε = 1，得到 N，使 m,n ≥ N 时 d(xm, xn) < 1。特别地，d(xn, xN ) < 1

对 n ≥ N 成立。令

R = 1 + max
(
{1} ∪ {d(xi, xN ) : 1 ≤ i < N}

)
.

所有前 N − 1 项及所有后项都在 Bd(xN , R) 中，所以序列有界。

设 xnk
→ x。给定 ε > 0，先取 N 使 m,n ≥ N 时 d(xm, xn) < ε/2。由子列收敛，可取

足够大的 k，同时满足 nk ≥ N 和 d(xnk
, x) < ε/2。对每个 n ≥ N，有

d(xn, x) ≤ d(xn, xnk
) + d(xnk

, x) < ε/2 + ε/2 = ε.

所以原列收敛于 x。

定义 2.36 (完备度量空间). 度量空间 (X, d) 称为完备的，如果 X 中每个柯西列都在 X 中收
敛。

命题 2.37 (离散度量空间完备). 任意离散度量空间都是完备的。

证明. 设 (xn)是离散度量下的柯西列。取 ε = 1/2，存在N 使m,n ≥ N 时 ddisc(xm, xn) < 1/2。
由于离散距离只取 0, 1，这意味着 xm = xn 对所有 m,n ≥ N 成立。因此序列从某一项开始
恒定。若尾部恒定为 a，则对任意 ε > 0，取该尾部的起点 N，便有 ddisc(xn, a) = 0 < ε 对所
有 n ≥ N 成立，所以序列收敛于 a。

定理 2.38 (Rn 的完备性). 在通常欧氏度量下，Rn 是完备的。

证明. 使用实数完备性：每个实数柯西列都收敛。设 x(m) = (x
(m)
1 , . . . , x

(m)
n ) 是 Rn 中的柯西

列。对固定坐标 j，有
|x(m)

j − x
(ℓ)
j | ≤

∥∥∥x(m) − x(ℓ)
∥∥∥
2
.

故 (x
(m)
j )m 是实数柯西列，存在 xj ∈ R 使 x

(m)
j → xj。令 x = (x1, . . . , xn)。

给定 ε > 0，对每个 j 取 Nj 使

|x(m)
j − xj | <

ε√
n

(m ≥ Nj).
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令 N = maxj Nj，则 m ≥ N 时

∥∥∥x(m) − x
∥∥∥2
2
=

n∑
j=1

|x(m)
j − xj |2 < n

(
ε√
n

)2

= ε2.

所以 x(m) → x。

例 2.39 (Q 的不完备性). 将 Q 视为 R 的子空间。令

an =
b10n

√
2c

10n
,

即把
√
2 的十进制展开截断到小数点后 n 位。例如

a1 = 1.4, a2 = 1.41, a3 = 1.414, . . .

每个 an 都是有理数。由整数部分满足 t− 1 < btc ≤ t，有

0 ≤
√
2− an < 10−n.

故给定 ε > 0，取 N 使 2 · 10−N < ε，则 m,n ≥ N 时

|am − an| ≤ |am −
√
2|+ |

√
2− an| < 10−m + 10−n ≤ 2 · 10−N < ε.

因此 (an) 是 Q 中的柯西列。若它在 Q 中收敛于 q，则在 R 中也收敛于 q；但它在 R 中收敛
于

√
2，由极限唯一性 q =

√
2，与

√
2 /∈ Q 矛盾。故 Q 不完备。

2.6 完备性、闭子空间与等价度量

定理 2.40 (完备空间中的闭子空间). 设 (X, d) 完备，F ⊆ X 使用子空间度量。则

F 完备 ⇐⇒ F 在X 中闭.

证明. 先设 F 闭。若 (xn) 是 F 中的柯西列，它同时是 X 中的柯西列，所以由 X 完备，存
在 x ∈ X 使 xn → x。由于 xn ∈ F 且 F 闭，定理 2.30 给出 x ∈ F，所以 F 完备。

反过来设 F 完备。若 xn ∈ F 且 xn → x（极限在 X 中），则 (xn) 是 F 中的柯西列。
由 F 完备，存在 y ∈ F 使 xn → y（使用子空间度量）。子空间度量与 X 中的距离相同，故
xn → y 也在 X 中成立。极限唯一性给出 x = y ∈ F，再由闭集的序列判别，F 闭。

定义 2.41 (等价度量). 集合 X 上的两个度量 d, ρ 称为拓扑等价，如果它们产生完全相同的
开集。若存在常数 c, C > 0 使

c d(x, y) ≤ ρ(x, y) ≤ C d(x, y) (x, y ∈ X),

则称 d, ρ 双 Lipschitz 等价。

定理 2.42 (双 Lipschitz 等价度量). 若 d, ρ 双 Lipschitz 等价，则它们产生相同的开集、相同
的收敛列和相同的柯西列。因此 (X, d) 完备当且仅当 (X, ρ) 完备。
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证明. 对任意 x ∈ X、r > 0，不等式给出球的包含关系

Bd

(
x,
r

C

)
⊆ Bρ(x, r) ⊆ Bd

(
x,
r

c

)
.

若 U 是 d-开集，取 x ∈ U 和 r > 0 使 Bd(x, r) ⊆ U。由第二个包含关系，

Bρ(x, cr) ⊆ Bd(x, r) ⊆ U,

所以 U 是 ρ-开集。交换 d, ρ 后得到反向包含，故开集相同。

若 xn → x 在 d 下成立，则 ρ(xn, x) ≤ Cd(xn, x) → 0，反向由 d(xn, x) ≤ c−1ρ(xn, x)

得到。若 (xn) 是 d-柯西列，给定 ε > 0，取 N 使 m,n ≥ N 时 d(xm, xn) < ε/C。于是
ρ(xm, xn) ≤ Cd(xm, xn) < ε，故它是 ρ-柯西列。若它是 ρ-柯西列，则取 N 使 ρ(xm, xn) < cε，
有 d(xm, xn) ≤ c−1ρ(xm, xn) < ε，所以也为 d-柯西列。

若 (X, d) 完备，一个 ρ-柯西列也是 d-柯西列，故对 d 收敛于某个 x ∈ X，进而对 ρ 也收
敛于 x。这证明 (X, ρ) 完备。交换两种度量，同样证明反向。

推论 2.43 (三个坐标度量). 在 Rn 上令 dp(x, y) = ‖x− y‖p，其中 p = 1, 2,∞。三种度量的
开集、收敛列和柯西列相同，且三者都完备。

证明. 范数比较应用于 x− y，给出

d2(x, y) ≤ d1(x, y) ≤
√
nd2(x, y),

1√
n
d2(x, y) ≤ d∞(x, y) ≤ d2(x, y).

所以 d1, d∞ 各自与 d2 双 Lipschitz 等价。上一条定理给出开集、收敛列及柯西列相同；而 d2

完备，故另两者也完备。

例 2.44 (拓扑等价未必保持完备性). 在 X = [1,∞) 上取

d(x, y) = |x− y|, ρ(x, y) = |1/x− 1/y|.

ρ 是度量：绝对值给出对称性和三角不等式；由于 x, y > 0，ρ(x, y) = 0 当且仅当 x = y。这
两个度量拓扑等价。事实上，对 x, y ≥ 1，

ρ(x, y) =
|x− y|
xy

≤ |x− y| = d(x, y).

给定 x ∈ X 和 ε > 0，取 δ = min{1/(2x), ε/(2x2)} > 0。若 ρ(x, y) < δ，则

1

y
>

1

x
− δ ≥ 1

2x
, y < 2x,

从而
d(x, y) = xy ρ(x, y) < 2x2δ ≤ ε.

因此 Bd(x, r) ⊆ Bρ(x, r)，且每个 d-球 Bd(x, ε) 都含一个 ρ-球 Bρ(x, δ)。若 U 对任一种度量
开，对其中每个点应用相应的球包含关系，便可找到另一种度量的球包含于 U，故两者开集
相同。
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集合 X 在 R中闭，因为其补集 (−∞, 1)开。由闭子空间定理，(X, d)完备。但序列 xn = n

对 ρ 为柯西列：给定 ε > 0，取 N > 1/ε，则 m,n ≥ N 时

ρ(xm, xn) = |1/m− 1/n| ≤ 1/N < ε.

它不能在 X 中对 ρ 收敛。若收敛于某个 x ∈ X，则 |1/n− 1/x| → 0，所以实数序列 1/n 同
时趋于 1/x 与 0，由极限唯一性有 1/x = 0，与 x ≥ 1 为有限实数矛盾。因此 (X, ρ) 不完备。

命题 2.45 (有界化度量的拓扑与柯西结构). 对度量 d 和 ρ = d/(1 + d)，两者有相同的开集、
收敛列和柯西列。

证明. 对 0 < r < 1，有严格等价

ρ(x, y) < r ⇐⇒ d(x, y) <
r

1− r
.

因此，当 0 < r < 1 时，

Bρ(x, r) = Bd

(
x,

r

1− r

)
;

而当 r ≥ 1 时，Bρ(x, r) = X。反过来，对每个 s > 0，有

Bd(x, s) = Bρ

(
x,

s

1 + s

)
.

每个 d-开球是 ρ-开集，每个 ρ-开球也都是 d-开集，所以由开集的局部球判别，两种度量产生
相同的开集。若 xn → x 对 d 成立，由 ρ ≤ d 得到对 ρ 也成立。反过来，给定 ε > 0，当
ρ(xn, x) < ε/(1 + ε) 时就有 d(xn, x) < ε，故对 d 也收敛。

若 (xn) 是 d-柯西列，因为 ρ ≤ d，它也是 ρ-柯西列。反过来，给定 ε > 0，取 δ =

min{1/2, ε/2}。若 ρ(xm, xn) < δ，则

d(xm, xn) =
ρ(xm, xn)

1− ρ(xm, xn)
<

δ

1− δ
≤ 2δ ≤ ε.

故 ρ-柯西列也是 d-柯西列。

定理 2.46 (度量空间由收敛序列决定). 设 d, ρ 是同一集合 X 上的两个度量。以下命题等价：

1. d, ρ 产生相同的开集；

2. 对任意序列 (xn) 和点 x，xn → x 在 d 下成立当且仅当在 ρ 下成立。

证明. (1) ⇒ (2)。设 xn → x在 d下成立。若 U 是点 x的任意 ρ-邻域，按邻域定义存在 s > 0

使 Bρ(x, s) ⊆ U。球 Bρ(x, s) 是 ρ-开集，因两种度量的开集相同，它也是 d-开集。因此存在
r > 0 使 Bd(x, r) ⊆ Bρ(x, s) ⊆ U。收敛性给出某个 N 使 n ≥ N 时 xn ∈ Bd(x, r) ⊆ U。这正
说明 xn → x 在 ρ 下成立。交换两种度量得到反向。

(2) ⇒ (1)。设 U 是 d-开集。若 U 不是 ρ-开集，则存在 x ∈ U，使得每个 ρ-开球 Bρ(x, r)

都不能包含于 U。特别地，对每个 n ∈ N 都存在

xn ∈ Bρ(x, 1/n) \ U.

于是 xn → x 在 ρ 下成立，按假设也在 d 下成立。但 U 是 d-开集，所以 d-收敛列最终必须
落入 U，与 xn /∈ U 矛盾。故 U 是 ρ-开集；交换两种度量即可。
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2.7 嵌套闭集与完备性的几何判据

定义 2.47 (直径). 对非空集合 A ⊆ X，定义

diamd(A) = sup{d(x, y) : x, y ∈ A} ∈ [0,∞].

引理 2.48 (闭包不改变直径). 若 A 6= ∅，则

diam(A) = diam(A).

证明. 由 A ⊆ A，左端不小于右端。若右端为无穷，则等式已经成立。以下设 D = diam(A) <

∞。对 p, q ∈ A 和任意 δ > 0，按闭包的定义，可取 p′, q′ ∈ A 使 d(p, p′) < δ、d(q, q′) < δ。于
是

d(p, q) ≤ d(p, p′) + d(p′, q′) + d(q′, q) < 2δ +D.

若 d(p, q) > D，取 δ = (d(p, q)−D)/3，便得到 d(p, q) < D + 2(d(p, q)−D)/3 < d(p, q)，矛
盾。因此 d(p, q) ≤ D。对 p, q 取上确界，得 diam(A) ≤ D，从而等式成立。

定理 2.49 (Cantor 嵌套闭集定理). 度量空间 (X, d) 完备，当且仅当它满足以下性质：

若 F1 ⊇ F2 ⊇ · · · 是非空闭集，且

diamd(Fn) −→ 0,

则
∞⋂
n=1

Fn

恰好含有一个点。

证明. 先设 X 完备。对每个 n取 xn ∈ Fn。给定 ε > 0，取 N 使 diam(FN ) < ε。若 m,n ≥ N，
不妨设 m ≥ n，则 xm ∈ Fm ⊆ Fn ⊆ FN，且 xn ∈ FN，所以

d(xm, xn) ≤ diam(FN ) < ε.

因此 (xn) 是柯西列，存在 x ∈ X 使 xn → x。固定 N，当 n ≥ N 时 xn ∈ FN，而 FN 闭，故
x ∈ FN。这对每个 N 成立，所以 x ∈

⋂
N FN。

若 x, y 都属于交集，任意 N 都有 x, y ∈ FN，于是

d(x, y) ≤ diam(FN ) −→ 0.

所以 x = y，交集恰含一个点。

反过来，假设嵌套闭集性质成立。令 (xn) 是 X 中的柯西列，并定义

FN = {xn : n ≥ N}.

每个 FN 非空闭，由闭包的单调性，FN+1 ⊆ FN。柯西列由命题 2.35 有界，故存在 a ∈ X、
R > 0 使所有 xn ∈ Bd(a,R)。于是 d(xm, xn) < 2R，以下上确界均为有限数：

DN = sup
m,n≥N

d(xm, xn).
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给定 ε > 0，柯西条件给出 N0，使 m,n ≥ N0 时 d(xm, xn) < ε/2。因此 N ≥ N0 时
DN ≤ ε/2 < ε，即 DN → 0。由引理 2.48，

diam(FN ) = diam{xn : n ≥ N} = DN −→ 0.

由假设，存在 x ∈
⋂

N FN。给定 ε > 0，取 N 使 diam(FN ) < ε。对 n ≥ N，xn ∈ FN 且
x ∈ FN，故 d(xn, x) < ε。因此 xn → x，X 完备。

x∗ = (0, 0)

Fn = B2(0, 3/2
n)

Fn+1 ⊆ Fn

diam(Fn) = 6/2n

图 2.4: 欧氏平面中的嵌套闭圆盘。边界线从外到内对应 n = 1, 2, 3, 4，每次半径减半。若 p 属
于所有 Fn，则 ‖p‖2 ≤ 3/2n 对所有 n 成立，故 p = 0；而 0 属于每个 Fn。

2.8 稠密子集

定义 2.50 (稠密集). 设 D ⊆ X。若
D = X,

则称 D 在 X 中稠密。等价地，对任意 x ∈ X 和 ε > 0，都有

Bd(x, ε) ∩D 6= ∅.

命题 2.51 (稠密性的开集判别). 集合 D ⊆ X 稠密，当且仅当 D 与每个非空开集相交。

证明. 若 D 稠密，设 U ⊆ X 非空且开。取 x ∈ U，由开性存在 r > 0 使 Bd(x, r) ⊆ U。因为
x ∈ D，球 Bd(x, r) 与 D 相交，故 U ∩D 6= ∅。

反过来，假设 D 与每个非空开集相交。任意取 x ∈ X 和 r > 0。开球 Bd(x, r) 非空且开，
所以存在 y ∈ Bd(x, r)∩D。这说明每个 x的每个开球都与 D 相交，x ∈ D。因此 D = X。

定理 2.52 (Q 在 R 中稠密). 对通常距离，Q 在 R 中稠密。

证明. 取 x ∈ R 和 ε > 0。由阿基米德性质，存在 n ∈ N 使 1/n < ε。令 m = bnxc，即
m ≤ nx < m + 1。整数部分确实存在：由阿基米德性质取正整数 M > |nx| + 1，有限集
{k ∈ Z : −M ≤ k ≤ M, k ≤ nx} 非空。取其最大元 m，有 m ≤ nx；若 nx ≥ m + 1，则
m+ 1 ≤M 也在该有限集中，与最大性矛盾。因此

0 ≤ x− m

n
<

1

n
< ε.

取 q = m/n ∈ Q，便有 |x− q| < ε。所以每个 x 的每个开球都含有有理数，Q 稠密。
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定理 2.53 (Qn 在 Rn 中稠密). 在欧氏度量下，Qn 在 Rn 中稠密。

证明. 取 x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn 和 ε > 0。由定理 2.52，对每个 j 选择 qj ∈ Q，满足

|qj − xj | <
ε√
n
.

令 q = (q1, . . . , qn) ∈ Qn。则

‖q − x‖22 =
n∑

j=1

|qj − xj |2 < n

(
ε√
n

)2

= ε2.

故 q ∈ B2(x, ε)，从而 Qn 稠密。

定义 2.54 (度量空间之间的连续映射). 设 (X, dX)、(Y, dY ) 是度量空间，f : X → Y 是映射。
固定 x ∈ X。若对每个 ε > 0，存在 δ > 0，使得

dX(x, z) < δ =⇒ dY (f(x), f(z)) < ε (z ∈ X),

则称 f 在 x 处连续；若对每个 x ∈ X 都连续，则称 f 连续。

命题 2.55 (连续映射保持收敛). 若 f : X → Y 在 x 处连续，且 xn → x，则

f(xn) → f(x).

证明. 给定 ε > 0。由 f 在 x 处连续，存在 δ > 0，使

dX(x, z) < δ =⇒ dY (f(x), f(z)) < ε.

由 xn → x，存在 N 使 n ≥ N 时 dX(xn, x) < δ。代入上式可得

dY (f(xn), f(x)) < ε (n ≥ N),

这正是 f(xn) → f(x) 的定义。

命题 2.56 (稠密集上的连续延拓的唯一性). 设 (Y, dY ) 是度量空间，D ⊆ X 稠密，且 f, g :

X → Y 连续。若 f |D = g|D，则 f = g。

证明. 任取 x ∈ X。由 D = X 及定理 2.31，存在 xn ∈ D 使 xn → x。连续性意味着

f(xn) → f(x), g(xn) → g(x).

因为 xn ∈ D，对每个 n 有 f(xn) = g(xn)。同一个序列 (f(xn)) 在 Y 中既收敛于 f(x) 又收
敛于 g(x)，由极限唯一性得 f(x) = g(x)。x 任意，故 f = g。



3 拓扑空间、基与子空间

度量空间的开集对任意并和有限交封闭。这两条性质可以直接作为公理，不必预先给定
距离。以下将从开集族定义邻域、闭包与子空间。在由度量产生的拓扑中，这些定义与第二章
一致。

3.1 拓扑与开集族

定义 3.1 (拓扑空间). 设 X 是集合，P(X) 是它的幂集。子集族 τ ⊆ P(X) 称为 X 上的拓扑，
如果：

1. ∅, X ∈ τ；

2. 对任意指标集 I 和 Uα ∈ τ，有
⋃

α∈I Uα ∈ τ；

3. 对有限个 U1, . . . , Um ∈ τ，有
⋂m

j=1 Uj ∈ τ。

二元组 (X, τ) 称为拓扑空间，τ 的元素称为开集。闭集指补集为开集的子集。空族的并约定
为 ∅，空族的交约定为 X。

例 3.2 (离散拓扑与平凡拓扑). 幂集 P(X) 是一个拓扑，称为离散拓扑，因为对集合所作的
并、交仍是 X 的子集。族 {∅, X} 也是拓扑，称为平凡拓扑：其中任意族的并，只要有一项
为 X，就等于 X；否则等于 ∅。有限交只要有一项为空，就为空，否则为 X。

在离散拓扑中，每个子集的补集仍是子集，所以每个子集既开又闭。在平凡拓扑中，闭集
也只有 ∅, X。当 X 至少有两个点时，这两个拓扑不同。

命题 3.3 (度量产生拓扑). 设 d 是 X 上的度量。令

τd = {U ⊆ X : ∀x ∈ U ∃r > 0, Bd(x, r) ⊆ U}.

则 τd 是拓扑。第二章的开集、闭集和邻域均由 τd 决定。

证明. 命题 2.11 已证明 ∅, X ∈ τd、任意并封闭和有限交封闭，这恰好是定义 3.1 的三项公
理。闭集仍按补集定义，所以两章的闭集相同。

第二章中，N 是 x 的邻域当且仅当它包含某个 Bd(x, r)。开球属于 τd。反过来，若某个
G ∈ τd 满足 x ∈ G ⊆ N，则存在 r > 0 使 Bd(x, r) ⊆ G ⊆ N。因此邻域也可以等价地定义为
包含一个含 x 的开集的集合。

命题 3.4 (闭集族的运算). 拓扑空间中的闭集满足：∅, X 闭，任意交闭，有限并闭。反过来，
若 F ⊆ P(X) 满足这三项条件，则

τ = {X \ F : F ∈ F}

是一个拓扑，其闭集族恰好为 F。

37
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证明. 开集取补给出 ∅, X 闭。若 Fα 都闭，则

X \
⋂
α

Fα =
⋃
α

(X \ Fα)

是开集。若 F1, . . . , Fm 都闭，则

X \
m⋃
j=1

Fj =

m⋂
j=1

(X \ Fj)

是开集。这证明前半部分。

反过来，∅ = X \X 和 X = X \∅ 都属于 τ。设 Uα = X \ Fα ∈ τ，则⋃
α

Uα = X \
⋂
α

Fα ∈ τ.

对有限个这样的 Uj，有
⋂

j Uj = X \
⋃

j Fj ∈ τ。所以 τ 是拓扑。按定义，一个集合的补集属
于 τ 当且仅当它属于 F，故闭集族正是 F。

例 3.5 (Sierpiński 空间). 令 X = {0, 1}，取

τ = {∅, {1}, X}.

三个集合按包含关系排列，故任意并、有限交仍在此族中，确为拓扑。其闭集为 ∅, {0}, X。集
合 {1} 开而不闭，{0} 闭而不开。这说明“不开”与“闭”并非同一条件。这个拓扑不能由度
量产生：第二章已证明度量空间的每个单点集都闭，但这里的 {1} 不闭。

命题 3.6 (余有限与余可数拓扑). 对任意集合 X，下列两族都是拓扑：

τfin = {∅} ∪ {U ⊆ X : X \ U 有限},

τct = {∅} ∪ {U ⊆ X : X \ U 至多可数}.

它们分别称为余有限拓扑与余可数拓扑。

证明. 两族都包含 ∅, X，因为 X \X = ∅。先看余有限拓扑。若
⋃

α Uα = ∅，并集已属于该
族。否则有一个 Uα0 6= ∅，且

X \
⋃
α

Uα =
⋂
α

(X \ Uα) ⊆ X \ Uα0 .

右端有限，故并集的补集有限。对有限交，若某个 Uj 为空，交集为空；否则

X \
m⋂
j=1

Uj =

m⋃
j=1

(X \ Uj)

是有限个有限集的并，仍有限。对余可数拓扑，设 Vα ∈ τct。若它们的并为空，已属于该族；
否则取一项 Vα0 6= ∅，则

X \
⋃
α

Vα ⊆ X \ Vα0

是至多可数集的子集，故仍至多可数。对有限交，若某项为空，交为空；若各项非空，则

X \
m⋂
j=1

Vj =

m⋃
j=1

(X \ Vj)

是有限个至多可数集的并，故至多可数。这验证了第二族的拓扑公理。
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在有限集上，余有限拓扑为离散拓扑。在至多可数集上，余可数拓扑为离散拓扑，因为任
意子集的补集都至多可数。当 X 无限时，余有限拓扑中的任意两个非空开集相交。事实上，
若 U, V 不相交，则 X = (X \U)∪ (X \ V ) 为有限集，矛盾。当 X 不可数时，同一论证表明
余可数拓扑中的任意两个非空开集相交：否则 X 将是两个至多可数集的并。

3.2 邻域与局部判别

定义 3.7 (邻域与邻域基). 在 (X, τ) 中，若有 G ∈ τ 满足 x ∈ G ⊆ N，则称 N 为点 x 的邻
域。开邻域是既为开集又含 x 的集合。点 x 的邻域族记为 N (x)。

若 Bx ⊆ N (x)，且对每个 N ∈ N (x)，存在 B ∈ Bx 使 B ⊆ N，则称 Bx 为 x 的邻域基。
邻域基中的集合不要求开。

命题 3.8 (开集的局部判别). 集合 U ⊆ X 开，当且仅当它是其中每一点的邻域。

证明. 若 U 开，对每个 x ∈ U，取开集 G = U，得到 U 为 x 的邻域。反过来，若每个 x ∈ U

都有开集 Gx 满足 x ∈ Gx ⊆ U，则
U =

⋃
x∈U

Gx.

左端的点在自己的 Gx 中；右端每个 Gx 都包含于 U，所以等式成立。右端是开集的并，故 U

开。若 U 为空，空并仍给出同一结论。

命题 3.9 (邻域族的性质). 对每个 x ∈ X，有：

1. X ∈ N (x)，且每个 N ∈ N (x) 都含 x；

2. 若 N ∈ N (x)、N ⊆M ⊆ X，则 M ∈ N (x)；

3. 若 N1, N2 ∈ N (x)，则 N1 ∩N2 ∈ N (x)；

4. 若 N ∈ N (x)，则存在 M ∈ N (x)，使 M ⊆ N，且对每个 y ∈M，都有 N ∈ N (y)。

证明. 第一条中，X 本身是含 x 的开集；而任何邻域包含一个含 x 的开集，所以都含 x。第
二条中，若 x ∈ G ⊆ N 且 G 开，则 x ∈ G ⊆M，故 M 为邻域。第三条中，分别取开集 Gi

使 x ∈ Gi ⊆ Ni。于是 G1 ∩ G2 开，且 x ∈ G1 ∩ G2 ⊆ N1 ∩ N2。对第四条，取开集 G 使
x ∈ G ⊆ N，令 M = G。每个 y ∈M 都满足 y ∈ G ⊆ N，故 N 为 y 的邻域。

定理 3.10 (由邻域族恢复拓扑). 设对每个 x ∈ X，给定子集族 N (x)，满足命题 3.9 的四项
性质。定义

τ = {U ⊆ X : ∀x ∈ U, U ∈ N (x)}.

则 τ 是拓扑，且它产生的邻域族恰好是给定的 N (x)。

证明. 空集满足定义中的全称条件；X 由第一项属于 τ。若 Uα ∈ τ、x ∈
⋃

α Uα，则存在 α0

使 x ∈ Uα0，所以 Uα0 ∈ N (x)。由向上封闭性，
⋃

α Uα ∈ N (x)，故并集属于 τ。若 U, V ∈ τ、
x ∈ U ∩ V，则 U, V ∈ N (x)，由第三项 U ∩ V ∈ N (x)。所以二交属于 τ，归纳得到有限交属
于 τ。

设 N ∈ N (x)，令
G = {y ∈ X : N ∈ N (y)}.
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由第一项，y ∈ G 必有 y ∈ N，故 G ⊆ N，且 x ∈ G。对 y ∈ G，第四项给出 My ∈ N (y)，使
每个 z ∈ My 都满足 N ∈ N (z)。因此 My ⊆ G，由向上封闭性 G ∈ N (y)。对所有 y ∈ G 都
成立，故 G ∈ τ。于是 x ∈ G ⊆ N，说明 N 是新拓扑的邻域。

反过来，若 N 是新拓扑中 x 的邻域，取 G ∈ τ 使 x ∈ G ⊆ N。由 τ 的定义，G ∈ N (x)，
再由向上封闭性，N ∈ N (x)。两种邻域族相同。

3.3 基与生成拓扑

定义 3.11 (拓扑的基). 设 (X, τ) 为拓扑空间。族 B ⊆ τ 称为 τ 的基，如果对每个开集 U 和
每个 x ∈ U，都存在 B ∈ B 使

x ∈ B ⊆ U.

命题 3.12 (基与并的表示). 开集族的子族 B ⊆ τ 是基，当且仅当每个开集都可写成 B 中集
合的并。

证明. 若 B 是基，对开集 U，令 BU = {B ∈ B : B ⊆ U}。每个 x ∈ U 都在某个这样的 B 中，
所以 U ⊆

⋃
BU；反向包含由 B ⊆ U 得到。因此 U =

⋃
BU。

若 U =
⋃

α∈I Bα，则对每个 x ∈ U，存在 α 使 x ∈ Bα，且 Bα ⊆ U，得到基的定义。

命题 3.13 (局部基与邻域基). 若 B 为拓扑的基，则

B(x) = {B ∈ B : x ∈ B}

是 x 的邻域基。若 Cx 为任意邻域基，则

N ∈ N (x) ⇐⇒ ∃C ∈ Cx, C ⊆ N.

证明. 每个 B ∈ B(x) 都开且含 x，所以是邻域。给定邻域 N，取开集 G 使 x ∈ G ⊆ N，再
由基性质取 B 使 x ∈ B ⊆ G ⊆ N，证明 B(x) 为邻域基。对后一等价，正向是邻域基的定义；
反向中，C ∈ Cx ⊆ N (x)，由邻域的向上封闭性，C ⊆ N 蕴含 N ∈ N (x)。

定理 3.14 (基的判据). 设 B ⊆ P(X)。它是某个拓扑的基，当且仅当：

1.
⋃

B = X；

2. 若 B1, B2 ∈ B 且 x ∈ B1 ∩B2，则存在 B3 ∈ B 使 x ∈ B3 ⊆ B1 ∩B2。

满足这两项时，唯一以 B 为基的拓扑为

τB =
{⋃

C : C ⊆ B
}
.

证明. 若 B 是某个拓扑的基，对开集 X 应用基的定义，每个点都在某个基元素内，故第一项
成立。又 B1, B2 开，交集也开，对其中的 x 应用基定义，得到第二项。

反过来，假设两项成立。空族的并给出 ∅ ∈ τB，第一项给出 X ∈ τB。任意族基元素的并
再作并，仍是基元素的并，故任意并封闭。若 U, V ∈ τB，对每个 x ∈ U ∩ V，由并的表示找
到 B1, B2 ∈ B，使 x ∈ B1 ⊆ U、x ∈ B2 ⊆ V。再由第二项找到 Bx 使

x ∈ Bx ⊆ B1 ∩B2 ⊆ U ∩ V.
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所以 U ∩ V =
⋃

x∈U∩V Bx ∈ τB。这给出二交封闭，因 X ∈ τB，归纳得到包括空交在内的有
限交封闭。故 τB 是拓扑。

每个 B ∈ B 都是自身的并，故它开；并的表示保证 B 为基。若另一个拓扑以同一 B 为
基，上一命题说明它的开集也恰好为基元素的并，故必等于 τB。

例 3.15 (度量球构成基). 度量空间的全部开球构成 τd 的基。每个 x 都在 Bd(x, 1) 中。若
x ∈ Bd(a, r) ∩Bd(b, s)，令

δ = min{r − d(a, x), s− d(b, x)} > 0.

对 y ∈ Bd(x, δ)，有
d(a, y) ≤ d(a, x) + d(x, y) < d(a, x) + δ ≤ r,

d(b, y) ≤ d(b, x) + d(x, y) < d(b, x) + δ ≤ s.

故 Bd(x, δ) 包含于二球之交，满足基判据。它生成的拓扑等于 τd，因为每个度量开集在每个
点都包含一个开球，而开球本身开。

a bx

B2(a, 3/2) B2(b, 3/2)

B2(x, 1/2) ⊆ B2(a, 3/2) ∩B2(b, 3/2)

图 3.1: 取 a = (−4/5, 0)、b = (4/5, 0)、x = (0, 0)。因 4/5 + 1/2 = 13/10 < 3/2，小球位于两
个大球的交内。大球的交集无需本身是球，基判据只要求交集的每个点都有一个更小的基邻
域。

命题 3.16 (有理端点的区间基). 通常实直线的开区间族

I = {(p, q) : p, q ∈ Q, p < q}

是一个基。

证明. 每个 (p, q) 都是通常开集：若 x ∈ (p, q)，取 r = min{x− p, q− x} > 0，就有 B(x, r) ⊆
(p, q)。若 U 为通常开集、x ∈ U，取 ε > 0 使 (x− ε, x+ ε) ⊆ U。由定理 2.52，选择有理数
p, q 满足

|p− (x− ε/2)| < ε/2, |q − (x+ ε/2)| < ε/2.

第一式等价于 x− ε < p < x，第二式等价于 x < q < x + ε。于是 x ∈ (p, q) ⊆ U，满足基的
局部条件。
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命题 3.17 (欧氏空间的有理矩形基). 在 Rn 中，有理端点的开矩形族

Rn =

{
n∏

i=1

(pi, qi) : pi, qi ∈ Q, pi < qi

}

是欧氏拓扑的一个基。此处直积表示所有坐标分别属于相应区间的点集。

证明. 设 R =
∏

i(pi, qi)，x ∈ R。取

r = min
1≤i≤n

{xi − pi, qi − xi} > 0.

若 ‖y − x‖2 < r，则每个 |yi − xi| ≤ ‖y − x‖2 < r，所以 pi < yi < qi，即 y ∈ R。因此每个 R

都是欧氏开集。

反过来，设 U 欧氏开、x ∈ U，取 ε > 0 使 B2(x, ε) ⊆ U。由有理数稠密，对每个 i 取有
理数

xi −
ε√
n
< pi < xi < qi < xi +

ε√
n
.

令 R =
∏

i(pi, qi)。则 x ∈ R；对 y ∈ R，

‖y − x‖22 =
∑
i

|yi − xi|2 < n

(
ε√
n

)2

= ε2.

所以 R ⊆ B2(x, ε) ⊆ U，证明基的局部条件。

0

(3/5, 3/5)
R = (−3/5, 3/5)2

B2(0, 3/5) ⊆ R

R ⊆ B2(0, 1)

图 3.2: 开球与开矩形的相互细化。正方形边界不属于 R。若 ‖y‖2 < 3/5，则每个 |yi| < 3/5，
故 y ∈ R；若 y ∈ R，则 ‖y‖22 < 2(3/5)2 = 18/25 < 1，故 y 在外圆内。点线圆、虚线方形和
实线圆分别表示三个开集的边界。

定义 3.18 (拓扑的粗细). 若同一集合上两个拓扑满足 τ1 ⊆ τ2，则称 τ2 比 τ1 细，τ1 比 τ2 粗。
若包含严格，则称严格更细或严格更粗。

命题 3.19 (用基比较拓扑). 设 B1,B2 分别为 τ1, τ2 的基。则 τ1 ⊆ τ2 当且仅当：对每个 B ∈ B1

和 x ∈ B，都存在 C ∈ B2 使 x ∈ C ⊆ B。

证明. 若 τ1 ⊆ τ2，则每个 B ∈ B1 也是 τ2-开集，由 B2 的基性质得到所需的 C。反过来，给
定 τ1-开集 U 及 x ∈ U，先取 B ∈ B1 使 x ∈ B ⊆ U，再由假设取 C ∈ B2 使 x ∈ C ⊆ B ⊆ U。
于是 U 为这些 C 的并，故 U ∈ τ2。
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例 3.20 (下限拓扑). 实直线上的族

Bℓ = {[a, b) : a, b ∈ R, a < b}

满足基判据。它覆盖 R，因为 x ∈ [x, x+ 1)。若 x ∈ [a, b) ∩ [c, d)，则

x < min{b, d}, [x,min{b, d}) ⊆ [a, b) ∩ [c, d),

所以第二项也成立。生成的拓扑记为 τℓ，称为下限拓扑。

通常拓扑以开区间为基。对 x ∈ (a, b)，基元素 [x, b)满足 x ∈ [x, b) ⊆ (a, b)。由命题 3.19，
τℓ 比通常拓扑细。它严格更细，因为 [0, 1) 属于 τℓ，却不是通常开集：对任意 ε > 0，点 −ε/2
都在 (−ε, ε) 中而不在 [0, 1) 中。

对 a < b，集合 [a, b) 在 τℓ 中也闭。其补集为

(−∞, a) ∪ [b,∞).

若 x < a，则 [x, a) 包含于第一项；若 x ≥ b，则 [x, x+ 1) 包含于第二项。因此补集中的每个
点有基邻域留在补集中，故补集开。

Ra b

x

c

x ∈ [x, c) ⊆ (a, b), a < x < c < b

图 3.3: 用下限拓扑的基邻域细化通常开区间。实心端点属于半开区间，空心端点不属于。上
方区间为避免重叠而上移；虚线给出它在同一实直线上的端点位置。

3.4 子基与最小拓扑

命题 3.21 (拓扑的交与生成拓扑). 同一集合 X 上任意非空族拓扑的交仍为拓扑。对任意
S ⊆ P(X)，存在唯一包含 S 的最粗拓扑，记为 〈S〉。

证明. 设 (τλ)λ∈L 为非空族拓扑。∅, X 属于每个 τλ，故属于其交。若各 Uα 都属于其交，则
对固定 λ，各 Uα ∈ τλ，所以其并属于 τλ。这对每个 λ 成立，故并属于所有拓扑的交。若
U1, . . . , Um 都属于所有 τλ，固定 λ 后，由有限交公理，

⋂m
j=1 Uj ∈ τλ。因 λ 任意，这个有限

交也属于所有拓扑的交。

包含 S 的拓扑至少有离散拓扑 P(X)。取所有这类拓扑的交，所得仍是拓扑，仍包含 S，
且包含于每个包含 S 的拓扑，因此为最粗者。若另有最粗者，两者相互包含，故相等。

定理 3.22 (子基生成拓扑). 给定 S ⊆ P(X)，令

B(S) = {S1 ∩ · · · ∩ Sm : m ≥ 0, Sj ∈ S}.

其中 m = 0 时交集为 X。则 B(S) 是一个基，它生成的拓扑为 〈S〉。当 〈S〉 = τ 时，称 S 为
τ 的子基。
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证明. 因 X ∈ B(S)，第一项基判据成立。两个有限交的交仍为有限交，所以若 x ∈ B1 ∩ B2，
可直接取 B3 = B1 ∩B2。这验证第二项判据。

由基生成的拓扑包含每个 S ∈ S，因为 m = 1 时 S 本身是基元素。反过来，任何包含 S
的拓扑都包含其有限交，因而包含 B(S) 的任意并。所以这个基生成的拓扑包含于每个包含 S
的拓扑，恰好是最粗者 〈S〉。

这里允许子基不覆盖 X，并在生成基时加入空交 X。例如 S = ∅ 时，生成基为 {X}，生
成拓扑为 {∅, X}。

例 3.23 (射线子基). 通常实直线的一个子基为

S = {(−∞, b) : b ∈ R} ∪ {(a,∞) : a ∈ R}.

两类射线都是通常开集，因此生成拓扑包含于通常拓扑。另一方面，每个开区间满足

(a, b) = (a,∞) ∩ (−∞, b),

所以每个通常开区间都属于生成拓扑。通常开集是开区间的并，故通常拓扑也包含于生成拓
扑，两者相同。

例 3.24 (拓扑的并未必是拓扑). 在 X = {a, b, c} 上令

τ1 = {∅, {a}, X}, τ2 = {∅, {b}, X}.

每一族都由三个按包含排列的集合组成，所以各自为拓扑。但 τ1 ∪ τ2 不含 {a, b}，却含 {a}
与 {b}，故对并不封闭。包含两者的最粗拓扑实际为

{∅, {a}, {b}, {a, b}, X}.

逐项取并、有限交仍在此族中；任何包含两原拓扑的拓扑都必须包含 {a} ∪ {b} = {a, b}，所
以此族确为最粗者。

3.5 内部、闭包与边界

定义 3.25 (拓扑空间中的内部与闭包). 对 A ⊆ X，定义

intX A =
⋃

{U ∈ τ : U ⊆ A},

clX A =
⋂

{F ⊆ X : F 闭且A ⊆ F}.

没有歧义时分别记为 A◦, A。定义边界 ∂XA = clX A \ intX A。

定义 3.26 (稠密子集). 若 D = X，则称 D ⊆ X 在 X 中稠密。

定理 3.27 (极大内部、极小闭包与邻域刻画). A◦ 是包含于 A 的最大开集；A 是包含 A 的最
小闭集。对 x ∈ X，有

x ∈ A◦ ⇐⇒ A 是x 的邻域,

x ∈ A⇐⇒每个含x 的开集都与A 相交⇐⇒每个x 的邻域都与A 相交.
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证明. 内部是开集的并，所以开；并中的每项都包含于 A，所以 A◦ ⊆ A。若开集 G ⊆ A，它
是这个并中的一项，故 G ⊆ A◦，证明最大性。闭包的定义中至少有闭集 X，所以交的指标族
非空。闭集的交闭，每个交项都含 A，故 A 闭且含 A。任一闭集 F ⊇ A 都是交中的一项，故
A ⊆ F，证明最小性。

点在内部的并中，当且仅当存在开集 G使 x ∈ G ⊆ A，这正是邻域的定义。若 x /∈ A，则
某个闭集 F ⊇ A 不含 x。开集 X \F 含 x 且不遇 A。反过来，若开集 G 含 x 且 G∩A = ∅，
则 X \G 是包含 A 的闭集，所以 A ⊆ X \G，从而 x /∈ A。取否定即得开邻域刻画。每个开
邻域本身为邻域，而每个邻域都含一个开邻域，故“所有开邻域相交”与“所有邻域相交”等
价。

推论 3.28 (用邻域基计算内部与闭包). 若 Cx 是 x 的邻域基，则

x ∈ A◦ ⇐⇒ ∃C ∈ Cx, C ⊆ A, x ∈ A⇐⇒ ∀C ∈ Cx, C ∩A 6= ∅.

证明. 内部等价于 A 是邻域，再用命题 3.13 得到第一式。若 x ∈ A，每个邻域都与 A 相交，
当然每个 C ∈ Cx 都相交。若每个 C 都相交，任取邻域 N，选 C ⊆ N，则 C ∩ A ⊆ N ∩ A，
故 N ∩A 6= ∅。由邻域刻画得到 x ∈ A。

在度量空间中，开球为邻域基。每个邻域都与 A 相交，当且仅当每个开球都与 A 相交。
因此本章的闭包等于第二章的闭包；内部和边界也随之相同。

命题 3.29 (内部与闭包的运算). 在任意拓扑空间中，

A ⊆ A, A ⊆ B =⇒ A ⊆ B,

∅ = ∅, A = A, A ∪B = A ∪B.

此外，
(X \A)◦ = X \A, X \A = X \A◦,

(A ∩B)◦ = A◦ ∩B◦, ∂A = A ∩X \A.

特别地，A 闭当且仅当 A = A，A 开当且仅当 A = A◦，且 ∂A 闭。

证明. 第一条已由闭包定义得到。若 A ⊆ B，闭集 B 包含 A，由闭包的最小性，A ⊆ B。空
集本身闭，所以其最小闭包就是自身。闭包已经闭，所以再次取闭包不变。

由单调性，A ∪ B ⊆ A ∪B。反向包含来自 A ∪ B 为包含 A ∪ B 的闭集；它闭是因为闭
集的有限并闭。因此闭包保持二并。

点 x /∈ A 当且仅当存在含 x 的开集与 A 不相交，也即存在开集 G 使 x ∈ G ⊆ X \A。这
说明 X \A = (X \A)◦。在此式中将 A 换成 X \A，再取补集，得到第二个补集等式。

内部的最大性给出单调性：若 A ⊆ B，则 A◦ 是包含于 B 的开集，所以 A◦ ⊆ B◦。于是
(A ∩B)◦ ⊆ A◦ ∩B◦。反过来，A◦ ∩B◦ 开且包含于 A ∩B，所以它包含于 (A ∩B)◦，得到等
号。最后，

∂A = A \A◦ = A ∩ (X \A◦) = A ∩X \A.

右端是闭集的交，所以闭。若 A 闭，则其最小闭包为自身；若 A = A，右端闭，所以 A 闭。
开集与内部的等价由以下两步得到：开集 A 本身是内部定义中的一项，故 A ⊆ A◦，结合反
向包含得到 A = A◦；若 A = A◦，因内部开，A 也开。
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推论 3.30 (边界的邻域判别). x ∈ ∂A 当且仅当 x 的每个邻域既与 A 相交，又与 X \A 相交。

证明. 由上一命题，x ∈ ∂A 当且仅当 x ∈ A 且 x ∈ X \A。分别对这两个闭包使用定理 3.27
的邻域刻画，得到所需的两个相交条件。

例 3.31 (两种小空间中的闭包). 在 Sierpiński 空间中，内部、闭包和边界逐项为

A A◦ A ∂A

∅ ∅ ∅ ∅
{0} ∅ {0} {0}
{1} {1} X {0}
X X X ∅

例如 {0} 中不含任何非空开集，所以内部为空；它本身闭，所以闭包为自身。包含 {1} 的闭
集只有 X，所以其闭包为 X，再减去内部 {1} 得边界 {0}。

在平凡拓扑中，对非空真子集 A ⊊ X，只有闭集 X 包含 A，所以 A = X。又 A 不含非
空开集，故 A◦ = ∅，于是 ∂A = X。

例 3.32 (余有限与余可数拓扑中的闭包). 在无限集的余有限拓扑中，闭集恰好为有限集和 X。
这是因为闭集的补集若非空开，就有有限补集；若补集为空，闭集为 X。因此有限集 A 的闭
包为自身，无限集 A 的闭包为 X：没有有限闭集可以包含无限集。特别地，每个无限子集都
稠密，每个有限子集都不稠密。

在不可数集的余可数拓扑中，闭集恰好为至多可数集和 X，理由仍是直接对开集定义取
补。所以至多可数集的闭包为自身，不可数子集的闭包为 X。这与余有限情形不同：在不可
数的 X 中，一个可数无限子集对余有限拓扑稠密，对余可数拓扑却闭且不稠密。

定理 3.33 (闭包公理与拓扑). 设映射 c : P(X) → P(X) 满足，对所有 A,B ⊆ X，

c(∅) = ∅, A ⊆ c(A), c(c(A)) = c(A), c(A ∪B) = c(A) ∪ c(B).

则存在唯一的拓扑，使得 c(A) 正是 A 的闭包。

证明. 先证单调性。若 A ⊆ B，则 A ∪B = B，所以

c(B) = c(A ∪B) = c(A) ∪ c(B),

从而 c(A) ⊆ c(B)。令 F = {F ⊆ X : c(F ) = F}。因 X ⊆ c(X) ⊆ X，有 c(X) = X，且
c(∅) = ∅，故两者属于 F。对任意 Fα ∈ F，记 F =

⋂
α Fα。由单调性，

c(F ) ⊆ c(Fα) = Fα 对每个α,

所以 c(F ) ⊆ F。结合 F ⊆ c(F )，得 c(F ) = F。空族交为 X，也已验证。若 F,G ∈ F，则
c(F ∪G) = c(F ) ∪ c(G) = F ∪G，故有限并仍在 F。由命题 3.4，F 是某个拓扑的闭集族。

对任意 A，幂等性给出 c(c(A)) = c(A)，所以 c(A) 闭，并且它包含 A。若闭集 F 包含
A，由单调性，c(A) ⊆ c(F ) = F。故 c(A) 是包含 A 的最小闭集，即此拓扑中的闭包。任何
满足要求的拓扑，都以 c(F ) = F 刻画其闭集；因此闭集族以及其补集组成的开集族都被唯一
确定。
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3.6 聚点、孤立点与稠密集

定义 3.34 (聚点、导集与孤立点). 设 A ⊆ X。若点 x ∈ X 的每个邻域都与 A \ {x} 相交，
则称 x 为 A 的聚点。全部聚点组成的集合记为 A′，称为导集。若 x ∈ A 且存在邻域 N 使
N ∩A = {x}，则称 x 为 A 的孤立点。

命题 3.35 (闭包与导集). 任意拓扑空间中都有

A = A ∪A′.

点 x ∈ A 是孤立点当且仅当 x /∈ A′。因此 A 闭当且仅当 A′ ⊆ A。

证明. 若 x ∈ A′，每个邻域与 A \ {x} 相交，因而与 A 相交，所以 x ∈ A。又 A ⊆ A，故
A∪A′ ⊆ A。若 x ∈ A \A，则 A \ {x} = A。每个邻域与 A 相交，故 x ∈ A′。得到反向包含。

对 x ∈ A，x /∈ A′ 等价于某个邻域不遇 A \ {x}。邻域必含 x，故这正是 N ∩ A = {x}，
即孤立性。最后，A 闭等价于 A = A，用 A = A ∪A′ 便得到 A′ ⊆ A。

命题 3.36 (单点闭时的聚点性质). 若 X 的每个单点集都闭，则：

1. x ∈ A′ 当且仅当 x 的每个邻域与 A 的交都是无限集；

2. A′ 是闭集。

证明. 若每个邻域与 A的交都无限，删去至多一个点后仍非空，故 x ∈ A′。反过来，设 x ∈ A′，
却有邻域 N 使 N ∩A 有限。取开集 G 使 x ∈ G ⊆ N。集合 E = (N ∩A) \ {x} 有限，每个
单点闭，故其有限并 E 闭。因此 G \ E 是含 x 的开集，且与 A \ {x} 不相交，违背 x ∈ A′。
所以第一条成立。

若 x /∈ A′，存在开邻域 G 使 G ∩ (A \ {x}) = ∅，即 G ∩A ⊆ {x}。对任意 y ∈ G，开邻
域 G 与 A 的交至多含一个点，由第一条 y /∈ A′。所以 G ⊆ X \A′。这说明每个不属于 A′ 的
点有开邻域留在其补集中，故 A′ 闭。

例 3.37 (导集未必闭). 在 X = {0, 1} 上取平凡拓扑 {∅, X}，令 A = {1}。每个点的唯一邻
域都是 X。对点 0，有 A \ {0} = {1}，所以每个邻域都与删点集相交，故 0 ∈ A′。对点 1，有
A \ {1} = ∅，所以 1 /∈ A′。因此 A′ = {0}。平凡拓扑中的闭集只有 ∅, X，故 A′ 不闭。同时，
聚点 0 的邻域与 A 的交只有一个点；没有单点闭的假设时，聚点的每个邻域不一定含有无限
多个 A 中的点。

例 3.38 (收敛点列形成的集合). 在通常实直线中取

A = {1/n : n ∈ N}.

则 A′ = {0}，A = A ∪ {0}，且 A 的每个点都孤立。首先，给定 0 的任意邻域，它包含某个
(−ε, ε)。取 n > 1/ε，便有 1/n 在这个区间内，故 0 ∈ A′。

固定 k。若 k = 1，区间 (3/4, 5/4) 只含 A 中的点 1。若 k ≥ 2，令

rk =
1

2
min

{
1

k − 1
− 1

k
,
1

k
− 1

k + 1

}
> 0.

对 n < k，有 1/n ≥ 1/(k − 1) > 1/k + rk；对 n > k，有 1/n ≤ 1/(k + 1) < 1/k − rk。故
(1/k − rk, 1/k + rk) ∩A = {1/k}，得到孤立性。
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最后设 x /∈ A ∪ {0}。若 x < 0，半径 |x|/2 的球不遇正数集 A。若 x > 0，取 N ≥ 2 使
1/N < x/2，再令

r =
1

2
min

(
{x/2} ∪ {|x− 1/j| : 1 ≤ j < N}

)
> 0.

有限多个差的绝对值都非零，故 r > 0。对 j < N，有 |x − 1/j| ≥ 2r；对 j ≥ N，有
|x− 1/j| > x/2 ≥ 2r。所以 B(x, r) ∩A = ∅，从而 x /∈ A，也不在 A′。结合前两部分，得到
全部结论。

命题 3.39 (导集保持有限并). 对任意 A,B ⊆ X，有

(A ∪B)′ = A′ ∪B′.

证明. 若 x ∈ A′，则每个邻域都与 A\{x}相交，因而与 (A∪B)\{x}相交，所以 A′ ⊆ (A∪B)′。
对 B′ 也有同样的包含，因为 B \ {x} ⊆ (A ∪B) \ {x}。

反过来，若 x /∈ A′ ∪B′，分别取开邻域 U, V 使

U ∩ (A \ {x}) = ∅, V ∩ (B \ {x}) = ∅.

则 U ∩ V 是 x 的开邻域，且

(U ∩ V ) ∩ ((A ∪B) \ {x}) = ∅,

因为与 A 的删点部分的交包含于第一个空集，与 B 的删点部分的交包含于第二个空集。故
x /∈ (A ∪B)′，取逆否命题得到反向包含。

例 3.40 (闭包与导集不保持任意并). 在通常实直线上令 An = {1/n}。每个 An闭，且 A′
n = ∅：

点 1/n 的删点集为空；对 x 6= 1/n，取半径 |x− 1/n|/2 的球便避开该单点。但由例 3.38，⋃
n≥1

An = {1/n : n ≥ 1} ∪ {0} ⊋
⋃
n≥1

An,

⋃
n≥1

An

′

= {0},
⋃
n≥1

A′
n = ∅.

因此前述二并等式不能直接改成无限并等式。

命题 3.41 (稠密性的开集判别与有限交). D 稠密当且仅当它与每个非空开集相交。有限个稠
密开集的交仍稠密且开。

证明. 若 D = X，取任意非空开集 U 及 x ∈ U。因为 x ∈ D，开邻域 U 与 D 相交。反过来，
若每个非空开集都与 D 相交，则每个点的每个开邻域都与 D 相交，所以每点属于 D。

设 G,H 开且稠密。对任意非空开集 U，稠密性给出 U ∩G 6= ∅。它仍开，故再由 H 稠
密，(U ∩G) ∩H 6= ∅。由已证判据，G ∩H 稠密；它开是有限交公理。以此为归纳步骤得到
任意非空有限族的结论。空族交为 X，也开且稠密。

例 3.42 (稠密集的交可以为空). 通常实直线中的 Q 稠密，已在第二章证明。集合
√
2 +Q =

{
√
2 + q : q ∈ Q} 也稠密：给定 x ∈ R、ε > 0，选择 q ∈ Q 使 |q − (x −

√
2)| < ε，就有

|(
√
2 + q)− x| < ε。这两个稠密集不相交，否则

√
2 = p− q 为有理数。这里使用的无理性可

由约分证明：若
√
2 = m/n，其中整数 m,n 互素且 n > 0，则 m2 = 2n2 为偶数。若 m 为

奇数，写 m = 2k + 1，则 m2 = 2(2k2 + 2k) + 1 为奇数，矛盾，所以 m 为偶数。写 m = 2k

后又得 n2 = 2k2，由同一奇偶性计算，n 也为偶数，与互素矛盾。因此有限稠密交结论中的
“开”不能去掉。
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3.7 子空间拓扑

定理 3.43 (子空间拓扑与其基). 设 A ⊆ X，则

τ |A = {A ∩ U : U ∈ τ}

是 A 上的拓扑，称为子空间拓扑。若 B 为 τ 的基，则

B|A = {A ∩B : B ∈ B}

为 τ |A 的基。空集基元素可以删去。当 τ = τd 时，此拓扑等于子空间度量 d|A×A 产生的拓
扑。

证明. A ∩∅ = ∅、A ∩X = A，故两者属于 τ |A。由分配律，⋃
α

(A ∩ Uα) = A ∩
⋃
α

Uα, (A ∩ U) ∩ (A ∩ V ) = A ∩ (U ∩ V ).

右端分别由 X 中开集的并、交给出，所以满足拓扑公理。每个 A∩B 相对开。若 a ∈ A∩U，
由环境空间的基性质，可取 B ∈ B 使 a ∈ B ⊆ U。于是 a ∈ A ∩B ⊆ A ∩ U，证明基性质。

在度量情形，环境开球构成基，故它们与 A 的交构成子空间拓扑的基。而

A ∩Bd(a, r) = Bd|A(a, r) (a ∈ A)

正是子空间度量的球。任意中心不在 A 的环境球之交若含 a ∈ A，由球的中心移动性质，包
含某个以 a 为中心的更小相对球。所以可只保留中心在 A 的这些基元素，得到相同拓扑。

命题 3.44 (相对闭集与子空间的传递性). 集合 F ⊆ A 在 A 中闭，当且仅当存在 X 中闭集
C 使 F = A ∩ C。若 B ⊆ A ⊆ X，先把 A 看作子空间，再在 A 中给 B 子空间拓扑，与直
接从 X 给 B 子空间拓扑相同。

证明. F 相对闭当且仅当 A \ F 相对开，即 A \ F = A ∩ U，其中 U 在 X 中开。在 A 中取
补得到 F = A \ (A∩U) = A∩ (X \U)，其中 X \U 闭。反过来，若 F = A∩C 且 C 闭，则
A \ F = A ∩ (X \ C) 相对开，故 F 相对闭。

在 A 的子空间拓扑中，开集为 A ∩ U。它与 B 相交得到 B ∩ (A ∩ U) = B ∩ U，因为
B ⊆ A。这些正是直接从 X 得到的 B 中开集，所以两种拓扑相同。

推论 3.45 (环境开闭性何时继承). 若 A 在 X 中开，则 U ⊆ A 在 A 中开当且仅当 U 在 X

中开。若 A 在 X 中闭，则 F ⊆ A 在 A 中闭当且仅当 F 在 X 中闭。

证明. 若 U = A ∩G，其中 G 在 X 中开，则由 A 开和有限交公理，U 在 X 中开。反过来，
若 U 在 X 中开且 U ⊆ A，则 U = A∩U，所以相对开。闭集情形中，若 F = A∩C 且 A,C

在 X 中闭，则交集闭；若 F 在 X 中闭且 F ⊆ A，则 F = A ∩ F 相对闭。

定理 3.46 (子空间中的闭包、内部与导集). 设 B ⊆ A ⊆ X。用下标标明所在空间，则

clAB = A ∩ clX B, B′
A = A ∩B′

X ,

intAB = A \ clX(A \B) = A ∩ intX
(
B ∪ (X \A)

)
.

一般只能断言
A ∩ intX B ⊆ intAB, ∂AB ⊆ A ∩ ∂XB.
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证明. 取 x ∈ A。每个 A中含 x的开集都写成 A∩U，其中 U 在 X 中开且含 x。因为 B ⊆ A，

(A ∩ U) ∩B = U ∩B.

所以 x 的每个相对开邻域与 B 相交，当且仅当它的每个环境开邻域与 B 相交。这证明闭包
等式。把式中的 B 换成 B \ {x}，同一相交等式给出导集等式。

在空间 A 内应用补集与闭包关系，

intAB = A \ clA(A \B) = A \
(
A ∩ clX(A \B)

)
= A \ clX(A \B).

在 X 中又有

X \ clX(A \B) = intX
(
X \ (A \B)

)
= intX

(
B ∪ (X \A)

)
,

最后一步使用了 B ⊆ A。再与 A 相交得到内部公式。

若 x ∈ A ∩ intX B，存在 X 中开集 U 使 x ∈ U ⊆ B，则 A ∩ U 是含 x 且包含于 B 的
相对开集，故 x ∈ intAB。若 x ∈ ∂AB，则 x ∈ A ∩ clX B，但 x /∈ intAB。由刚证包含关系，
x /∈ intX B，故 x ∈ A ∩ ∂XB。

推论 3.47 (相对边界公式). 对 B ⊆ A ⊆ X，

∂AB = A ∩ clX B ∩ clX(A \B).

若 A 在 X 中开，则

intAB = A ∩ intX B, ∂AB = A ∩ ∂XB.

证明. 在空间 A 内使用边界公式，再分别使用子空间闭包公式，有

∂AB = clAB ∩ clA(A \B) = A ∩ clX B ∩ clX(A \B).

若 A 开，则 intAB 是 A 中开集，由推论 3.45，它在 X 中也开。它包含于 B，故包含于
intX B。结合前一条定理的反向包含，得到内部等式。于是

∂AB = (A ∩ clX B) \ (A ∩ intX B)

= A ∩ (clX B \ intX B) = A ∩ ∂XB.

例 3.48 (相对边界可以少一个点). 在通常实直线中取 A = [0, 1]、B = [0, 1/2)。因为 B =

A ∩ (−1, 1/2)，它在 A 中开，故 intAB = B。在实直线上，

intRB = (0, 1/2), clRB = [0, 1/2].

对 0 < x < 1/2，取 r = 1
2 min{x, 1/2− x} > 0，则 B(x, r) ⊆ B，所以这些点为环境内部点。

点 0 的每个实邻域含负数，而其余不在 (0, 1/2) 中的点要么为 0，要么不属于 B，因此没有
其他内部点。集合 B 的点已属于闭包；对端点 1/2 的任意半径 r > 0，取 t = min{r/2, 1/4}，
则 1/2 − t ∈ B ∩ B(1/2, r)，故 1/2 也属于闭包。若 x < 0，取半径 −x/2 的球避开 B；若
x > 1/2，取半径 (x − 1/2)/2 的球避开 B。这证明所写的内部和闭包等式。由子空间闭包公
式，

clAB = [0, 1/2], ∂AB = {1/2},

而 ∂RB = {0, 1/2}。因此相对内部的包含、相对边界的包含都可以严格。
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R
0 1/2 1

A = [0, 1]

B = [0, 1/2)

∂RB = {0, 1/2}, ∂AB = {1/2}

图 3.4: 相同子集在不同环境中的边界。上方线段只为排版上移，端点按下方坐标理解。点 0

在 A 中有邻域 A ∩ (−1/4, 1/4) 留在 B 中，故不属于相对边界；它的每个实邻域却都含负数
和 B 中的点。

命题 3.49 (稠密性的传递). 若 D ⊆ A ⊆ X，且 D 在 A 中稠密、A 在 X 中稠密，则 D 在
X 中稠密。

证明. 任取 X 中的非空开集 U。因为 A 稠密，A ∩ U 6= ∅。这个交集在 A 中开，再由 D 在
A 中稠密，

(A ∩ U) ∩D 6= ∅.

因 D ⊆ A，左端等于 U ∩D。所以每个非空环境开集都与 D 相交，由稠密性的开集判别，D
在 X 中稠密。

3.8 有限空间的最小邻域

命题 3.50 (有限空间中的最小开邻域). 设 X 为有限拓扑空间。对 x ∈ X，令

Nx =
⋂

{U ∈ τ : x ∈ U}.

则 Nx 是含 x 的最小开集，所有 Nx 组成拓扑的一个基。若 y ∈ Nx，则 Ny ⊆ Nx。

证明. 因 X 有限，幂集以及 τ 都有限，故定义中的交是有限个开集的交。又 X 是含 x 的开
集，指标族非空。因此 Nx 开且含 x，并按交的定义包含于每个含 x 的开集。对任意开集 U

和 x ∈ U，有 x ∈ Nx ⊆ U，故这些 Nx 构成基。若 y ∈ Nx，则 Nx 是含 y 的开集，由 Ny 的
最小性，Ny ⊆ Nx。

例 3.51 (实直线中不存在最小开邻域). 在通常实直线中，点 0 的所有开邻域的交为 {0}。点
0 属于每一项；若 y 6= 0，开邻域 (−|y|/2, |y|/2) 不含 y，所以 y 不在交集中。但 {0} 不开，因
为它不包含任何正半径的开球。因此无限空间中的所有开邻域之交不一定开。若 0 有最小开
邻域 N0，则它包含于每个开邻域，故 N0 ⊆ {0}。又 0 ∈ N0，所以 N0 = {0}，与其开性矛盾。

定理 3.52 (有限拓扑与预序). 在有限拓扑空间中定义

x � y ⇐⇒ y ∈ Nx.

该关系是预序，即自反且传递。一个集合 U ⊆ X 开当且仅当它向上封闭：

x ∈ U, x � y =⇒ y ∈ U.

反过来，任意集合上的预序所确定的全部向上封闭子集组成一个拓扑。当集合有限时，这两个
构造互为逆构造。
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证明. 因 x ∈ Nx，有 x � x，故自反。若 x � y、y � z，则 y ∈ Nx、z ∈ Ny。由上一命题
Ny ⊆ Nx，故 z ∈ Nx，得到传递性。

若 U 开、x ∈ U，则 Nx ⊆ U，所以 x � y 蕴含 y ∈ U。反过来，若 U 向上封闭，则
x ∈ U 时 Nx ⊆ U。于是 U =

⋃
x∈U Nx 是开集。

现在从预序出发。空集与 X 向上封闭。若 x 属于一族向上封闭集的并，就属于其中某项；
若 x � y，则 y 也在同一项中，故并向上封闭。若 x 属于一族向上封闭集的交，则它在每一
项中；x � y 使 y 在每一项中，故交也向上封闭。因此这些集合满足拓扑公理，事实上还对任
意交封闭。

在该拓扑中，集合 ↑x = {y : x � y} 由自反性含 x，由传递性向上封闭，故开。任何含 x

的向上封闭集都包含它，所以它就是最小开邻域 Nx。因此重新读出的关系为原关系。反方向
已由开集等价于向上封闭集证明，所以在有限集合上互逆。

例 3.53 (三点链空间). 取 X = {a, b, c}，预序为 a � b � c，除自反和传递强制的关系外没有
其他关系。向上封闭集恰好为

∅, {c}, {b, c}, X.

因为一旦含 a 就必须含 b, c，一旦含 b 就必须含 c，而只含 c 没有额外要求。最小邻域为

Na = X, Nb = {b, c}, Nc = {c}.

对任意 A ⊆ X，闭包判别可以写成

x ∈ A⇐⇒ Nx ∩A 6= ∅ ⇐⇒ ∃y ∈ A, x � y.

第一个等价成立是因为 Nx 是所有邻域中的最小者。例如 {a} = {a}、{b} = {a, b}、{c} = X，
所以 {c} 稠密。

a b c

Na = X

Nb Nc

图 3.5: 三点链空间的最小开邻域。矩形仅标示有限集合的包含关系，不是欧氏平面中的开集。
每个矩形所代表的集合只含图中标明的 a, b, c；例如虚线框表示 {b, c}。

预序不必反对称。若 X = {p, q} 取平凡拓扑，则 Np = Nq = X，所以 p � q 且 q � p，
但 p 6= q。这也给出两个不同点拥有完全相同邻域族的例子。
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4.1 逆像与连续性

给定映射 f : X → Y，对 B ⊆ Y 定义

f−1(B) = {x ∈ X : f(x) ∈ B}.

这个记号表示集合的逆像，不要求 f 单射或满射。只有在 f 为双射时，f−1 : Y → X 才同时
表示逆映射。

引理 4.1 (逆像的集合运算). 对任意一族 Bα ⊆ Y，有

f−1
(⋃

α

Bα

)
=
⋃
α

f−1(Bα),

f−1
(⋂

α

Bα

)
=
⋂
α

f−1(Bα),

f−1(Y \B) = X \ f−1(B).

空并的逆像为空集，空交的逆像为 X。

证明. 点 x 属于第一个等式左端，当且仅当存在 α 使 f(x) ∈ Bα，即存在 α 使 x ∈ f−1(Bα)；
这正是右端的成员条件。对第二个等式，左端的成员条件是对每个 α 都有 f(x) ∈ Bα，等价于
对每个 α 都有 x ∈ f−1(Bα)。第三个等式中，f(x) /∈ B 等价于 x /∈ f−1(B)。没有指标时，不
存在满足条件的指标，所以并为空；“对每个指标”的条件对所有点成立，所以交为全集。

定义 4.2 (连续映射与点处连续). 设 X,Y 为拓扑空间。若对 Y 的每个开集 V，逆像 f−1(V )

在 X 中开，则称 f : X → Y 连续。给定 x ∈ X，若对 f(x) 的每个邻域 N，f−1(N) 都是 x

的邻域，则称 f 在 x 处连续。

定理 4.3 (局部定义与整体定义). 映射 f : X → Y 连续，当且仅当它在每个点处连续。在一点
x 处连续，又等价于下述条件：对每个含 f(x) 的开集 V，存在含 x 的开集 U，使 f(U) ⊆ V。
这里可只检验 f(x) 的某个邻域基中的集合。

证明. 先设 f 连续，N 为 f(x)的邻域。取开集 V 使 f(x) ∈ V ⊆ N。则 x ∈ f−1(V ) ⊆ f−1(N)，
而 f−1(V ) 开，所以 f−1(N) 为 x 的邻域。

若 f 在每个点连续，给定开集 V ⊆ Y，对 x ∈ f−1(V )，逆像 f−1(V ) 是 x 的邻域，因而
含一个含 x 的开集。由开集的局部判别，f−1(V ) 开。

在固定点 x，若邻域定义成立，应用于开集 V，在 f−1(V ) 中取含 x 的开集 U，便有
f(U) ⊆ V。反之，对邻域 N 先取 f(x) ∈ V ⊆ N，再取这样的 U，就有 x ∈ U ⊆ f−1(N)。若
只对邻域基检验，给定任意邻域 N，取基中 M ⊆ N；f−1(M) 是邻域且包含于 f−1(N)，所
以后者仍是邻域。

命题 4.4 (与度量定义相容). 若 X,Y 的拓扑分别由度量 d, ρ 产生，则 f 在 x 处连续，当且
仅当

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀z ∈ X, d(z, x) < δ =⇒ ρ(f(z), f(x)) < ε.

53
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证明. 开球构成邻域基。在点处连续时，f−1(Bρ(f(x), ε))含一个 Bd(x, δ)，这正是所写的蕴含。
反之，给定 f(x) 的邻域 N，取 Bρ(f(x), ε) ⊆ N，再取假设中的 δ，便有 Bd(x, δ) ⊆ f−1(N)。
因此该逆像为邻域。

定理 4.5 (检验连续性的几种方式). 设 B 为 Y 的基，S 为 Y 的子基。下列条件等价：

1. f : X → Y 连续；

2. Y 的每个闭集的逆像在 X 中闭；

3. 对每个 B ∈ B，f−1(B) 开；

4. 对每个 S ∈ S，f−1(S) 开。

证明. 开集与闭集互为补集，由引理 4.1 的补集等式，条件 1 与 2 等价。条件 1 蕴含 3 和 4，
因为基元素、子基元素均为开集。若条件 3 成立，把任意开集写成基元素的并，其逆像就是
一族开集的并，故开。若条件 4 成立，任意开集是子基元素的有限交的并；逆像保持这些运
算，所以逆像也开。空交给出的 Y 的逆像为 X，不产生例外。

定理 4.6 (闭包与内部的连续性判据). 映射 f : X → Y 连续，当且仅当对所有 A ⊆ X，

f(clX A) ⊆ clY f(A).

它还等价于下列两个条件中的任意一个：对所有 B ⊆ Y，

clX f−1(B) ⊆ f−1(clY B), f−1(intY B) ⊆ intX f−1(B).

证明. 若 f 连续，x ∈ clX A，给定 f(x)的开邻域 V，则 f−1(V )是 x的开邻域，故与 A相交。
取交中的 a，便有 f(a) ∈ V ∩ f(A)。所以每个这样的 V 都与 f(A) 相交，f(x) ∈ clY f(A)。

反之，设第一个包含关系对所有 A 成立。给定闭集 F ⊆ Y，令 A = f−1(F )。则

f(clX A) ⊆ clY f(A) ⊆ clY F = F.

因此 clX A ⊆ f−1(F ) = A，而闭包总包含原集，所以 A 闭。闭集逆像判据给出连续性。

若 f 连续，f−1(clY B)是包含 f−1(B)的闭集，所以包含其闭包；f−1(intY B)则是包含于
f−1(B)的开集，所以包含于该逆像的内部。若闭包逆像包含对所有 B 成立，对闭集 B = F 应
用它便知 f−1(F )闭。若内部逆像包含成立，对开集B = V 应用它便知 f−1(V ) ⊆ intX f−1(V )，
所以逆像开。

推论 4.7 (连续像中的稠密性). 若 f : X → Y 连续，D 在 X 中稠密，则 f(D) 在子空间
f(X) 中稠密。若 f 还满射，则 f(D) 在 Y 中稠密。

证明. 由 clX D = X 和前一定理，f(X) ⊆ clY f(D)。子空间闭包公式给出 clf(X) f(D) =

f(X) ∩ clY f(D) = f(X)。满射时 f(X) = Y，就是第二个结论。

4.2 复合、限制与粘贴

命题 4.8 (基本连续映射). 恒等映射和常值映射连续；连续映射的复合连续。子空间包含映射
i : A ↪→ X 连续。若 f : X → Y 连续，则限制 f |A : A→ Y 连续。
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证明. 恒等映射对开集的逆像就是该开集。常值映射 c(x) = y0 对开集 V 的逆像在 y0 ∈ V 时
为 X，在 y0 /∈ V 时为空，两者都开。若 f : X → Y、g : Y → Z 连续，对开集 W ⊆ Z，

(g ◦ f)−1(W ) = f−1(g−1(W ))

为开集，所以复合连续。包含映射满足 i−1(U) = A∩U，对开集 U ⊆ X 这是子空间开集。最
后 f |A = f ◦ i，所以限制连续。

命题 4.9 (把值域缩到子空间). 设 f : X → Y 的像包含于 B ⊆ Y，定义 f̃ : X → B 为同一
映射规则。则 f 连续当且仅当 f̃ 对 B 的子空间拓扑连续。

证明. 若 f 连续，对 B 的相对开集 B ∩ V，其中 V 在 Y 中开，有 f̃−1(B ∩ V ) = f−1(V )，
所以逆像开。反之，f 是 f̃ 与连续包含映射 B ↪→ Y 的复合，因此连续。

定理 4.10 (开覆盖粘贴). 设 X =
⋃

α Uα，各 Uα 在 X 中开。若连续映射 fα : Uα → Y 在交
集上相等，即

fα(x) = fβ(x) (x ∈ Uα ∩ Uβ),

则存在唯一的连续映射 f : X → Y，满足 f |Uα = fα。

证明. 每个 x 至少属于一个 Uα，规定 f(x) = fα(x)。交集上的相等保证此规定与指标选择无
关；覆盖条件也保证唯一性。给定开集 V ⊆ Y，有

f−1(V ) =
⋃
α

f−1
α (V ).

每项在 Uα 中开，而 Uα 在 X 中开，故每项在 X 中开。其并开，所以 f 连续。

定义 4.11 (局部有限族). 集合族 (Aα) 称为局部有限的，是指每个 x ∈ X 都有一个开邻域，
它只与有限多个 Aα 相交。

引理 4.12 (局部有限的闭集之并). 若 (Fα) 为局部有限的闭集族，则
⋃

α Fα 闭。

证明. 取 x /∈
⋃

α Fα，并取开邻域 U，使只有 Fα1 , . . . , Fαm 可能与 U 相交。因为 x 不属于这
些闭集，

W = U ∩
m⋂
j=1

(X \ Fαj )

是含 x 的开集。它避开所列的有限个闭集；其余闭集已经与 U 不交，所以 W 避开全部 Fα。
因此并的补集开。当 m = 0 时取 W = U，论证仍成立。

定理 4.13 (闭覆盖粘贴). 设 (Fα) 为 X 的局部有限闭覆盖。若连续映射 fα : Fα → Y 在交集
上相等，则它们粘贴成唯一的连续映射 f : X → Y。特别地，有限闭覆盖满足此结论。

证明. 良定义和唯一性由覆盖及交集上的相等得到，与开覆盖时相同：每个 x 的值必须等于
任一包含它的 Fα 上指定的值，而所有这些值相等。给定闭集 C ⊆ Y，令 Eα = f−1

α (C)。连
续性说明 Eα 在 Fα 中闭。因为 Fα 在 X 中闭，Eα 在 X 中也闭。又 Eα ⊆ Fα，所以族 (Eα)

局部有限。由前一引理，f−1(C) =
⋃

αEα 闭，故 f 连续。有限族自动局部有限，因为整个 X

只遇到这有限多个集合。
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例 4.14 (无限闭覆盖不能直接粘贴). 在子空间 X = {0} ∪ {1/n : n ∈ N} ⊆ R 上，取每个单
点集作为一块。各块均闭，且其上的任何映射都连续。定义 f : X → R 为

f(0) = 0, f(1/n) = 1.

各块不相交，因而没有相容性障碍；但 f−1((−1/2, 1/2)) = {0} 在 X 中不开。事实上，0 的
每个相对开邻域都含 X ∩ (−r, r)，其中 r > 0；取 n > 1/r，则该邻域还含 1/n。所以 f 不连
续。同一论证说明这个单点覆盖在 0 处不局部有限。

例 4.15 (开集由到二点空间的映射刻画). 令 S = {0, 1} 取拓扑 {∅, {1}, S}。给定 A ⊆ X，定
义 χA(x) = 1当 x ∈ A，否则取 0。则 χA : X → S连续当且仅当 A开：三个开集的逆像依次是
∅, A,X，只有中间一项需要检验。若把值域改为离散二点空间，则还须检验 χ−1

A ({0}) = X \A，
所以此时连续当且仅当 A 既开又闭。

命题 4.16 (有限空间中的连续映射). 设 X,Y 为有限拓扑空间，分别取第三章定义的预序
x �X x′ ⇐⇒ x′ ∈ Nx、y �Y y′ ⇐⇒ y′ ∈ Ny。则 f : X → Y 连续当且仅当它保持预序：

x �X x′ =⇒ f(x) �Y f(x′).

证明. 若 f 连续，f−1(Nf(x)) 是含 x 的开集，所以包含最小开邻域 Nx。对 x′ ∈ Nx，得到
f(x′) ∈ Nf(x)，这就是保持预序。反之，若 f 保持预序，给定 Y 的开集 V，若 x ∈ f−1(V )

且 x �X x′，则 f(x) ∈ V、f(x) �Y f(x′)。第三章已证明开集恰为向上封闭的集合，所以
f(x′) ∈ V。因此 f−1(V ) 向上封闭，故在 X 中开，f 连续。

4.3 同胚、开映射与闭映射

定义 4.17 (同胚、开映射、闭映射). 若双射 h : X → Y 与其逆映射 h−1 : Y → X 都连续，则
称 h 为同胚，称 X,Y 同胚，记作 X ∼= Y。若映射 f : X → Y 将每个开集送到开集，则称 f

为开映射；若将每个闭集送到闭集，则称 f 为闭映射。开映射或闭映射的定义本身不包含连
续性。

定理 4.18 (连续双射何时为同胚). 对连续双射 h : X → Y，下列条件等价：h 为同胚；h 为
开映射；h 为闭映射。恒等映射是同胚，同胚的逆和两个同胚的复合仍为同胚。

证明. 记逆映射为 k : Y → X。对 U ⊆ X，

k−1(U) = h(U).

因此 k 连续当且仅当 h 将开集送到开集。用闭集逆像判据，k 连续也当且仅当 h 将闭集送到
闭集。这里 k−1(U) 是逆映射 k 对集合 U 的逆像。恒等映射及其逆都连续；同胚的逆只交换
两条连续性条件。若 h : X → Y、g : Y → Z 为同胚，则 g ◦ h 连续且双射，其逆为连续复合
h−1 ◦ g−1，所以也是同胚。

例 4.19 (连续双射的逆可以不连续). 设 τ1, τ2 为同一集合 X 上的两个拓扑。恒等规则 id :

(X, τ2) → (X, τ1) 连续，当且仅当 τ1 ⊆ τ2，因为每个集合的逆像就是自身。它为同胚当且仅
当两拓扑相等。

例如，从下限拓扑实直线到通常实直线的恒等映射连续且双射。但其逆不连续：下限开集
[0, 1) 的逆像仍为 [0, 1)，它不是通常开集，因为任意 (−r, r) 都含不属于它的负数。从离散实
直线到通常实直线的恒等映射也是连续双射；它的逆对离散开集 {0} 的逆像不为通常开集。
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命题 4.20 (开映射与闭映射的集合判据). 映射 f : X → Y 为开映射，当且仅当对所有 A ⊆ X，

f(intX A) ⊆ intY f(A).

它为闭映射，当且仅当对所有 A ⊆ X，

clY f(A) ⊆ f(clX A).

证明. 若 f 开，则 f(intX A) 是包含于 f(A) 的开集，故包含于其内部。反之，对开集 U 应
用所给包含关系，得到 f(U) = f(intX U) ⊆ intY f(U)，所以 f(U) 开。若 f 闭，则 f(clX A)

是包含 f(A) 的闭集，故包含 clY f(A)。反之，对闭集 F 应用所给关系，得到 clY f(F ) ⊆
f(clX F ) = f(F )，所以 f(F ) 闭。

例 4.21 (开映射和闭映射可以不连续). 恒等规则 Rusual → Rdiscrete 将任意开集送到离散开集，
也将任意闭集送到离散闭集，故既开又闭。但离散开集 {0} 的逆像不是通常开集，所以该映
射不连续。

命题 4.22 (同胚保持的集合运算). 若 h : X → Y 为同胚，则对任意 A ⊆ X，

h(intX A) = intY h(A), h(clX A) = clY h(A),
h(∂XA) = ∂Y h(A), h(A′) = (h(A))′.

特别地，开性、闭性、稠密性及孤立点均在同胚下保持。

证明. h(intX A) 是包含于 h(A) 的开集，所以包含于其内部。若 V = intY h(A)，则 h−1(V )

是包含于 A 的开集，故包含于 intX A。两边施以 h 得到反向包含，证明内部等式。连续性给
出 h(clX A) ⊆ clY h(A)。再对连续逆映射与集合 h(A) 使用同一判据，得到 h−1(clY h(A)) ⊆
clX A，从而得到反向包含。双射保持集合差，而边界为闭包减内部，所以边界等式成立。

若 x ∈ A′，对 h(x) 的任意开邻域 V，h−1(V ) 是 x 的开邻域，故含 a ∈ A \ {x}。单射性
给出 h(a) 6= h(x)，因此 V 与 h(A) \ {h(x)} 相交。故 h(x) ∈ (h(A))′。对 h−1 重复这一论证，
得到反向包含。开集等于自身内部，闭集等于自身闭包，稠密集的闭包为全空间，所以前三项
性质保持。点 a 在 A 中孤立，等价于 {a} 在子空间 A 中开；同胚限制仍把相对开集对应到
相对开集，所以孤立点也保持。

例 4.23 (实直线与有界开区间同胚). 定义

h : R −→ (−1, 1), h(x) =
x

1 + |x|
, k : (−1, 1) −→ R, k(t) =

t

1− |t|
.

因 |x|/(1 + |x|) < 1，h 的值确在指定区间。又

1− |h(x)| = 1

1 + |x|
, 1 + |k(t)| = 1

1− |t|
,

因此

k(h(x)) =
x/(1 + |x|)
1/(1 + |x|)

= x, h(k(t)) =
t/(1− |t|)
1/(1− |t|)

= t,

所以它们互为逆。用
∣∣|x| − |y|

∣∣ ≤ |x− y|，有

|h(y)− h(x)| ≤ |y − x|
1 + |y|

+
|x|
∣∣|y| − |x|

∣∣
(1 + |y|)(1 + |x|)

≤ 2|y − x|.
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所以 h 连续。固定 t ∈ (−1, 1)，令 c = 1− |t| > 0。当 |s− t| < c/2 时，1− |s| > c/2，从而

|k(s)− k(t)| ≤ |s− t|
1− |s|

+
|t|
∣∣|s| − |t|

∣∣
(1− |s|)(1− |t|)

≤
(
2

c
+

2|t|
c2

)
|s− t| = 2

c2
|s− t|.

给定 ε > 0，取 δ = min{c/2, εc2/2}，即得 k 在 t 连续。故 h 是同胚。

命题 4.24 (等距映射与同胚). 若 (X, d), (Y, ρ) 为度量空间，映射 e : X → Y 满足

ρ(e(x), e(x′)) = d(x, x′) (x, x′ ∈ X),

则 e 单射，并且 e : X → e(X) 为同胚。若 e 还满射，则 X ∼= Y。

证明. 若 e(x) = e(x′)，距离等式给出 d(x, x′) = 0，故 x = x′。对任意 r > 0，距离等式也给出

e(Bd(x, r)) = e(X) ∩Bρ(e(x), r).

它一方面说明 e−1(Bρ(e(x), r)) = Bd(x, r)，故 e 连续；另一方面说明 e 把球送到像子空间的
开集。任意开集为球的并，像保持并，所以 e : X → e(X) 是开映射。由连续双射判据，它为
同胚。满射时 e(X) = Y。

注 4.25. 同胚不要求保持距离。例 4.23 的映射满足 h(0) = 0、h(1) = 1/2，所以不保持 0, 1

的距离。同胚也不要求保持某个指定度量的完备性：第二章例 2.44 中两种度量的恒等映射是
同胚，但只有其中一种度量完备。

4.4 嵌入与像上的拓扑

定义 4.26 (拓扑嵌入). 若单射 e : X → Y 作为映射 e : X → e(X) 是同胚，其中 e(X) 取 Y

的子空间拓扑，则称 e 为拓扑嵌入，简称嵌入。

定理 4.27 (嵌入的开集判据). 对单射 e : X → Y，下列条件等价：

1. e 是嵌入；

2. 对 U ⊆ X，U 开当且仅当存在 Y 中开集 V 使 U = e−1(V )；

3. e 连续，且对每个开集 U ⊆ X，存在 Y 中开集 V，使 e(U) = e(X) ∩ V。

证明. 若 e 是嵌入，U 开当且仅当 e(U) 在 e(X) 中开，即 e(U) = e(X)∩V，其中 V 在 Y 中
开。单射性保证

U = e−1(e(U)) = e−1(V ),

所以条件 2 成立。若条件 2 成立，任意 Y -开集 V 的逆像开，故 e 连续。对 X-开集 U，选
择 U = e−1(V )，取像得到 e(U) = e(X) ∩ V，故条件 3 成立。若条件 3 成立，缩到像的映射
e : X → e(X) 连续、双射且开，因此为同胚，得到条件 1。

推论 4.28 (开单射、闭单射与包含映射). 连续单射若为开映射或闭映射，则是嵌入。任意子
空间包含映射是嵌入；两个嵌入的复合仍为嵌入。
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证明. 若连续单射 e : X → Y 为开映射，则 e(U) 在 Y 中开，所以在 e(X) 中也开，满足前
一定理的条件 3。若 e 为闭映射，则对闭集 F ⊆ X，e(F ) 在像子空间中闭；故 e : X → e(X)

为连续闭双射，也是同胚。包含映射 A ↪→ X 在像上就是 A 的恒等映射，因而是嵌入。

设 e : X → Y、j : Y → Z 是嵌入。复合连续且单射。给定 X 中开集 U，先取 Y -开集 V

使 e(U) = e(X) ∩ V，再取 Z-开集 W 使 j(V ) = j(Y ) ∩W。由于 j 单射，

(j ◦ e)(U) = j(e(X)) ∩ j(V ) = j(e(X)) ∩W.

这满足嵌入判据，所以复合是嵌入。

例 4.29 (嵌入未必是环境中的开映射或闭映射). 取包含映射 i : (0, 1] ↪→ R。它是嵌入，但不
是开映射，也不是闭映射：整个定义域在自身中既开又闭，而它的像 (0, 1] 在 R 中既不开又
不闭。不开是因为 1 的每个实邻域都含大于 1 的点；不闭是因为 0 /∈ (0, 1]，但每个 0 的实邻
域都与 (0, 1] 相交。例 4.19 中从离散实直线到通常实直线的恒等映射则是连续单射，却不是
嵌入，因为其像为整个值域而逆不连续。

命题 4.30 (通过嵌入检验连续性). 若 e : X → Y 为嵌入，则对任意映射 g : Z → X，g 连续
当且仅当 e ◦ g : Z → Y 连续。

证明. 若 g 连续，复合连续。反之，若 e ◦ g 连续，将其值域缩到子空间 e(X) 后仍连续。再
与连续逆映射 (e : X → e(X))−1 复合，就得到 g 连续。

4.5 有限积拓扑

定义 4.31 (积拓扑). 设 X1, . . . , Xm 为拓扑空间，m ≥ 1。集合

P =

m∏
i=1

Xi = {(x1, . . . , xm) : xi ∈ Xi}

上的积拓扑，定义为以所有开矩形
∏m

i=1 Ui 为基的拓扑，其中 Ui 在 Xi 中开。投影映射为
πi : P → Xi，πi(x1, . . . , xm) = xi。

定理 4.32 (矩形基与投影). 上述开矩形确实构成一个基。各投影连续，且积拓扑是使各投影
连续的最粗拓扑。若 Bi 为 Xi 的基，则{

m∏
i=1

Bi : Bi ∈ Bi

}

也是积拓扑的基。

证明. 整个 P 本身是开矩形，所以矩形族覆盖 P。两开矩形之交满足(∏
i

Ui

)
∩

(∏
i

Vi

)
=
∏
i

(Ui ∩ Vi),

右端仍为开矩形，所以满足基的交条件。基判据给出拓扑。若 P 为空，覆盖与局部条件均成
立，得到空集上唯一的拓扑。
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对 Xi 的开集 U，有 π−1
i (U) = X1 × · · · ×U × · · · ×Xm，这是开矩形，故 πi 连续。若 P

上另一拓扑使全部投影连续，则每个这样的逆像在该拓扑中开，从而每个开矩形∏
i

Ui =

m⋂
i=1

π−1
i (Ui)

也开。因此所有开矩形之并都开，该拓扑包含积拓扑。

最后，对矩形
∏

i Ui 中任意点 x，在每个坐标中选取 Bi ∈ Bi 使 xi ∈ Bi ⊆ Ui。于是
x ∈

∏
iBi ⊆

∏
i Ui。这些较小矩形本身积开，且能在每点细化原基，所以构成同一拓扑的

基。

R

R

a b

c

d

(x, y)

(a, b)× (c, d)

图 4.1: 实直线之积中的开矩形。虚线边界不属于矩形。对内部点 (x, y)，令 r = 1
2 min{x −

a, b− x, y− c, d− y} > 0，则以该点为心、半径为 r 的欧氏开球包含于矩形。这给出积开集与
欧氏开集比较时的一侧包含。

定理 4.33 (有限积的泛性质). 映射 f : Z →
∏m

i=1Xi 连续，当且仅当每个坐标映射 fi =

πi ◦ f : Z → Xi 连续。给定任意一组连续映射 fi : Z → Xi，唯一满足 πi ◦ f = fi 的映射为

f(z) = (f1(z), . . . , fm(z)),

且它连续。

证明. 若 f 连续，fi 为连续映射的复合，所以连续。若各 fi 连续，对任意基本开矩形有

f−1

(∏
i

Ui

)
=

m⋂
i=1

f−1
i (Ui).

这是有限个开集之交，故开。由基判据，f 连续。对给定的坐标映射，所写公式定义了一个取
值于积的映射。一个有序元组由它的所有坐标唯一确定，所以没有其他满足条件的映射。它的
连续性由刚证的判据得到。

命题 4.34 (泛性质确定拓扑). 设 σ 是集合 P =
∏m

i=1Xi 上的一个拓扑，且对任意拓扑空间
Z 及映射 f : Z → P，都有“f 对 σ 连续，当且仅当全部 πi ◦ f 连续”。则 σ 等于积拓扑。

证明. 取 Z = (P, σ)、f = id。恒等映射连续，假设给出各投影对 σ 连续，故由最粗性，积拓
扑包含于 σ。再取 Z 为带积拓扑的 P，各坐标投影连续。假设给出恒等映射 Z → (P, σ) 连
续，因而每个 σ-开集在积拓扑中开，得到反向包含。
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命题 4.35 (有限个度量空间之积). 若 (Xi, di) 为度量空间，则其有限积上的

D(x, y) = max
1≤i≤m

di(xi, yi)

是度量，产生的拓扑等于积拓扑。特别地，通常 Rm 的拓扑等于 m 个通常实直线的积拓扑。

证明. D 非负、对称，且 D(x, y) = 0 当且仅当所有坐标相同。由各坐标的三角不等式，

di(xi, zi) ≤ di(xi, yi) + di(yi, zi) ≤ D(x, y) +D(y, z),

取最大值得到 D 的三角不等式。其开球满足精确等式 BD(x, r) =
∏

iBdi(xi, r)，故为积开集。
反过来，对开矩形

∏
i Ui 中的点 x，选取 ri > 0 使 Bdi(xi, ri) ⊆ Ui，令 r = mini ri > 0，则

BD(x, r) ⊆
∏

i Ui。两种开集因而相同。实数坐标时 D 为最大范数的度量，而第二章已证明最
大范数与欧氏范数给出同一拓扑，所以最后的结论成立。

命题 4.36 (子空间的积与积映射). 设 Ai ⊆ Xi。
∏

iAi 的积拓扑等于它在
∏

iXi 中的子空间
拓扑。若 fi : Xi → Yi 均连续，则∏

i

fi :
∏
i

Xi →
∏
i

Yi, (xi)i 7−→ (fi(xi))i

连续。若每个 fi 是同胚，则积映射是同胚；若每个 fi 是嵌入，则积映射是嵌入。

证明. 积空间中基本开集与子集相交得到(∏
i

Ai

)
∩

(∏
i

Ui

)
=
∏
i

(Ai ∩ Ui).

左端是子空间拓扑的一组基，右端恰为相对开矩形，构成子空间之积的基。所以两拓扑相同。
积映射的第 i 个坐标为 fi ◦ πi，是连续复合，由有限积泛性质，积映射连续。若每个 fi 为同
胚，积映射为双射，逆为

∏
i f

−1
i ，其连续性由已证结论得到，故为同胚。若每个 fi 是嵌入，

先把它看作到 fi(Xi) 的同胚。这些同胚的积为到
∏

i fi(Xi) 的同胚，而该像的积拓扑正是环
境积空间的子空间拓扑，所以原积映射为嵌入。

命题 4.37 (坐标换序与分组). 有限积中改变坐标的排列得到同胚。自然双射 (X × Y )× Z →
X × (Y × Z)，((x, y), z) 7→ (x, (y, z))，也是同胚。若 E = {∗} 为单点空间，则 X ×E → X，
(x, ∗) 7→ x，为同胚。

证明. 对排列 p 规定

T :

m∏
i=1

Xi −→
m∏
j=1

Xp(j), T ((xi)i) = (xp(j))j .

每个坐标为原积的一个连续投影，故 T 连续。逆映射把坐标按逆排列放回，每个坐标仍为连
续投影，所以也连续。

对分组映射
a((x, y), z) = (x, (y, z)),

第一个坐标是投影的复合，连续；第二个坐标 ((x, y), z) 7→ (y, z) 的两个坐标也分别是投影的
复合，因此连续。两次应用积的坐标判据，得到 a 连续。其逆 b(x, (y, z)) = ((x, y), z) 的第一
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个坐标 (x, y)由两个连续投影的复合组成，第二个坐标 z 也是连续投影的复合，故 b连续。直
接代入得 b ◦ a、a ◦ b 都是恒等映射，因而为同胚。

最后，X × E → X 是连续投影，其逆 x 7→ (x, ∗) 由连续恒等映射和连续常值映射组成，
故连续，两者互逆。

命题 4.38 (投影的开性与闭性的区别). 有限积的坐标投影是开映射，但一般不是闭映射。

证明. 开矩形
∏

i Ui 若有空因子，则其投影为空。若没有空因子，则它在第 j 个坐标的投影为
Uj：任取 uj ∈ Uj，在其余有限多个非空因子中分别选点，便得到一个以 uj 为第 j 个坐标的
元组。所以基本开集的投影开。任意开集为基本开集之并，而像保持并，故投影开。

在 R2 中取 F = {(x, y) : xy = 1}。证明其闭性：若 ab 6= 1，令 η = |ab− 1| > 0，取

r = min
{
1,

η

2(|a|+ |b|+ 1)

}
> 0.

若 |x− a| < r、|y − b| < r，则 |x| < |a|+ 1，且

|xy − ab| ≤ |x| |y − b|+ |b| |x− a| < (|a|+ |b|+ 1)r ≤ η/2.

因而 |xy − 1| ≥ η − |xy − ab| > 0。这给出避开 F 的开矩形，所以 F 的补集开。然而
π1(F ) = R \ {0}：若 x 6= 0，取 y = 1/x；若 x = 0，等式不可能成立。这个像不是闭集，因
为 0 的每个开邻域都含非零实数。因此 π1 不是闭映射。

x

y

xy = 1

0

π1

0
R \ {0}

图 4.2: 闭集 {xy = 1} 的投影不是闭集。下方两段蓝线表示整条实轴除去原点的集合，在图
框外继续延伸；双曲线的两支也继续延伸。原点属于像的闭包，却不是像中的点。

命题 4.39 (矩形的闭包、内部与边界). 对 Ai ⊆ Xi，有

cl∏
i Xi

(∏
i

Ai

)
=
∏
i

clXi Ai, int∏
i Xi

(∏
i

Ai

)
=
∏
i

intXi Ai.

对两个因子，还可写成

∂(A×B) = (∂XA× clY B) ∪ (clX A× ∂YB).
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若每个 Di 在 Xi 中稠密，则
∏

iDi 在积空间中稠密。

证明. 若 x 属于矩形的闭包，固定坐标 j，给定 xj 的开邻域 Uj，柱集 π−1
j (Uj) 是 x 的开邻

域，故与
∏

iAi 相交。因此 Uj ∩Aj 6= ∅，得到 xj ∈ clXj Aj。反过来，若每个坐标都在相应
闭包中，任取含 x 的基本开矩形

∏
i Ui，每个 Ui ∩ Ai 都非空。在有限多个交集中各取一点，

所得元组就在 (
∏

i Ui) ∩ (
∏

iAi) 中，证明闭包等式。∏
i intXi Ai 是包含于

∏
iAi 的开矩形，故包含于其内部。若 x 为该积的内部点，选取

x ∈
∏

i Ui ⊆
∏

iAi。固定 j，任取 u ∈ Uj，把 x 的第 j 个坐标换成 u，得到的元组仍在左侧
矩形中，所以 u ∈ Aj。于是 Uj ⊆ Aj，xj ∈ intXj Aj，得到反向包含。空积集情形，两侧都无
点，上述结论仍成立。

边界为闭包减内部。记 C = clX A、D = clY B、U = intX A、V = intY B。因为 U ⊆ C、
V ⊆ D，

(C ×D) \ (U × V ) = ((C \ U)×D) ∪ (C × (D \ V )).

这个等式逐点表达“至少一个坐标不在相应内部中”，代入得到边界公式。若各 Di 稠密，闭
包等式的右端为

∏
iXi，即得最后结论。

4.6 图像嵌入与实坐标运算

命题 4.40 (图像映射). 若 f : X → Y 连续，则

γf : X −→ X × Y, γf (x) = (x, f(x))

是嵌入。其像为图像 Γf = {(x, f(x)) : x ∈ X}，逆映射为 πX |Γf
。

证明. 两个坐标分别为恒等映射与 f，所以由积的泛性质，γf 连续。若 γf (x) = γf (x
′)，比较

第一坐标得到 x = x′，故单射。把值域缩到 Γf 后仍连续。投影 πX 连续，所以它在 Γf 上的
限制连续。而 πX(γf (x)) = x、γf (πX(x, f(x))) = (x, f(x))，所以这两个映射互为逆，得到嵌
入。

x

y

(x, f(x))

x

Γf

图 4.3: 连续函数 f(x) = 9
20x

2 + 1
2 的图像嵌入。映射 x 7→ (x, f(x)) 的逆由图像上的第一坐标

投影给出，虚线箭头表示这个逆映射。图像同胚于定义域的证明依赖两个映射的连续性。

命题 4.41 (实数的基本运算连续). 映射

(s, t) 7→ s+ t, (s, t) 7→ st, t 7→ −t, t 7→ |t|, t 7→ 1/t

在各自的自然定义域上连续，最后一个的定义域为 R \ {0}。若 a, b : Z → R 连续，则 a+ b、
ab、|a| 连续；若 b 处处非零，则 a/b 连续。
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证明. 在 R2 上用最大度量。加法满足

|(s+ t)− (s0 + t0)| ≤ |s− s0|+ |t− t0| ≤ 2max{|s− s0|, |t− t0|}.

故取 δ = ε/2 即可。对乘法，固定 (s0, t0)，当最大距离小于 1 时，|s| < |s0|+ 1，于是

|st− s0t0| ≤ |s| |t− t0|+ |t0| |s− s0| < (|s0|+ |t0|+ 1)δ.

取 δ = min{1, ε/(|s0|+ |t0|+1)}就得到连续性。取负保持距离，绝对值满足
∣∣|s|−|t|

∣∣ ≤ |s− t|，
因而二者连续。对 t0 6= 0，若 |t− t0| < |t0|/2，则 |t| > |t0|/2，故∣∣∣∣1t − 1

t0

∣∣∣∣ = |t− t0|
|t| |t0|

<
2

|t0|2
|t− t0|.

取 δ = min{|t0|/2, ε|t0|2/2} 即可。对连续函数 a, b，映射 (a, b) : Z → R2 连续。把它与加法、
乘法复合得到前两项；把 a 与绝对值复合得到第三项。若 b 非零，先把它缩到 R \ {0}，再与
取倒数复合，得到 1/b 连续；与 a 相乘即得商连续。

例 4.42 (连续实函数的图像为闭集). 若 f : X → R 连续，则其图像在 X × R 中闭。事实上，
映射 H(x, t) = t− f(x) 为连续坐标函数之差，所以连续。而 Γf = H−1({0})，{0} 在 R 中闭，
所以图像闭。

闭图像本身不能推出连续性。取

g : R → R, g(0) = 0, g(x) = 1/x (x 6= 0).

其图像是闭双曲线 {xy = 1}与闭单点 {(0, 0)}的并，故闭。但 g−1((−1, 1)) = {0}∪(−∞,−1)∪
(1,∞) 在原点没有开邻域包含于自身，故 g 不连续。

4.7 球面的立体投影

定义 4.43 (球面与北极). 对 n ≥ 1，令

Sn = {(u, t) ∈ Rn × R : ‖u‖22 + t2 = 1}, N = (0, 1).

Sn 及其去点子空间都取欧氏空间的子空间拓扑。这里把 Rn × {0} 与 Rn 用第一坐标对应。

定理 4.44 (立体投影的公式与逆). 映射

σ : Sn \ {N} −→ Rn, σ(u, t) =
u

1− t

为同胚，其逆为

ψ(v) =

(
2v

1 + ‖v‖22
,
‖v‖22 − 1

1 + ‖v‖22

)
.

证明. 先说明分母不为零。球面条件给出 |t| ≤ 1。若 t = 1，则 ‖u‖22 = 0，故 u = 0，该点就
是已排除的 N。因此定义域上 1− t > 0。

直线 N + λ((u, t) − N) 的坐标为 (λu, 1 + λ(t − 1))。它与超平面最后坐标为零相交时，
λ = 1/(1− t)，前 n 个坐标因而为 u/(1− t)。这推导了投影公式。



4 连续映射与空间的组合 65

反过来，直线 N + λ((v, 0)−N) = (λv, 1− λ) 上的点属于球面，当且仅当

λ2 ‖v‖22 + (1− λ)2 = 1 ⇐⇒ λ
(
(1 + ‖v‖22)λ− 2

)
= 0.

根 λ = 0 对应 N，另一根为 λ = 2/(1 + ‖v‖22)，代入得到所写的 ψ。

还需逐项验证其值域与逆关系。记 q = ‖v‖22 ≥ 0，则∥∥∥∥ 2v

1 + q

∥∥∥∥2
2

+

(
q − 1

1 + q

)2

=
4q + (q − 1)2

(1 + q)2
= 1.

最后坐标比 1 小 2/(1 + q) > 0，所以 ψ(v) 6= N。再计算

σ(ψ(v)) =
2v/(1 + q)

1− (q − 1)/(1 + q)
= v.

对 (u, t) ∈ Sn \ {N}，令 v = u/(1− t)，则

q =
1− t2

(1− t)2
=

1 + t

1− t
, 1 + q =

2

1− t
, q − 1 =

2t

1− t
.

这些等式给出 2v/(1 + q) = u、(q − 1)/(1 + q) = t，所以 ψ(σ(u, t)) = (u, t)。

最后证明连续性。坐标投影、有限次加法和乘法连续，所以 ‖v‖22 =
∑n

j=1 v
2
j 连续。σ 的

每个坐标为连续函数之商，分母在定义域上非零，因此连续。ψ 的每个坐标也是分母处处正的
连续函数之商，故作为到 Rn+1 的映射连续；缩到球面的去点子空间后仍连续。由积的坐标判
据与互逆关系，σ 为同胚。

t = 0

t

N

P = (u, t)

vu0

图 4.4: 单位圆上的立体投影。取 P = (4/5, 3/5)，北极 N = (0, 1) 与 P 的连线交水平轴于
(2, 0)，与公式 u/(1− t) = (4/5)/(2/5) = 2 一致。高维时，选取包含北极、球心和投影直线的
二维平面，即得到图中的圆截面。

推论 4.45 (两张球面坐标图与变换). 令 S = (0,−1)。两个开子空间 Sn \ {N}、Sn \ {S} 覆
盖 Sn，各自同胚于 Rn。若北极投影坐标为 v = u/(1 − t)，南极投影坐标为 w = u/(1 + t)，
则在两张图的重叠部分

w =
v

‖v‖22
(v 6= 0).
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证明. 欧氏空间中的单点闭，所以两个去点集合在球面中开。因 N 6= S，它们的并为整个球
面。反射 R(u, t) = (u,−t) 保持欧氏距离，且将球面映到自身，交换两极，所以它在相应去点
子空间间为同胚。南极投影就是 σ ◦R，故也是到 Rn 的同胚。

若 v = 0，北极投影的逆公式给出点 S，所以重叠部分恰对应 v 6= 0。令 q = ‖v‖22 > 0，
代入逆公式得

w =
2v/(1 + q)

1 + (q − 1)/(1 + q)
=
v

q
.

这个变换连续，因为分母非零。又 ‖v/q‖22 = 1/q，再次应用同一公式得到 (v/q)/(1/q) = v，所
以它的逆就是自身，重叠坐标间确为同胚。

4.8 拓扑和与分片定义

定义 4.46 (拓扑和). 设 (Xα)α∈I 为一族拓扑空间。取带指标的不交并

T =
∐
α∈I

Xα = {(α, x) : α ∈ I, x ∈ Xα},

并令 jα(x) = (α, x)。规定 U ⊆ T 开，当且仅当每个 j−1
α (U) 在 Xα 中开。这一拓扑称为拓扑

和。指标标签保留了来源，即使不同因子的原集合有交，也不会把点混同。

定理 4.47 (拓扑和及其泛性质). 上述规定是拓扑。各 jα 是嵌入，其像既开又闭。映射 f :

T → Y 连续当且仅当每个 f ◦ jα : Xα → Y 连续。因此任意一族连续映射 fα : Xα → Y，都
唯一确定一个连续映射 f : T → Y，使 f ◦ jα = fα。

证明. 空集与全集在每块上的逆像分别为空集与该块，所以开。任意并、有限交在每块上的逆
像仍分别为并、有限交，所以满足拓扑公理。由定义，jα 连续且单射。给定 Xα 中开集 V，
jα(V ) 在该块的逆像为 V，在其余块的逆像为空，所以在 T 中开。故 jα 是连续开单射，因而
是嵌入。取 V = Xα 得每块开；其补集为其余开块的并，故每块也闭。

若 f 连续，各限制复合连续。反之，给定开集 V ⊆ Y，有

j−1
α (f−1(V )) = (f ◦ jα)−1(V ).

右端在每个因子中开，故 f−1(V )在 T 中开，f 连续。对指定的 fα，必须规定 f(α, x) = fα(x)。
由于每点有唯一标签，此规定良定义且唯一，连续性由已证判据得到。

命题 4.48 (空间何时是它的各块的拓扑和). 设 X =
⊔

α∈I Aα 为不交分解，各块取子空间拓
扑。自然双射

q :
∐
α

Aα → X, q(α, x) = x

总连续；它是同胚当且仅当每个 Aα 在 X 中开。

证明. q 在每块上的限制为连续包含映射，所以由拓扑和的泛性质，q 连续。若 q 为同胚，每
个开块的像 Aα 在 X 中开。反过来，设各块开。对拓扑和中的开集 U，Uα = j−1

α (U) 在 Aα

中开，因为 Aα 开，所以 Uα 在 X 中也开。因此 q(U) =
⋃

α Uα 开，q 为连续开双射，故为同
胚。
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例 4.49 (不交分解未必给出拓扑和). 取 A = (−∞, 0)、B = [0,∞)。它们不交且并为 R，但
B 在通常实直线中不开，故自然双射 A

∐
B → R 不是同胚。具体地，拓扑和中的整个 B 块

开，它的像却在 0 处不含任何通常开邻域，所以逆不连续。若将每个实数单点作为一块，则∐
x∈R{x} 是离散空间：任意子集在每块上的逆像不是空集就是整块，均开。因此它到通常实
直线的自然双射连续，但不是同胚。

A = (−∞, 0) B = [0,∞)

0A 0B

q

R
0

图 4.5: A
∐
B 中两块分开，0A 只是第一条线上不属于 A 的端点标记，实际只有 0B 是点。自

然双射把两块按各自坐标送回实直线。拓扑和中的 B 块开，而它在实直线中的像 [0,∞)不开。

命题 4.50 (有限积与拓扑和的分配). 对任意拓扑空间 X 和一族空间 Yα，自然双射

Φ :
∐
α

(X × Yα) −→ X ×

(∐
α

Yα

)
, Φ(α, (x, y)) = (x, (α, y))

是同胚。

证明. 右侧空间分成不交的开块 X × jα(Yα)，因为各 jα(Yα) 在拓扑和中开。每块的子空间拓
扑等于子空间的积拓扑。映射 (x, y) 7→ (x, jα(y)) 是恒等同胚与块同胚的积，所以从 X × Yα

到这一块为同胚。在每个定义域块上，Φ 为这一块同胚与环境包含映射的复合，故连续；由拓
扑和的泛性质，Φ 连续。其逆规则为 (x, (α, y)) 7→ (α, (x, y))。在右侧每个开块上，这个规则
为块同胚的逆与到左侧拓扑和的包含映射的复合，故连续。由开覆盖粘贴定理，整个逆映射连
续，所以 Φ 为同胚。
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5.1 点的分离与 Hausdorff 性

定义 5.1 (三个点分离公理). 设 X 为拓扑空间。

1. 若对任意不同点 x, y，存在开集恰好包含二者之一，则称 X 为 T0 空间。这里不指定哪
一点属于所选的开集。

2. 若对任意不同点 x, y，有开集 U, V 使 x ∈ U、y /∈ U、y ∈ V、x /∈ V，则称 X 为 T1 空
间。

3. 若对任意不同点 x, y，有不交开集 U, V 使 x ∈ U、y ∈ V，则称 X 为 Hausdorff 空间，
亦称 T2 空间。

命题 5.2 (分离条件的蕴含). Hausdorff 空间为 T1 空间，T1 空间为 T0 空间。

证明. 设 x 6= y，不交开集 U 3 x、V 3 y 满足 y /∈ U、x /∈ V，所以 Hausdorff 条件给出 T1

条件。T1 条件给出的 U 已恰好含 x, y 之一，故又得到 T0 条件。

定理 5.3 (单点闭集判据). 空间 X 为 T1，当且仅当每个单点集闭。在此条件下，每个有限集
都闭。

证明. 设 X 为 T1，固定 x。对每个 y 6= x，选取含 y 不含 x 的开集 Uy。每个 Uy 包含于
X \ {x}，而该补集的每点都在相应的 Uy 中，故

X \ {x} =
⋃
y ̸=x

Uy

开，单点集闭。反之，若单点集闭，对 x 6= y，开集 X \ {y}、X \ {x} 分别满足 T1 要求。有
限集是有限个闭单点集之并，所以也闭；空集的闭性由拓扑公理给出。

例 5.4 (反向蕴含不成立). Sierpiński 空间 {0, 1} 的开集为 ∅, {1}, {0, 1}。开集 {1} 区分两个
点，所以它为 T0；单点集 {1} 不闭，所以不是 T1。在无限集合 X 的余有限拓扑中，单点集
都闭，所以为 T1。若 U, V 为非空开集，则

X \ (U ∩ V ) = (X \ U) ∪ (X \ V )

有限。若 U ∩ V 为空，上式说明 X 有限，矛盾。因此不存在两个不交非空开集，这个空间不
是 Hausdorff 的。

命题 5.5 (有限空间中的分离条件). 在有限拓扑空间中，第三章的预序 x � y ⇐⇒ y ∈ Nx 是
偏序，当且仅当空间为 T0。有限 T1 空间必为离散空间，因而为 Hausdorff 空间。

证明. 已知此关系自反且传递，只需考察反对称性。若 x � y 且 y � x，最小邻域性质给出
Ny ⊆ Nx 与 Nx ⊆ Ny，所以 Nx = Ny。于是任何开集若含 x，就包含 Nx，从而含 y；任何开
集若含 y，也含 x。在 T0 空间中两点不能如此不可区分，故 x = y，得到反对称性。若空间

68
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不是 T0，则存在不同点 x, y，没有开集恰好包含二者之一。每个含 x 的开集都含 y，特别是
y ∈ Nx；同理 x ∈ Ny，所以反对称性失败。若有限空间为 T1，所有单点闭，每个子集为有限
个闭单点之并，故闭；其补集也闭，所以每个子集开，得到离散拓扑。

定理 5.6 (度量空间的点分离). 每个度量空间都是 Hausdorff 空间。

证明. 给定不同点 x, y，令 r = d(x, y)/3 > 0。若有 z ∈ B(x, r) ∩B(y, r)，则

d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y) < 2r =
2

3
d(x, y),

与 d(x, y) > 0 矛盾。两个开球因而不交，且分别包含 x, y。

x y

d(x, y) = 3r

B(x, r) B(y, r)

图 5.1: 用两个半径为 d(x, y)/3 的开球分离两点。图以欧氏平面为例，圆周表示边界；一般度
量空间中的不交性由三角不等式保证。

命题 5.7 (Hausdorff性的对角线判据). 令 ∆X = {(x, x) : x ∈ X} ⊆ X×X。空间 X Hausdorff，
当且仅当 ∆X 在积空间中闭。

证明. 若 X Hausdorff，对 (x, y) /∈ ∆X，取不交开集 U 3 x、V 3 y。矩形 U × V 不遇对角
线：若它含 (z, z)，则 z ∈ U ∩ V，矛盾。因此对角线的补集开。反过来，若对角线闭，对不
同点 x, y，选取基本开矩形使

(x, y) ∈ U × V ⊆ (X ×X) \∆X .

若 z ∈ U ∩ V，则 (z, z) 属于上述矩形，与其避开对角线矛盾。所以 U, V 为分离两点的不交
开集。

定义 5.8 (拓扑空间中的序列收敛). 序列 (xn) 称为收敛到 x，记作 xn → x，如果对 x 的每个
邻域 N，存在正整数 k，使所有 n ≥ k 都满足 xn ∈ N。检验开邻域即已足够，因为每个邻域
含一个开邻域。

在度量空间中，这与第二章的收敛定义相同：对每个 r > 0，尾部属于 B(x, r)，就是
d(xn, x) < r 最终成立；反过来，每个邻域包含一个这样的球。

命题 5.9 (Hausdorff 空间中的极限与连续映射). 在 Hausdorff 空间中，序列至多有一个极限。
若 Y Hausdorff，f, g : X → Y 连续，则相等点集

E = {x ∈ X : f(x) = g(x)}

闭。因此两个连续映射若在 X 的一个稠密子集上相等，则处处相等。
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证明. 若 xn 同时趋于不同点 x, y，取不交开邻域 U 3 x、V 3 y。收敛给出 k1, k2，使 n ≥ k1 时
xn ∈ U，n ≥ k2 时 xn ∈ V。对 n ≥ max{k1, k2}，得到 xn ∈ U∩V，矛盾。映射 H : X → Y ×Y、
H(x) = (f(x), g(x)) 的两个坐标连续，所以 H 连续。由对角线判据，E = H−1(∆Y ) 闭。若
D ⊆ E 且 D 稠密，则闭包的极小性给出 X = clD ⊆ E，所以 f = g。

命题 5.10 (Hausdorff值域中的闭图像). 若 f : X → Y 连续且 Y Hausdorff，则 Γf 在 X×Y
中闭。

证明. 映射 H : X × Y → Y × Y、H(x, y) = (f(x), y) 连续：第一坐标是 f 与投影的复合，第
二坐标是投影。又 Γf = H−1(∆Y )，而对角线闭，所以图像闭。

5.2 正则、正规与距离函数

定义 5.11 (正则性与正规性). 空间 X 称为正则空间，如果对每个闭集 F 与 x /∈ F，存在不
交开集 U, V，使 x ∈ U、F ⊆ V。称 X 为正规空间，如果对任意不交闭集 A,B，有不交开集
U, V，使 A ⊆ U、B ⊆ V。本书的“正则”“正规”本身不包括 T1 条件。正则且 T1 称为 T3，
正规且 T1 称为 T4。

命题 5.12 (邻域缩小的闭包判据). 空间正则，当且仅当对每个开集 O 3 x，有开集 U 满足

x ∈ U ⊆ clU ⊆ O.

空间正规，当且仅当对每个闭集 A 及包含它的开集 O，有开集 U 满足

A ⊆ U ⊆ clU ⊆ O.

此外 T4 蕴含 T3，T3 蕴含 Hausdorff 性。

证明. 若空间正则，将点 x与闭集 X \O 分离，取不交开集 U 3 x、V ⊇ X \O。则 U ⊆ X \V，
右侧闭，故 clU ⊆ X \ V ⊆ O。反之，给定闭集 F 与 x /∈ F，令 O = X \ F，选择上述 U。
开集 X \ clU 包含 F，并与 U 不交，得到正则性。

若空间正规，对不交闭集 A、X \ O 取不交开邻域 U, V，同一个包含链给出 A ⊆ U ⊆
clU ⊆ O。反之，对不交闭集 A,B，令 O = X \B，再取满足包含链的 U。U 和 X \ clU 分
别包含 A,B，且不交，得到正规性。若再有 T1，单点集闭；正规性应用于 {x}、F 就给出正
则性。若空间正则且 T1，对 x 6= y 应用点 x 与闭集 {y} 的分离，得到 Hausdorff 条件。

引理 5.13 (到非空集合的距离). 在度量空间中，对非空子集 A 定义

d(x,A) = inf
a∈A

d(x, a).

这是有限非负实数，且

|d(x,A)− d(y,A)| ≤ d(x, y), d(x,A) = 0 ⇐⇒ x ∈ clA.

因而距离函数连续；若 A 闭，零点集恰为 A。
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证明. 距离族非空且以下界 0有界，由实数完备性有下确界。选定 a0 ∈ A，得到 0 ≤ d(x,A) ≤
d(x, a0) < ∞，所以该下确界为有限非负实数。给定 η > 0，由下确界定义取 a ∈ A 使
d(y, a) < d(y,A) + η。三角不等式给出

d(x,A) ≤ d(x, a) ≤ d(x, y) + d(y, a) < d(x, y) + d(y,A) + η.

若 d(x,A) > d(x, y) + d(y,A)，取 η 小于差值会产生矛盾，所以 d(x,A) − d(y,A) ≤ d(x, y)。
交换 x, y 得到 d(y,A) − d(x,A) ≤ d(x, y)，两式合并即为绝对值估计。取 δ = ε 即可从此估
计验证连续性。若 d(x,A) = 0，每个 r > 0 都有 a ∈ A 满足 d(x, a) < r，故每个球都与 A 相
交，x ∈ clA。若 x ∈ clA，每个球 B(x, r) 都与 A 相交，从而 0 ≤ d(x,A) < r 对所有 r > 0

成立，因此 d(x,A) = 0。

定理 5.14 (度量空间中的闭集分离). 每个度量空间均为 T4 空间。更具体地，若 A,B 为不交
非空闭集，则

h(x) =
d(x,A)

d(x,A) + d(x,B)

定义了连续函数 h : X → [0, 1]，满足 h|A = 0、h|B = 1。

证明. 若分母在某个 x 处为零，非负性使两个距离均为零。由闭性与前一引理，x ∈ A ∩ B，
矛盾。因此分母处处正，函数运算的连续性说明 h 连续。两个距离非负，所以 0 ≤ h ≤ 1。在
A 上，分子为零且分母正，故 h = 0；在 B 上，d(x,B) = 0、d(x,A) > 0，故 h = 1。开集

U = h−1([0, 1/3)), V = h−1((2/3, 1])

分别包含 A,B 且不交。这里两个区间均为 [0, 1] 中的相对开集，所以其逆像在 X 中开。若
A = ∅，取 U = ∅, V = X；若 B = ∅，取 U = X,V = ∅。正规性因此在所有情形成立。度
量空间又为 T1，故为 T4，并由前一命题为 T3。

例 5.15 (不交闭集之间的距离可以为零). 在 R 中，令

A = {n : n ∈ N}, B = {n+ 1/(n+ 1) : n ∈ N}.

二者不交：n < n+1/(n+1) < n+1。任何有界区间只遇到 A∪B 的有限多个点。对 x /∈ A，
先看 (x− 1, x+1)∩A 中的有限个点；若交为空，B(x, 1) 避开 A；若不空，取它们与 x 的最
小距离的一半再与 1/2取最小值，即得避开 A的球。故 A闭。对 x /∈ B，用 (x−1, x+1)∩B
的有限性作上述距离选择，同样得到避开 B 的球，故 B 闭。但点对 n ∈ A、n+1/(n+1) ∈ B

的距离为 1/(n+ 1)，趋于零，所以 inf{|a− b| : a ∈ A, b ∈ B} = 0。闭集分离函数的分母只要
求逐点为正，并不要求存在一个全局正下界。

命题 5.16 (分离性对子空间的遗传). T0、T1、Hausdorff 性及正则性均对子空间遗传。正规空
间的闭子空间正规。

证明. 对 A ⊆ X 中两点，环境中区分它们的开集与 A相交，就得到相对开集。若原开集不交，
其与 A 的交也不交。这分别验证 T0、T1 与 Hausdorff 性。若 X 正则，取 x ∈ A 及其在 A 中
的开邻域 O。写 O = A∩G，其中 G 在 X 中开。选择环境开集 U 使 x ∈ U ⊆ clX U ⊆ G。则

clA(A ∩ U) = A ∩ clX(A ∩ U) ⊆ A ∩ clX U ⊆ O.

由邻域缩小判据，A 正则。若 A 是正规空间 X 的闭子空间，F,H 为 A 中不交闭集，则它们
在 X 中也闭。取环境不交开集 U ⊇ F、V ⊇ H，相对开集 A ∩ U,A ∩ V 就分离了 F,H。
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5.3 第一可数、第二可数与可分性

定义 5.17 (第一可数、第二可数与可分). 空间 X 称为第一可数，如果每个点都有可数的邻域
基；称为第二可数，如果存在可数族作为整个空间的基；若存在可数稠密子集，则称为可分。

这里“可数”包括有限与空集。有限非空的邻域基可以重复元素，记成以 N 为指标的族；
空空间的基可取空族。以下使用可数集的有限笛卡儿积、可数个可数集的并仍可数这些集合
论结论。

命题 5.18 (度量空间第一可数). 度量空间中，{B(x, 1/n) : n ∈ N} 是每个点 x 的可数邻域基。

证明. 给定 x 的邻域 N，先取开集 O 使 x ∈ O ⊆ N，再取 r > 0 使 B(x, r) ⊆ O。由阿基米
德性质取正整数 n > 1/r，于是 B(x, 1/n) ⊆ B(x, r) ⊆ N。

命题 5.19 (第二可数蕴含第一可数和可分). 每个第二可数空间都是第一可数且可分的。

证明. 设 B = {B1, B2, . . .} 是全空间的可数基。固定 x ∈ X，令 Bx = {Bn : x ∈ Bn}。若 N

是 x 的邻域，存在开集 U 使 x ∈ U ⊆ N，再由基性质取 Bn 满足 x ∈ Bn ⊆ U。所以 Bx 是
可数邻域基，X 第一可数。

对每个非空 Bn 选取一点 xn ∈ Bn，令 D = {xn : Bn 6= ∅}。它至多可数。任意非空开集
U 含某个基元素 Bn，该元素非空，所以 xn ∈ D ∩ U。因此 D 稠密。

定理 5.20 (可分度量空间恰有可数基). 度量空间 (X, d) 可分，当且仅当它第二可数。若 D

是可数稠密集，则
BD = {Bd(a, q) : a ∈ D, q ∈ Q>0}

是一个可数基。

证明. 第二可数推出可分已由命题 5.19证明。反过来，设 D 可数且稠密。族 BD 可数。给定开
集 U 和 x ∈ U，取 ε > 0 使 B(x, ε) ⊆ U。稠密性给出 a ∈ D∩B(x, ε/3)，于是 d(a, x) < ε/3。
有理数稠密，故可取正有理数 q 满足

d(a, x) < q < ε− d(a, x).

于是 x ∈ B(a, q)。若 y ∈ B(a, q)，则

d(y, x) ≤ d(y, a) + d(a, x) < q + d(a, x) < ε,

所以 B(a, q) ⊆ B(x, ε) ⊆ U。这正是基的局部细化条件。

推论 5.21 (欧氏空间的可数基). 通常 Rn 是可分、第一可数和第二可数的。有理中心有理半
径的球，以及有理端点矩形，均可作为可数基。

证明. 给定 x = (x1, . . . , xn) 和 ε > 0，对每个坐标选取 qi ∈ Q 使 |xi − qi| < ε/
√
n，则

‖x− q‖2 < ε。所以 Qn 稠密，再用定理 5.20。有理矩形基在命题 3.17 中已直接证明，其基元
素由有限个有理数确定，故可数。

命题 5.22 (可数性对子空间的遗传). 若 X 第二可数，则每个子空间 A ⊆ X 第二可数；若 X

第一可数，则每个子空间第一可数。因此可分度量空间的每个子空间都可分。
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证明. 若 B 是 X 的可数基，则

B|A = {A ∩B : B ∈ B}

是子空间的基，仍可数。若 x ∈ A，Cx 是 X 中的可数邻域基，则每个 A ∩ C 都包含 x 的一
个相对开邻域。族 {A ∩ C : C ∈ Cx} 是 A 中的邻域基：给定相对邻域 N，取开集 U ⊆ X 使
x ∈ A ∩ U ⊆ N，再从 Cx 取 C ⊆ U。前两句给出子空间第二可数性。若 X 可分度量，则第
二可数；子空间仍是度量空间，再由定理 5.20 得到可分性。

定义 5.23 (开覆盖与 Lindelöf 性). 一族开集 U 称为 X 的开覆盖，如果 X =
⋃

U∈U U。子族
仍覆盖 X 时称为子覆盖。若每个开覆盖都有至多可数的子覆盖，则称 X 为 Lindelöf 空间。

定理 5.24 (第二可数蕴含 Lindelöf 性). 第二可数空间的任意开覆盖都有可数子覆盖。

证明. 设 B = {B1, B2, . . .} 为可数基，U 为开覆盖。令

I = {n : Bn ⊆ U 对某个U ∈ U}.

对每个 n ∈ I 选一个 Un ∈ U 使 Bn ⊆ Un。族 {Un : n ∈ I} 可数。给定 x ∈ X，先由覆盖选
取 U 3 x，再取 Bn 使 x ∈ Bn ⊆ U。于是 n ∈ I，并且 x ∈ Un。所以所选族覆盖 X。

命题 5.25 (两种可数开集族判据). 若 X 可分，则任何由两两不交非空开集组成的族至多可
数。若 X 为度量空间，则下列条件等价：可分；第二可数；存在可数非空开集族 C，使每个
非空开集包含其中一个成员。空空间在最后一个条件中取空族。

证明. 设 D为可数稠密集，将其点用不同的自然数编号。对每个非空开集 U，令 n(U)为 U∩D
中最小的编号。稠密性保证该编号存在。若两两不交开集族中的 U, V 满足 n(U) = n(V )，则
同一点同时在 U, V 中，只能有 U = V。所以这个族到 N 有单射，至多可数。

度量情形中，前两个条件的等价已证明。第二可数给出最后一个条件，只需从可数基中删
除空集。反之，从最后一个条件的每个 C 选择一点 cC，形成可数集 D。任意非空开集 U 包
含某个 C，所以 cC ∈ D ∩ U。这说明 D 稠密，得到可分性。

例 5.26 (给定稠密集与子空间的交未必稠密). 在 R中，取稠密集 D = Q、子空间 A = {
√
2}。

若
√
2 = p/q 为最简正整数比，则 p2 = 2q2 使 p 偶；写 p = 2k 又得 q2 = 2k2，所以 q 也偶，

与最简矛盾。因此 D ∩A = ∅，其在非空空间 A 中不稠密。可分度量空间的子空间可分，需
要重新选取稠密集，不能直接取这个交集。

x

U Un

Bn

图 5.2: 含 x 的覆盖成员 U 中有基元素 Bn。按编号选出的覆盖成员 Un 可以不同于 U，但也
包含整个 Bn，所以仍覆盖 x。图中圆形、矩形均示意开集，曲线只标示它们的边界。
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5.4 第一可数空间中的序列判据

引理 5.27 (可数邻域基的嵌套化). 若 x 有可数邻域基 {B1, B2, . . .}，则存在递减的开邻域基
C1 ⊇ C2 ⊇ · · ·，且 Cn ⊆ Bn。

证明. 对每个 Bi，选取开集 Ui 使 x ∈ Ui ⊆ Bi，令

Cn = U1 ∩ · · · ∩ Un.

有限交给出开邻域，且 Cn+1 ⊆ Cn、Cn ⊆ Bn。给定任意邻域 N，由原邻域基取 Bk ⊆ N，于
是 Ck ⊆ Bk ⊆ N，所以 {Cn} 仍为邻域基。

定理 5.28 (第一可数空间的序列闭包判据). 若 X 第一可数，则对任意 A ⊆ X，

x ∈ clX A⇐⇒ ∃(an) ⊆ A, an → x.

因此 F ⊆ X 闭，当且仅当每个取值于 F 的收敛序列的极限仍属于 F。

证明. 若 an ∈ A 且 an → x，任意邻域从某项起包含 an，所以与 A 相交，故 x ∈ clA。
反之，若 x ∈ clA，取引理给出的递减邻域基 Cn。闭包的邻域刻画说明每个 Cn 与 A 相

交，选取 an ∈ A ∩ Cn。给定邻域 N，取 Ck ⊆ N，则 n ≥ k 时 an ∈ Cn ⊆ Ck ⊆ N，所以
an → x。闭集的序列判据由 clF = F 直接得到；反向若不闭，对 x ∈ clF \ F 应用已证构造，
得到矛盾序列。

推论 5.29 (连续性的序列判据). 若 f : X → Y 连续，则对每个 xn → x，都有 f(xn) → f(x)。
反过来，若 X 第一可数，且上述蕴含对每个 x 及每个趋于 x 的序列成立，则 f 连续；不要
求 Y 第一可数。

证明. 给定 xn → x 和邻域 N 3 f(x)，连续性使 f−1(N) 成为 x 的邻域，所以 xn 的尾部落
在此逆像中，得到 f(xn) → f(x)。

反之，若 f 不连续，则存在 x 及开集 V 3 f(x)，使 f−1(V ) 不是 x 的邻域。取递减可数
邻域基 Cn，每个 Cn \ f−1(V ) 非空；否则 f−1(V ) 将包含邻域 Cn，与它不是邻域矛盾。选
xn 属于这个差集，则 xn → x，但所有 f(xn) /∈ V，所以不能收敛到 f(x)，与假设矛盾。

命题 5.30 (聚点的序列刻画). 若 X 第一可数且 T1，则

x ∈ A′ ⇐⇒ ∃(an) ⊆ A \ {x}, an → x.

序列可以选为取值两两不同。

证明. 序列方向直接由聚点定义：每个邻域从某项起含有不同于 x 的序列项。反过来，用递
减邻域基 Cn，每个 Cn ∩ (A \ {x}) 非空，选取 an 得到收敛序列。要保证不同，归纳时已选
a1, . . . , an−1 后，集合 X \ {a1, . . . , an−1} 是含 x 的开邻域，因为 T1 使有限集闭。它与 Cn 的
交仍是 x 的邻域，故与 A \ {x} 相交；从交集中选取 an 即可。

命题 5.31 (第一可数空间中的极限唯一性与分离). 若 X 第一可数，则 X Hausdorff 当且仅
当每个序列至多有一个极限。
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证明. Hausdorff 方向已经证明。反之，若 X 不是 Hausdorff，存在不同点 x, y，它们的任意
两个开邻域都相交。分别取递减的可数开邻域基 Un、Vn。每个 Un ∩ Vn 非空，选取 zn 属于
此交。对 x 的任意邻域 N，取 Uk ⊆ N，则 n ≥ k 时 zn ∈ Un ⊆ Uk ⊆ N，所以 zn → x。对 y

的任意邻域 M，取 Vj ⊆M，则 n ≥ j 时 zn ∈ Vn ⊆ Vj ⊆M，所以 zn → y。这与序列极限唯
一矛盾。

x
a1

a2
a3

C1 ⊃ C2 ⊃ C3

an ∈ A ∩ Cn

图 5.3: 在递减邻域基中逐项选点。每个后继点位于更小的邻域中，故序列的尾部会落入给定
的任意邻域。圆盘仅示意邻域的包含关系，一般拓扑空间中的 Cn 不要求是球，也不要求存在
度量。

5.5 余可数拓扑与序列的边界

命题 5.32 (不可数余可数空间不是第一可数). 若 X 不可数，取余可数拓扑

τcc = {∅} ∪ {U ⊆ X : X \ U 至多可数},

则每个点都没有可数邻域基。

证明. 固定 x，反设存在可数邻域基。由引理 5.27，可取由开邻域组成的可数邻域基 {Un}。令
Cn = X \ Un，则每个 Cn 至多可数且不含 x。集合 C = {x} ∪

⋃
nCn 至多可数，从不可数的

X 中取 y /∈ C。开集 V = X \ {y} 含 x，基性质要求某个 Un ⊆ V。但 y /∈ Cn，即 y ∈ Un，
矛盾。

定理 5.33 (余可数拓扑中的序列极限). 在不可数余可数空间中，xn → x 当且仅当序列从某
项起恒等于 x。

证明. 令 C = {xn : xn 6= x}。这是不含 x 的可数集，所以 U = X \ C 是含 x 的开邻域。收
敛要求序列的尾部落在 U 中，而 U 中唯一可能出现的序列值是 x。故只有有限多个 n 满足
xn 6= x，即序列最终恒等于 x。反之，若最终恒等于 x，则每个含 x 的邻域都包含序列的这段
尾部，所以序列收敛到 x。

例 5.34 (序列极限唯一并不蕴含 Hausdorff 性). 不可数余可数空间中，若同一序列趋于 x 和
y，由前一定理，它在某段尾部恒等于 x，又在某段尾部恒等于 y。取两段尾部的交，得到 x = y。
然而任意两个非空开集 U, V 都相交：否则 X = (X \ U) ∪ (X \ V ) 是两个至多可数集之并，
与不可数性矛盾。所以它不是 Hausdorff 空间。
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另一方向的现象发生在余有限拓扑中。若 (xn) 两两不同，则它收敛到空间中每个点：给
定非空开邻域 U，补集有限，故序列只有有限项落在补集中。这也直接给出 T1 空间中极限不
唯一的实例。

例 5.35 (闭包不能由序列探测). 取 x ∈ X，令 A = X \ {x}。若含 x 的余可数开集 U 与 A

不交，则 U ⊆ {x}，从而 U = {x}。但 X \ {x} 不可数，所以 {x} 不是开集。故 x ∈ clA，并
且 clA = X。另一方面，A 中的序列不可能收敛到 x，因为余可数空间中的收敛序列必须最
终等于极限。这说明一般拓扑空间中不能无条件使用序列闭包判据。

命题 5.36 (余可数拓扑中的闭集和稠密集). 在不可数余可数拓扑中，闭集恰为 X 以及至多
可数集；每个不可数子集稠密，每个至多可数子集闭。

证明. 闭集是余可数开集的补集，故恰为全集与至多可数集。若 A 不可数而某个非空开集 U

与它不交，则 A ⊆ X \U，右侧至多可数，矛盾。因此每个非空开集都与 A相交，A稠密。

例 5.37 (序列连续但不连续). 令 X 不可数，考虑恒等规则

f : (X, τcc) −→ (X, τdiscrete).

余可数拓扑中的收敛序列最终恒等于极限，所以其像在离散拓扑中也收敛。然而 f 不连续，因
为离散空间中的单点集开，而其逆像是余可数空间中不开的单点集。这给出“保持所有序列极
限”不推出连续性的具体反例。

5.6 可数性的进一步保持性质

命题 5.38 (第二可数空间中的可数稠密子族). 设 X 第二可数，U 为开集族。若
⋃

U 稠密，
则存在可数子族 U0 ⊆ U，使

⋃
U0 稠密。

证明. 取可数基 B = {Bn}。对每个满足 Bn ∩
⋃

U 6= ∅ 的 n，选取 Un ∈ U 使 Bn ∩ Un 6= ∅，
令 U0 = {Un}。给定非空开集 W，稠密性给出 x ∈ W ∩

⋃
U。取 Bn 使 x ∈ Bn ⊆ W。按选

择，Bn ∩ Un 6= ∅，故 W ∩
⋃

U0 6= ∅。

命题 5.39 (连续开满射的第二可数像). 若 X 第二可数，且 f : X → Y 是连续开满射，则 Y

第二可数。

证明. 设 B 为 X 的可数基，令 C = {f(B) : B ∈ B}。族 C 可数且由开性知其成员开。若
V ⊆ Y 开、y ∈ V，取 x使 f(x) = y。连续性使 f−1(V )开，取 x ∈ B ⊆ f−1(V )，其中 B ∈ B。
于是 y ∈ f(B) ⊆ V，故 C 为基。

命题 5.40 (拓扑和与有限积的可数性). 有限个第二可数空间的积是第二可数；可数个第二可
数空间的拓扑和是第二可数。有限个第一可数空间的积是第一可数；任意族第一可数空间的
拓扑和第一可数。

证明. 有限积中各空间取可数基 Bi，所有矩形
∏

iBi 的指标来自有限个可数集的笛卡儿积，
仍可数；第四章已证明这些矩形构成积拓扑的基。固定积点 x = (xi)，各坐标取可数邻域基
Ci,xi。所有矩形

∏
iCi 构成可数邻域基：给定积邻域，先细化为基本矩形，即取 x ∈

∏
i Ui 包

含于该邻域。在每个坐标选取 Ci ∈ Ci,xi 满足 Ci ⊆ Ui，则 x ∈
∏

iCi ⊆
∏

i Ui。每个 Ci 含一
个开邻域，这些开邻域之积说明

∏
iCi 确为积点的邻域。
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拓扑和中令每个分支的可数基为 Bα。若指标集可数，族
⋃

α{jα(B) : B ∈ Bα} 是可数并
集，且构成全空间的基：给定开集 U 中点 (α, x)，逆像 j−1

α (U)开，选取 x ∈ B ⊆ j−1
α (U)，便有

(α, x) ∈ jα(B) ⊆ U。若各分支第一可数，对 (α, x)取该分支中 x的可数邻域基 Cx。每个 jα(C)

是拓扑和中的邻域，因为 C 包含分支中的开邻域，而 jα 将分支开集送到拓扑和开集。拓扑
和中任意邻域在第 α 个分支的逆像是 x 的邻域，故包含某个 C ∈ Cx。因此 {jα(C) : C ∈ Cx}
为可数邻域基，不需要分支数可数。

命题 5.41 (拓扑和的可数性充要条件). 拓扑和第二可数，当且仅当每个分支第二可数，且非
空分支至多可数。拓扑和可分，当且仅当每个分支可分，且非空分支至多可数。有限个可分空
间的积可分。

证明. 若拓扑和第二可数，每个分支作为子空间第二可数。全空间又可分，而非空分支组成两
两不交非空开集族，由命题 5.25，非空分支至多可数。反向由前一命题的可数拓扑和基构造
得到，空分支不贡献任何点或基元素。

若 D 在拓扑和中可数且稠密，每个非空分支作为开集必须与 D 相交，各分支不交使其
数目至多可数。对分支中的非空开集 U，jα(U) 在整个拓扑和中开，故遇到 D；因此 j−1

α (D)

在该分支中为可数稠密集。反之，若非空分支至多可数，各取可数稠密集 Dα，则
⋃

α jα(Dα)

可数，且与每个非空开集相交，故稠密。

最后，在有限积中，各因子选择可数稠密集 Di。
∏

iDi 可数；每个非空基本矩形
∏

i Ui

的各因子非空，分别选择 di ∈ Di ∩ Ui，便在矩形中得到该积稠密集的一点。若积为空，空集
本身就是可数稠密集。

命题 5.42 (分离性对有限积的保持). 有限个 T0、T1 或 Hausdorff 空间的积，分别仍为同类
空间。任意族空间的拓扑和为 Hausdorff，当且仅当每个分支为 Hausdorff。

证明. 设 x = (xi)、y = (yi) 是积中的不同点，取坐标 j 使 xj 6= yj。若第 j 个空间为 T0，取
开集 Uj 区分这两个坐标，其余坐标取全集；所得柱集是积开集，区分 x, y。若各因子为 T1，
在第 j 个坐标取分别排除另一点的开集，柱集给出 T1。若各因子 Hausdorff，在第 j 个坐标
取不交开集，柱集不交，给出 Hausdorff 性。

若拓扑和 Hausdorff，同一分支的两点可用拓扑和中的开集分离，与该分支相交后得到分
支中的不交开集，所以每个分支 Hausdorff。反过来，若两点来自不同分支，则各分支的像都
是开集且不交；若来自同一分支，使用该分支的 Hausdorff 邻域，并把它们嵌入拓扑和。

例 5.43 (不可数拓扑和的第二可数性障碍). 不可数个非空单点空间的拓扑和是不可数离散空
间。每个单点分支本身第二可数，但拓扑和具有不可数多个单点开集，不能由可数基覆盖：若
B 可数，每个 B ∈ B 在离散空间中是某个子集；要细化每个单点开集 {x}，基中必须有包含
x 且包含于 {x} 的成员，即必须包含 {x}。这样基至少不可数，矛盾。

5.7 下限直线与不可逆的可数性蕴含

定义 5.44 (下限直线). 记 Rℓ 为以所有半开区间 [a, b)、a < b，为基的实直线。第三章已验证
它们生成拓扑，且此拓扑严格细于通常实直线拓扑。

定理 5.45 (第一可数且可分但非第二可数). 下限直线 Rℓ 第一可数、可分且 Hausdorff，但不
是第二可数空间，因而不能由任何度量产生其拓扑。
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证明. 固定 x，族 {[x, x+ 1/n) : n ∈ N} 为邻域基。事实上，任意含 x 的基本区间 [a, b) 满足
a ≤ x < b，取 n > 1/(b− x) 即有 [x, x+1/n) ⊆ [a, b)。非空下限开集含某个 [a, b)，而通常开
区间 (a, b) 含有理数，所以 Q 是下限直线中的可数稠密集。若 x < y，开邻域 [x, y)、[y, y+1)

不交，所以它 Hausdorff。
设 B 为任意拓扑基。对每个 x ∈ R，由基性质在开集 [x, x+ 1) 中选取

x ∈ Bx ⊆ [x, x+ 1), Bx ∈ B.

若 x < y，则 x ∈ Bx，但 By ⊆ [y, y + 1) 不含 x，所以 Bx 6= By。若 y < x，同理 y ∈ By 而
y /∈ Bx。因此 x 7→ Bx 是单射，任何基的基数都至少为实数集的基数，不可能可数。若有某个
度量产生下限拓扑，可分性将由定理 5.20 推出第二可数性，矛盾。

命题 5.46 (下限直线中序列的收敛). 对实数序列 (xn) 和 x ∈ R，下列条件等价：

1. xn → x 在下限拓扑中成立；

2. xn → x 在通常拓扑中成立，且存在 k 使所有 n ≥ k 满足 xn ≥ x。

证明. 从下限直线到通常直线的恒等映射连续，故下限收敛给出通常收敛。又 [x, x+ 1) 是下
限开邻域，收敛使尾部落在其中，所以最终 xn ≥ x。反过来，若通常收敛且最终 xn ≥ x，给
定下限基本邻域 [x, x+ ε)，通常收敛给出 m 使 n ≥ m 时 |xn − x| < ε。再要求 n ≥ k，便得
x ≤ xn < x+ ε。这些基本邻域构成邻域基，故下限收敛成立。

例 5.47 (同一实数列的两个拓扑判别). 序列 1/n 在通常拓扑和下限拓扑中都收敛到 0；序
列 −1/n 在通常拓扑中收敛到 0，却不在下限拓扑中收敛到 0，因为它的所有项都不属于开
邻域 [0, 1)。它也没有其他下限极限：若下限收敛到 y，通常拓扑中也趋于 y，而通常实直线
Hausdorff，极限唯一，所以必须 y = 0，矛盾。

R
0 ε

[0, ε)

1/n−1/n

图 5.4: 在下限拓扑中趋于 0 还要求最终位于 0 的右侧或等于 0。上方半开区间为排版上移，
空心右端点不属于区间。下方只示意两列在原点两侧的分布，不表示上方区间中列出了全部
序列项。

定理 5.48 (可分性不对一般子空间遗传). 空间 Rℓ × Rℓ 第一可数、可分且 Hausdorff。其子
空间

L = {(t,−t) : t ∈ R}

是不可数闭离散子空间，因而不可分。

证明. 两个因子都第一可数且 Hausdorff，所以由有限积的保持性质，积亦如此。任意非空基
本矩形 [a, b)× [c, d) 中，分别在 (a, b)、(c, d) 选取有理数 p, q，就有 (p, q) 属于此矩形。因此
可数集 Q2 稠密，积空间可分。
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先证 L 闭。对 (a, b) /∈ L，有 a + b 6= 0。若 a + b > 0，基本矩形 [a, a + 1) × [b, b + 1)

中每点满足 x + y ≥ a + b > 0，故避开 L。若 a + b < 0，令 ε = −(a + b)/3 > 0。在矩形
[a, a+ ε)× [b, b+ ε) 中有

x+ y < a+ b+ 2ε = (a+ b)/3 < 0,

故此矩形也避开 L。于是补集开。

固定 pt = (t,−t) ∈ L。矩形

Ut = [t, t+ 1)× [−t,−t+ 1)

与 L 的交只有 pt：若 (s,−s) ∈ Ut，则 s ≥ t 且 −s ≥ −t，后者等价于 s ≤ t，故 s = t。因
此 {pt} 在 L 中开，每个子集为单点开集之并，L 离散。映射 t 7→ pt 为双射，所以 L 不可数。
若 D ⊆ L 稠密，每个单点开集必须与 D 相交，故 D = L 不可数。因此 L 不可分。

x

y

L

(t,−t)

Ut

图 5.5: 下限平面的反对角线 L。从 (t,−t)向右上方延伸的基本矩形与 L仅交于左下角。实线
表示包含的左、下边，虚线表示不含的上、右边；图中矩形长度作了缩放，不改变交集计算。

例 5.49 (第一可数不蕴含可分). 不可数离散空间的每个点都有单元素邻域基 {{x}}，所以第
一可数，也由离散度量成为 Hausdorff 度量空间。但稠密集必须遇到每个单点开集，因而只能
是全空间，不能可数。结合下限直线，可分且第一可数也不足以推出第二可数。

例 5.50 (可分不蕴含第一可数). 在实数集上取余有限拓扑，记为 X。任取非空开集 U，补集
有限，而 N无限，所以 U ∩N 6= ∅。因此可数集 N在 X 中稠密。固定 x，反设存在可数邻域基。
将其逐项缩为开邻域，可得可数开邻域基 {Un}。每个 X \Un 有限，所以 C = {x}∪

⋃
n(X \Un)

至多可数。取 y ∈ R \C。开集 X \ {y} 含 x，但每个 Un 都含 y，没有一个包含于此开集，违
反邻域基定义。因此 X 在每点都不是第一可数的。

5.8 Lindelöf 性与闭集分离

命题 5.51 (Lindelöf 性的闭子空间与连续像). Lindelöf 空间的闭子空间仍 Lindelöf；Lindelöf
空间在连续满射下的像仍 Lindelöf。
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证明. 设 F 在 Lindelöf空间 X 中闭，(Vα) 是 F 的相对开覆盖。写 Vα = F ∩Uα，其中 Uα 在
X 中开。族 (Uα) 再加上 X \ F 就是 X 的开覆盖。抽取至多可数子覆盖，删去其中可能出现
的 X \F，再与 F 相交，得到原相对覆盖的至多可数子覆盖。设 f : X → Y 连续满射，(Wα)

覆盖 Y。逆像 (f−1(Wα)) 是 X 的开覆盖，抽取可数子覆盖 (f−1(Wαn))。给定 y ∈ Y，由满
射取 x 使 f(x) = y，某个 n 满足 x ∈ f−1(Wαn)，所以 y ∈Wαn。于是 (Wαn) 覆盖 Y。

定理 5.52 (度量空间中的 Lindelöf性). 对度量空间，可分性、第二可数性和 Lindelöf 性等价。

证明. 前两者等价且蕴含 Lindelöf 性已证明。设空间非空且 Lindelöf。固定正整数 n，以所有
点为中心、半径为 1/n 的开球覆盖全空间。选取至多可数个中心 xn,k，使

X =
⋃
k

B(xn,k, 1/n).

令 D = {xn,k : n ≥ 1, k 为所选球的指标}，这是可数集。给定非空开集 U，取 x ∈ U 以及
ε > 0 使 B(x, ε) ⊆ U。选取 n > 1/ε，因第 n 族球覆盖 X，有 k 满足 d(x, xn,k) < 1/n < ε。
故 xn,k ∈ D ∩ U。每个非空开集都遇到 D，所以 D 稠密。空空间可直接取 D = ∅。

定理 5.53 (正则 Lindelöf 空间正规). 若空间正则且 Lindelöf，则空间正规。特别地，正则第
二可数空间正规。

证明. 给定不交闭集 A,B。若其中之一为空，分别用空集、全集分离。以下设二者非空。对每
个 a ∈ A，用正则性的邻域缩小判据选取开集 Ua，使

a ∈ Ua ⊆ clUa ⊆ X \B.

A 是 Lindelöf 空间的闭子空间，因此存在至多可数子族 U1, U2, . . . 覆盖 A，且 clUn ∩B = ∅。
同理，对每个 b ∈ B 先选开集 Vb 使其闭包避开 A，再用 B 的 Lindelöf 性，得到覆盖 B 的至
多可数族 V1, V2, . . .，满足 clVn ∩A = ∅。若选出的非空子覆盖有限，重复成员使之成为序列
即可。

令

Pn = Un \
n⋃

j=1

clVj , Qn = Vn \
n⋃

j=1

clUj , P =
⋃
n≥1

Pn, Q =
⋃
n≥1

Qn.

每个被删去的集合是有限个闭集之并，所以 Pn, Qn 开，P,Q 开。对 a ∈ A，取 n 使 a ∈ Un。
所有 clVj 都避开 A，故 a ∈ Pn，所以 A ⊆ P。对 b ∈ B，取 m 使 b ∈ Vm，所有 clUj 都避
开 B，故 b ∈ Qm，所以 B ⊆ Q。

若 z ∈ P ∩ Q，选择 n,m 使 z ∈ Pn ∩ Qm。若 m ≤ n，Pn 的定义排除了 clVm，但
Qm ⊆ Vm ⊆ clVm，矛盾。若 n ≤ m，Qm 排除了 clUn，但 Pn ⊆ Un ⊆ clUn，也矛盾。因此
P ∩Q = ∅，正规性得证。第二可数蕴含 Lindelöf，给出最后结论。

定理 5.54 (下限直线的开覆盖及其平方). 下限直线 Lindelöf、正则且正规，但下限平面 Rℓ×Rℓ

不是 Lindelöf 空间。因此 Lindelöf 性一般不对两个因子的积保持。

证明. 给定下限直线的开覆盖 U，对每个实数 x 取 Ux ∈ U 和 bx > x，使 [x, bx) ⊆ Ux。令

O =
⋃
x∈R

(x, bx), C = R \O.
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这里 O 对通常实直线拓扑开，是第二可数空间的子空间，故 Lindelöf。族 {(x, bx) : x ∈ R} 是
O 的通常开覆盖，所以存在至多可数个指标 x1, x2, . . . 使 O =

⋃
n(xn, bxn)。因此原覆盖中的

Uxn 已覆盖 O。

证明剩余集 C 至多可数。对 x < y 且 x, y ∈ C，由于 y /∈ O，特别地 y /∈ (x, bx)，又 y > x，
故 y ≥ bx。所以通常开区间 (x, bx)、(y, by) 不交。给每个 x ∈ C 选择一个有理数 qx ∈ (x, bx)。
这些区间两两不交，使 x 7→ qx 单射，因此 C 至多可数。将 {Ux : x ∈ C} 加入已选的 {Uxn}，
得到原覆盖的可数子覆盖。这证明下限直线 Lindelöf。

第三章已证明 [a, b)在下限拓扑中既开又闭。给定开集 G 3 x，取 [x, b) ⊆ G，令 V = [x, b)，
则 x ∈ V = clV ⊆ G。由缩小判据，下限直线正则；再由前一定理及 Lindelöf 性得到正规性。

若下限平面 Lindelöf，则其闭子空间反对角线 L 也 Lindelöf。然而 L 是不可数离散空间，
它的单点开覆盖 {{p} : p ∈ L} 没有可数子覆盖：可数个单点只能覆盖可数多个点。这产生矛
盾，所以积空间不是 Lindelöf。
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6.1 开覆盖与紧子空间

定义 6.1 (紧空间与紧子集). 拓扑空间 X 称为紧空间，如果它的每个开覆盖都有有限子覆盖。
也就是说，若 U 是由 X 的开集组成的族，且 X =

⋃
U∈U U，则存在有限子族 U0 ⊆ U，使

X =
⋃

U∈U0
U。子集 K ⊆ X 称为紧子集，如果它在子空间拓扑下是紧空间。本书的紧性定义

不附加 Hausdorff 条件。

“每个开覆盖”中的量词不能省略。对某一个覆盖选出有限子覆盖，并不能判定空间紧。允
许选取空子族，因此空空间紧；非空空间的子覆盖至少含一个成员。

命题 6.2 (用环境开集检验紧性). 子集 K ⊆ X 紧，当且仅当每个由环境开集组成、满足
K ⊆

⋃
α∈I Uα 的族都有有限子族覆盖 K。只用 X 的某个拓扑基中的成员作覆盖，也能检验

这个条件。

证明. 若 K 紧，族 K ∩Uα 是 K 的相对开覆盖。取其有限子覆盖，对应的有限个 Uα 就覆盖
K。反过来，对任意相对开覆盖 Vα，逐项写成 Vα = K ∩Uα，其中 Uα 在 X 中开。环境开集
Uα 覆盖 K，有限抽取后再与 K 相交，就得到原相对覆盖的有限子覆盖。

设只对某个基 B 的覆盖知道有限抽取性质。给定任意环境开覆盖 (Uα)，对每个 x ∈ K 选
取指标 α(x) 和基元素 Bx，使

x ∈ Bx ⊆ Uα(x).

基元素 Bx 覆盖 K，故其中有限个 Bx1 , . . . , Bxm 已覆盖 K。相应的 Uα(xi) 也覆盖 K。空集
情形直接取空子族。

图 6.1将一个具体覆盖的成员错行画出。每个点必须至少落在一个区间内，区间之间的重
叠使连接处没有遗漏。

命题 6.3 (有限集、离散空间与有限并). 任何拓扑空间中的有限子集都紧。离散空间紧，当且
仅当它的点数有限。有限个紧子集的并仍紧。

证明. 若 K = {x1, . . . , xm}，从任意覆盖中为每个 xi 选一个包含它的成员，所选成员至多 m

个，覆盖 K。若离散空间紧，其单点开覆盖必须有有限子覆盖，所以整个空间只有有限多个
点；反向已由第一句证明。

设 K = K1 ∪ · · · ∪Km，各 Ki 紧。给定覆盖 K 的环境开集族，它也覆盖每个 Ki。对第
i 个子集抽取有限子覆盖，再把这有限多个有限子族合并，便覆盖 K。

例 6.4 (两个没有有限子覆盖的覆盖). 通常实直线的开覆盖 {(−n, n) : n ≥ 1} 没有有限子覆
盖，因为有限子族包含于某个 (−N,N)，不能覆盖 N +1。在子空间 (0, 1) 中，Un = (1/n, 1)、
n ≥ 2，都是相对开集。每个 x ∈ (0, 1) 在 n > 1/x 时属于 Un，所以它们覆盖 (0, 1)。任意有
限子族的并等于其中指标最大的 UN，遗漏 1/(2N)。因此 (0, 1) 也不紧。

定理 6.5 (闭子空间与连续像). 紧空间的闭子空间紧。紧空间在连续映射下的像紧；这里像集
取子空间拓扑。

82
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0 1

U1

U2

U3

[0, 1] ⊂ U1 ∪ U2 ∪ U3

图 6.1: 三个通常开区间 U1 = (−1/10, 2/5)、U2 = (3/10, 7/10)、U3 = (3/5, 11/10) 覆盖 [0, 1]。
区间上移以便区分；空心端点表示不取端点。紧性要求对任意开覆盖都能选出有限子覆盖，单
幅图只展示这一个覆盖。

证明. 设 F 在紧空间 X 中闭。若环境开集 Uα 覆盖 F，则把 X \F 加入后得到 X 的开覆盖。
取有限子覆盖，删去可能出现的 X \ F，剩余成员仍覆盖 F。由命题 6.2，F 紧。

设 f : X → Y 连续，环境开集 Vα 覆盖 f(X)。逆像 f−1(Vα) 开且覆盖 X，从中抽取有
限子覆盖 f−1(Vα1), . . . , f

−1(Vαm)。对 y ∈ f(X)，取 x ∈ X 使 f(x) = y；某个所选逆像包含
x，故对应的 Vαi 包含 y。于是 f(X) 紧。

推论 6.6 (同胚不改变紧性). 同胚空间同时紧或同时不紧。

证明. 同胚及其逆映射都连续，对两个方向分别使用连续像定理即可。

6.2 有限交性质与嵌套紧集

定义 6.7 (有限交性质). 集合族 (Fα)α∈I 称为具有有限交性质，如果每个有限指标集 J ⊆ I

都满足
⋂

α∈J Fα 6= ∅。所有交集都相对于一个预先指定的空间 X；空指标集的交约定为 X。

定理 6.8 (紧性的闭集刻画). 空间 X 紧，当且仅当每个具有有限交性质的闭集族都有非空总
交集。

证明. 设 X 紧，(Fα) 为具有有限交性质的闭集族。若总交为空，De Morgan 公式给出

X =
⋃
α∈I

(X \ Fα).

紧性给出有限个补集覆盖 X，再取补集，便得到对应的有限交为空，矛盾。反过来，给定开
覆盖 (Uα)，假设它没有有限子覆盖。则任意有限指标集 J 都满足⋂

α∈J
(X \ Uα) = X \

⋃
α∈J

Uα 6= ∅.

闭集族因此具有有限交性质，但总交是覆盖之并的补集，即为空，与假设矛盾。对空空间，任
何闭集族都不具有上述有限交性质，右侧条件真，和空空间紧一致。
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推论 6.9 (紧空间中的递减闭集). 若 X 紧，且 F1 ⊇ F2 ⊇ · · ·为非空闭子集，则
⋂

n≥1 Fn 6= ∅。
更一般地，若一族环境闭集具有有限交性质，且其中至少一个成员紧，则总交非空。

证明. 递减族的每个有限交等于其中指标最大的成员，故具有有限交性质，应用前一定理。在
一般情形中，取紧成员 Fα0。相对闭集族 Fα0 ∩ Fα 在这个紧空间中仍具有有限交性质，因为
任取有限个这样的成员，其交等于原族的一个有限交。由闭集刻画，它们的总交非空，而这正
是原族的总交。

第二章的 Cantor 嵌套闭集定理用完备性和直径趋零保证交非空。这里用紧性，不需要直
径条件；但没有直径条件时，公共点可以不唯一。例如在有限离散空间 X = {0, 1} 中取所有
Fn = X，总交包含两个点。

定义 6.10 (序列紧性). 若空间中的每个序列都有一个在该空间中收敛的子列，则称空间序列
紧。子列写为 (xnk

)，指标必须满足 n1 < n2 < · · ·。

定理 6.11 (紧性与第一可数性给出收敛子列). 紧且第一可数的空间序列紧。特别地，紧度量
空间序列紧。

证明. 对给定序列 (xn)，令
Fm = clX{xn : n ≥ m}.

这些闭集非空且递减，故存在 x ∈
⋂

m Fm。由第一可数性，取 x的递减开邻域基 C1 ⊇ C2 ⊇ · · ·。
先选 n1 ≥ 1 使 xn1 ∈ C1。已选 nk−1 后，因为 x ∈ Fnk−1+1，开邻域 Ck 与尾部 {xn : n ≥
nk−1+1}相交；因此可取 nk > nk−1，使 xnk

∈ Ck。给定 x的邻域 N，取 Cj ⊆ N。对 k ≥ j，
有 xnk

∈ Ck ⊆ Cj ⊆ N，所以子列收敛到 x。度量空间第一可数，故满足前述结论的假设。

6.3 紧集与 Hausdorff 分离

引理 6.12 (点与紧集的分离). 在 Hausdorff 空间 X 中，若 K 紧且 p /∈ K，则存在不交开集
U, V，使 p ∈ U、K ⊆ V。

证明. 若 K 为空，取 U = X,V = ∅。以下设 K 6= ∅。对每个 y ∈ K，Hausdorff 性给出不
交开集 Uy 3 p、Vy 3 y。族 (Vy)y∈K 覆盖 K，取有限子覆盖 Vy1 , . . . , Vym。令

U =

m⋂
i=1

Uyi , V =

m⋃
i=1

Vyi .

有限交保证 U 开且含 p，并集 V 开且含 K。若 z ∈ U ∩ V，则某个 i 满足 z ∈ Vyi，同时
z ∈ U ⊆ Uyi，与两者不交矛盾。

图 6.2对应证明中的有限交与有限并。对点的一侧取交，使它同时避开所有已选的覆盖成
员；对紧集的一侧取并，使整块集合被覆盖。

定理 6.13 (Hausdorff 空间中的紧子集闭). Hausdorff 空间的每个紧子集都是闭集。紧 Haus-
dorff 空间为 T4 空间。
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p

U = U1 ∩ U2

K

y1 y2

V1 V2

Ui ∩ Vi = ∅, U ∩ (V1 ∪ V2) = ∅

图 6.2: 点 p 与紧集 K 的分离。图中只画两个覆盖成员；Ui 与对应的 Vi 不交。对 Ui 取有限
交、对 Vi 取有限并，便得到同时分离 p 与整个 K 的开集。曲线示意开集边界。

证明. 若 p /∈ K，前一引理给出含 p 且避开 K 的开集。所以 X \K 中每点都有包含于补集的
开邻域，补集开，K 闭。

现设整个 X 紧且 Hausdorff。给定不交闭集 A,B，它们都紧。若其中之一为空，用空集
与全集分离。否则对每个 a ∈ A，前一引理给出不交开集 Pa 3 a、Qa ⊇ B。用 A 的紧性选取
有限个 Pa1 , . . . , Pam 覆盖 A，再令

P =

m⋃
i=1

Pai , Q =

m⋂
i=1

Qai .

它们是分别包含 A,B 的开集。若 z ∈ P ∩Q，选择包含 z 的某个 Pai，又有 z ∈ Qai，矛盾。
因此空间正规。Hausdorff 性蕴含 T1，故它为 T4。

例 6.14 (紧子集的闭性需要分离条件). Sierpiński 空间 {0, 1} 的开集为 ∅, {1}, {0, 1}。有限
集 {1} 紧，但不闭，因为它的补集 {0} 不开。因此仅凭环境空间紧，也不能保证其中每个紧
子集闭。

定理 6.15 (从紧空间到 Hausdorff 空间的映射). 若 X 紧、Y Hausdorff，f : X → Y 连续，
则 f 为闭映射。若再有双射性，则 f 为同胚；若只有单射性，则 f 为嵌入。

证明. 给定X 的闭子集 F，闭子空间定理给出 F 紧，连续像定理给出 f(F )紧。因 Y Hausdorff，
f(F ) 在 Y 中闭，所以 f 是闭映射。若 f 双射，记其逆为 g : Y → X。对任意闭集 F ⊆ X，
g−1(F ) = f(F ) 在 Y 中闭，故 g 连续。若 f 单射，将值域缩为 f(X)。它是 Hausdorff 子空
间，映射 X → f(X) 是连续双射，由已证结论为同胚，正是嵌入定义。

命题 6.16 (紧集的交). 在 Hausdorff 空间中，任意非空族紧子集的交仍紧。这里“非空族”要
求至少有一个成员，交集本身可以为空。

证明. 每个紧子集都闭，所以它们的交 K 在环境中闭。选一个成员 K0，则 K ⊆ K0，且 K

在 K0 中闭。闭子空间定理给出 K 紧。若族为空，总交是环境空间，环境空间没有被假设为
紧，所以不能删去非空族条件。
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6.4 管状引理、有限积与闭投影

引理 6.17 (管状引理). 设 K 是空间 Y 的紧子集，x0 ∈ X，W ⊆ X ×Y 开且包含 {x0}×K。
则存在 x0 的开邻域 U，使 U ×K ⊆W。

证明. K = ∅ 时取 U = X。否则对每个 y ∈ K，积拓扑的基性质给出开集 Uy ⊆ X、Vy ⊆ Y，
使

(x0, y) ∈ Uy × Vy ⊆W.

用紧性从 (Vy)中抽取有限覆盖 Vy1 , . . . , Vym，令 U =
⋂m

i=1 Uyi。它开且含 x0。若 (x, y) ∈ U×K，
选 i 使 y ∈ Vyi，则 x ∈ U ⊆ Uyi，故 (x, y) ∈ Uyi × Vyi ⊆W。

图 6.3 中，两个竖向开区间覆盖整条紧纤维。横向邻域取交后，每个高度上总有一个原矩
形可用，所以共同的横向宽度能延伸到整条纤维。

X

Y{x0} ×K

U1 × V1

U2 × V2

U

U = U1 ∩ U2, U ×K ⊂ W

图 6.3: 管状引理的一个坐标模型。K = [−1, 1]，U1 = (−6/5, 6/5)、U2 = (−1/3, 1/3)，V1 =

(−6/5, 3/10)、V2 = (−3/10, 6/5)。取 U = U1 ∩ U2 后，阴影条带中位于 U ×K 的部分被两
个开矩形覆盖。矩形线框表示不属于开矩形的边界。

定理 6.18 (有限积紧性). 有限个紧空间的积紧。

证明. 先证两个因子 X,Y 的情形。若一个因子为空，积为空，已经紧。设二者非空，给定
X × Y 的开覆盖 W。固定 x ∈ X，映射 jx : Y → X × Y、jx(y) = (x, y) 的两个坐标连续，故
连续；其像 {x} × Y 紧。因此有限个覆盖成员 Wx,1, . . . ,Wx,m(x) 已覆盖这条纤维。它们的并
Nx 开且包含纤维。由管状引理，有开邻域 Ux 3 x 使

Ux × Y ⊆ Nx =

m(x)⋃
i=1

Wx,i.
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族 (Ux)x∈X 覆盖 X。用紧性抽取有限个 Ux1 , . . . , Uxs。相应的覆盖成员

{Wxj ,i : 1 ≤ j ≤ s, 1 ≤ i ≤ m(xj)}

总数有限。给定 (x, y)，先选 j 使 x ∈ Uxj，再由 Uxj × Y ⊆ Nxj 得到某个所选 Wxj ,i 包含该
点。这些成员遂覆盖整个积。对三个以上有限个因子，反复使用两个因子的结论与第四章的分
组同胚。若取零个因子，约定其积为单点空间，也紧。

命题 6.19 (紧因子的投影是闭映射). 若 K 紧，则投影 πX : X ×K → X 是闭映射；不要求
X Hausdorff。

证明. 给定闭集 F ⊆ X ×K，若 x /∈ πX(F )，则 {x} ×K 包含于开集 (X ×K) \ F。管状引
理给出开邻域 U 3 x，使 U ×K 避开 F。于是 U ∩ πX(F ) = ∅。投影的补集因而开，投影闭。
若 K = ∅，唯一的闭集投影为空，结论仍成立。

例 6.20 (没有紧因子时闭投影失效). 在 R2 中，集合 F = {(x, y) : xy = 1} 是连续函数
(x, y) 7→ xy 对闭集 {1} 的逆像，因而闭。但它的第一坐标投影是 R \ {0}，不是闭集：1/n 都
在投影中，却收敛到不在投影中的 0。

命题 6.21 (拓扑和的紧性). 拓扑和
∐

α∈I Xα 紧，当且仅当只有有限个非空分支，且每个分
支紧。

证明. 若拓扑和紧，各分支的像是开集，且全体分支的像构成开覆盖。有限子覆盖只能覆盖有
限个非空分支，故非空分支总数有限。每个分支的像也闭，因为其补集是其他分支的开并；它
作为紧空间的闭子空间紧，再用与 Xα 的同胚得到分支紧。反之，有限个非空紧分支的像都是
紧子集，它们的有限并就是整个拓扑和，因而紧。

6.5 全有界性与有限网

定义 6.22 (有限网与全有界性). 设 (X, d) 为度量空间。若有限集 E ⊆ X 满足

X =
⋃
a∈E

Bd(a, ε),

则称 E 为一个有限 ε-网。若对每个 ε > 0 都有这样的有限网，则称 (X, d) 全有界。子集的全
有界性指它在限制度量下全有界，因此球心原则上选在该子集中。

有限 ε-网允许依赖于 ε，网中点数也允许随半径缩小而增加。有界性只要求一个足够大的
球覆盖空间，全有界性则要求每个尺度下都能用有限多个小球覆盖。

图 6.4 中，各球心之间的间隔小于两个半径之和，相邻球在区间上重叠。全有界性要求这
样的有限覆盖对任意小的半径都存在。

命题 6.23 (全有界性、有界性与遗传). 全有界空间有界，且其每个子空间全有界。子集 A ⊆ X

全有界，当且仅当对每个 ε > 0，可以用有限个半径为 ε、球心在环境空间 X 中的球覆盖 A。
全有界空间可分。

证明. 空空间的各项结论直接成立。以下设 X 6= ∅。取有限 1-网 {a1, . . . , am}，并令

M = max
1≤i≤m

d(a1, ai).
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0 1/4 1/2 3/4 1

ε = 3/20, [0, 1] ⊂
∪4

j=0 B(j/4, ε)

图 6.4: [0, 1] 的一个有限 3/20-网。五个中心的间距为 1/4，任一点到最近中心的距离至多
1/8 < 3/20。上方线段表示环境实直线中的开球，与 [0, 1] 相交才是子空间球。

任取 x ∈ X，有某个 i 使 d(x, ai) < 1，于是

d(x, a1) ≤ d(x, ai) + d(ai, a1) < 1 +M.

所以空间有界。

若 A 本身全有界，其子空间球就是环境球与 A 的交，故有环境球覆盖。反之，给定
ε > 0，先用有限个环境球 BX(ci, ε/2) 覆盖 A。删去与 A 不相交的球；对每个剩余球选
ai ∈ A ∩BX(ci, ε/2)。若 a ∈ A ∩BX(ci, ε/2)，则

d(a, ai) ≤ d(a, ci) + d(ci, ai) < ε.

所以 BA(ai, ε) 覆盖 A，得到全有界性。若 X 全有界，环境中每个有限小球覆盖当然也覆盖
其任意子集，再由刚证的球心转换，得到遗传性。

最后，对每个 n ≥ 1 取一个有限 1/n-网 En，令 D =
⋃

nEn。这是可数集。给定 x ∈ X、
r > 0，选 n 使 1/n < r；网性质给出 a ∈ En 满足 d(x, a) < 1/n < r。因此每个非空球遇到
D，D 稠密，空间可分。

命题 6.24 (全有界性的闭包与有限并). 全有界子集的闭包全有界；有限个全有界子集的并全
有界。

证明. 设 A 6= ∅ 全有界。给定 ε > 0，取有限个 ai ∈ A 使 A ⊆
⋃

iB(ai, ε/2)。闭包保持有限
并，且开球闭包包含于相同半径的闭球，故

clX A ⊆
⋃
i

clX B(ai, ε/2) ⊆
⋃
i

{x : d(x, ai) ≤ ε/2} ⊆
⋃
i

B(ai, ε).

球心属于 A ⊆ clA，所以这是闭包的有限网。空集的闭包为空，结论也成立。对有限并 A1 ∪
· · · ∪ Am，在每个 Ai 中取有限 ε-网，再把网合并即可。

引理 6.25 (非全有界空间中的分离序列). 若 X 不全有界，则存在 ε0 > 0 与序列 (xn)，使

d(xn, xm) ≥ ε0 (n 6= m).

因而这列没有 Cauchy 子列，也没有收敛子列。

证明. 否定全有界性的量词，存在 ε0 > 0，没有有限个半径为 ε0 的球覆盖 X。该空间非空，
任取 x1。已取 x1, . . . , xn 后，有限并

⋃n
i=1B(xi, ε0) 不能等于 X，从其补集取 xn+1。它与每

个已选点的距离至少为 ε0。这样归纳得到所需序列。若有 Cauchy 子列，对误差 ε0 应有尾部
任意两项距离严格小于 ε0，与构造矛盾。收敛列是 Cauchy 列，故也不存在收敛子列。



6 紧性及其度量刻画 89

定理 6.26 (全有界性的子列刻画). 度量空间全有界，当且仅当其中每个序列都有 Cauchy 子
列。

证明. 若 X 全有界，给定序列 (xn)，令 I0 = N。对每个 k ≥ 1，用有限个半径为 2−k 的球覆
盖 X。假定无限指标集 Ik−1 已选定。若每个球只包含有限多个满足 n ∈ Ik−1 的序列项指标，
有限并也只能给出有限多个这样的指标，不能覆盖无限集 Ik−1。因此有一个球 B(ck, 2

−k)，使

Ik = {n ∈ Ik−1 : xn ∈ B(ck, 2
−k)}

无限。如此得到 I0 ⊇ I1 ⊇ I2 ⊇ · · ·。注意这里选择的是指标，序列项即使反复取同一个值也
不妨碍构造。

从 I1 选 n1。已选 nk−1 后，因为无限的自然数子集无上界，可从 Ik 选 nk > nk−1。对
i, j ≥ k，ni, nj ∈ Ik，所以

d(xni , xnj ) ≤ d(xni , ck) + d(ck, xnj ) < 21−k.

给定 ε > 0，取 k 使 21−k < ε，便验证子列为 Cauchy 列。反向取逆否命题：若不全有界，前
一引理给出的序列没有 Cauchy 子列，故不满足所述性质。

图 6.5 展示一条可直接计算的子列。一般构造中的球未必递减，递减的是指标集 Ik；后
选的每个指标都属于先前的 Ik，这才保证尾部项同时落入同一个小球。

[0, 2−1]

x21

[0, 2−2]

x22

[0, 2−3]

x230

nk = 2k, xnk = 2−k −→ 0

图 6.5: 以 xn = 1/n 示意嵌套选择。指标集 Ik = {n : n ≥ 2k} 逐次缩小，选 nk = 2k 得到严
格递增指标。任意 j ≥ k 都有 xnj ∈ [0, 2−k]；一般证明用小球的直径控制替代这些区间。

例 6.27 (有界但不全有界的完备空间). 令 X 为无限集合，取离散度量 d(x, y) = 1（x 6= y

时）。空间直径为 1，所以有界。Cauchy 条件用于误差 1/2 时要求尾部任意两项相同，故每条
Cauchy 列最终常值，空间完备。但半径 1/2 的球全是单点集，有限个这样的球不能覆盖无限
集，所以不全有界，也不紧。由此可见，度量空间中“闭且有界”不能直接代替紧性。

6.6 度量空间中紧性的三个等价条件

引理 6.28 (序列紧性给出 Lebesgue 数). 设 (X, d) 序列紧，U 是它的开覆盖。则存在 δ > 0，
使对每个 x ∈ X，都有某个 U ∈ U 满足 B(x, δ) ⊆ U。这样的 δ 称为该覆盖的一个 Lebesgue
数。
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证明. 若 X = ∅，任取 δ > 0。设 X 6= ∅，反设结论不成立。对每个 n ≥ 1，选择 xn ∈ X，
使 B(xn, 1/n) 不包含于覆盖的任何一个成员。取收敛子列 xnk

→ x。从覆盖中选 U 3 x，再
由开性选 r > 0 使 B(x, r) ⊆ U。当 k 足够大时，同时有

d(xnk
, x) < r/2, 1/nk < r/2.

于是任意 z ∈ B(xnk
, 1/nk) 满足

d(z, x) ≤ d(z, xnk
) + d(xnk

, x) < 1/nk + r/2 < r,

故 B(xnk
, 1/nk) ⊆ U，与 xnk

的选择矛盾。

定理 6.29 (度量紧性的等价刻画). 对度量空间 (X, d)，下列三个条件等价：

1. X 紧；

2. X 序列紧；

3. X 完备且全有界。

证明. (1) ⇒ (2) 已由定理 6.11 证明。它用尾部闭包和第一可数邻域基抽取子列，没有预设本
定理的其他方向。

证明 (2) ⇒ (3)。若不全有界，引理 6.25 给出没有收敛子列的序列，违反序列紧性。故
X 全有界。任取 Cauchy 列 (xn)，由序列紧性取一条子列 xnk

→ x ∈ X。给定 ε > 0，由
Cauchy 性取 N，使 m,n ≥ N 时 d(xm, xn) < ε/2。再选一个足够大的 k，同时满足 nk ≥ N

与 d(xnk
, x) < ε/2。对每个 n ≥ N，有

d(xn, x) ≤ d(xn, xnk
) + d(xnk

, x) < ε.

因此全列收敛到 x，空间完备。

证明 (3) ⇒ (2)。全有界性由定理 6.26 保证每条序列有 Cauchy 子列；完备性使该子列收
敛于 X 中某点，所以空间序列紧。

最后证明 (2) ⇒ (1)。设 U 是开覆盖。由已经证明的 (2) ⇒ (3)，空间全有界；由引理 6.28，
覆盖有 Lebesgue数 δ > 0。取有限 δ-网 {a1, . . . , am}。对每个中心选 Ui ∈ U，使 B(ai, δ) ⊆ Ui。
则

X =

m⋃
i=1

B(ai, δ) ⊆
m⋃
i=1

Ui.

所选的有限个原覆盖成员已经覆盖空间，紧性得证。空空间三个条件均成立，有限网可取空
集。

推论 6.30 (紧度量空间的可数性). 紧度量空间可分且第二可数，每个开覆盖都有 Lebesgue
数。

证明. 紧性给出全有界性，命题 6.23 给出可分性。再由第五章可分度量空间的可数基定理得
到第二可数性。紧性也给出序列紧性，应用 Lebesgue 数引理即可。

命题 6.31 (另一种有限覆盖证明). 完备且全有界的度量空间紧。下面给出直接从开覆盖出发
的证明。
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证明. 反设有开覆盖 U 没有有限子覆盖。记 A0 = X，将“不能被 U 中有限个成员覆盖”记
为性质 (∗)。假定 Ak−1 具有性质 (∗)。用有限个半径为 2−k 的球覆盖 X。若 Ak−1 与每个球
的交都能被有限个原覆盖成员覆盖，合并这有限多个有限子族就覆盖 Ak−1，矛盾。因此可选
一个球 B(ck, 2

−k)，使
Ak = Ak−1 ∩B(ck, 2

−k)

仍具有性质 (∗)。这些集合非空、递减，且直径不超过 21−k。选 xk ∈ Ak。对 i, j ≥ k，二者
都在 Ak，故 d(xi, xj) ≤ 21−k。这使 (xk) 为 Cauchy 列，由完备性有 xk → x ∈ X。取覆盖成
员 U 3 x，再取 r > 0 使 B(x, r) ⊆ U。选足够大的 k，使 d(xk, x) < r/2 且 21−k < r/2。对
任意 a ∈ Ak，因为 xk ∈ Ak，

d(a, x) ≤ d(a, xk) + d(xk, x) ≤ 21−k + d(xk, x) < r.

所以 Ak ⊆ U，单个覆盖成员已覆盖 Ak，违反性质 (∗)。

例 6.32 (全有界性不能代替完备性). 通常度量下的 (0, 1) 全有界。事实上，对给定 ε > 0，选
整数 m 使 1/m < ε，用有限个中点 (2j − 1)/(2m)、1 ≤ j ≤ m，就能覆盖全部 (0, 1)：每点
到对应小区间中点的距离至多 1/(2m) < ε。但 Cauchy 列 xn = 1/(n+ 1) 没有 (0, 1) 中的极
限。若在子空间收敛到 x ∈ (0, 1)，在环境实直线中也收敛到 x，而它在实直线中收敛到 0，由
极限唯一性得 x = 0，矛盾。因此空间不完备，也不紧。

命题 6.33 (全有界性的度量依赖). 全有界性不是拓扑性质。它在双 Lipschitz 等价的度量之
间保持。

证明. 在实直线上，通常度量不全有界，因为它无界。令 φ(x) = x/(1+ |x|)，并定义 ρ(x, y) =

|φ(x)− φ(y)|。例 4.23 已证明 φ 是通常实直线到 (−1, 1) 的同胚，ρ 因而与通常度量产生同一
拓扑。(−1, 1) 用有限等分中点构造每个尺度的有限网，故全有界；φ 作为从 (R, ρ) 到 (−1, 1)

的等距双射，把这些有限网拉回，得到 (R, ρ) 全有界。
若 c d(x, y) ≤ ρ(x, y) ≤ C d(x, y)，其中 c, C > 0，d 的有限 ε/C-网也是 ρ 的有限 ε-网，

因为 d(x, a) < ε/C 蕴含 ρ(x, a) < ε。反向用 d ≤ ρ/c 得到同样结论。

6.7 欧氏空间中的 Heine–Borel 定理

引理 6.34 (欧氏空间中的有界集全有界). 欧氏空间 Rn 的子集全有界，当且仅当它有界。

证明. 全有界推出有界已在命题 6.23 证明。反之，设 A 有界。空集直接处理；否则取 M > 0，
使 A ⊆ [−M,M ]n。给定 ε > 0，选正整数 m 使 2M

√
n/m < ε。令

G =

{(
−M +

2Mj1
m

, . . . ,−M +
2Mjn
m

)
: ji ∈ {0, 1, . . . ,m}

}
.

这是包含 (m+ 1)n 个点的有限集。对每个 x ∈ [−M,M ]n，逐坐标选择 ai = −M + 2Mji/m，
使 0 ≤ xi−ai ≤ 2M/m。当 xi =M 时允许取 ji = m。于是相应的 a = (a1, . . . , an) ∈ G满足

‖x− a‖2 =

(
n∑

i=1

|xi − ai|2
)1/2

≤ 2M
√
n

m
< ε.

所以以 G 为球心的环境球覆盖 A。对每个尺度都如此，再用命题 6.23 将球心选回 A，得到
A 全有界。
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定理 6.35 (Heine–Borel 定理). 对通常欧氏空间中的子集 K ⊆ Rn，

K 紧 ⇐⇒ K 闭且有界.

证明. 若 K 紧，由欧氏空间的 Hausdorff性和定理 6.13，K 在 Rn 中闭。度量紧性等价定理给
出 K 全有界，因而有界。反过来，若 K 闭且有界，Rn 的完备性由定理 2.38 已证明，闭子空
间定理 2.40 给出 K 完备。前一引理给出 K 全有界，所以度量紧性等价定理给出 K 紧。

例 6.36 (闭盒体、球和球面). 闭盒体
∏n

i=1[ai, bi]、闭球 {x : ‖x− a‖2 ≤ r} 与球面 {x :

‖x− a‖2 = r} 都紧，其中 r ≥ 0。闭盒体的每个坐标限制是连续坐标投影对闭区间的逆像，有
限交仍闭，并且坐标范围有界，故盒体有界。反三角不等式给出∣∣‖x− a‖2 − ‖y − a‖2

∣∣ ≤ ‖x− y‖2 ,

所以范数函数连续。闭球和球面分别是闭集 (−∞, r]、{r} 的逆像，且都包含于半径为 r + 1

的有界球中。Heine–Borel 定理遂给出上述紧性。特别地，[0, 1] 紧，但它的子空间 (0, 1) 不紧，
说明一般子空间未必继承紧性。

推论 6.37 (有限维的有界子列定理). Rn 中每个有界序列都有收敛子列。

证明. 有界序列包含于某个闭盒体 [−M,M ]n。这个盒体紧且是度量空间，故序列紧。所抽取
的子列收敛于盒体中的点，也就在环境空间中收敛。

定义 6.38 (相对紧). 子集 A ⊆ X 称为相对紧，如果其环境闭包 clX A 紧。这里相对紧总是
相对于指定的环境空间而言。

命题 6.39 (完备环境中的相对紧性). 若 X 是完备度量空间，则 A ⊆ X 相对紧，当且仅当 A

全有界。特别地，欧氏空间中的相对紧集恰为有界集。

证明. 若闭包紧，闭包全有界，它的子空间 A 也全有界。反之，若 A 全有界，命题 6.24 给出
闭包全有界；闭包是完备空间的闭子空间，故完备。应用度量紧性等价定理，闭包紧。在欧氏
空间中，有界与全有界由引理 6.34 等价，得到最后结论。

例 6.40 (相对紧性依赖环境). 集合 A = (0, 1) 在环境 R 中的闭包是紧集 [0, 1]，因而相对紧。
若环境改为 X = (0, 1)，则 A = X 在这个环境中的闭包仍为自身，它不紧，所以不再相对紧。
限制度量完全相同，改变的是取闭包时允许加入的点。

6.8 连续函数的极值与一致控制

定理 6.41 (紧空间上的极值定理). 若 X 非空且紧，f : X → R 连续，则 f 有界，且存在
x−, x+ ∈ X，使对所有 x ∈ X，

f(x−) ≤ f(x) ≤ f(x+).

证明. 连续像 K = f(X) 非空且紧。由实直线中的 Heine–Borel 定理，K 闭且有界。实数
完备性保证 s = supK、t = infK 是有限实数。给定 ε > 0，上确界的定义给出 y ∈ K，
使 s − ε < y ≤ s。所以 s 的每个球都与 K 相交，s ∈ clK = K。同样，下确界定义给出
t ≤ z < t+ ε 的 z ∈ K，从而 t ∈ K。由 K = f(X)，选 x+, x− 使 f(x+) = s、f(x−) = t，即
得结论。
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命题 6.42 (紧集与闭集的正距离). 在度量空间中，若 K 为非空紧集、F 为非空闭集，且
K ∩ F = ∅，则

dist(K,F ) = inf{d(x, y) : x ∈ K, y ∈ F} > 0.

若 K,L 都是非空紧集，则二者的距离由某一对点取得。

证明. 函数 x 7→ d(x, F ) 连续，故在 K 上取到最小值 m = d(x0, F )。因 F 闭且 x0 /∈ F，距离
函数的零点判据给出 m > 0。每个点对的距离都至少为 d(x, F ) ≥ m，所以 m 是所有点对距
离的下界。反过来，对任意 η > 0，下确界定义给出 y ∈ F 使 d(x0, y) < d(x0, F )+ η = m+ η。
故所有点对距离的下确界不大于 m，于是恰为 m > 0。

若两个集合都紧，有限积 K × L 紧。函数 (x, y) 7→ d(x, y) 连续，因为

|d(x, y)− d(x′, y′)| ≤ d(x, x′) + d(y, y′).

给定误差 ε > 0，分别限制两个坐标距离小于 ε/2，就得到函数值之差小于 ε，这也直接验证
了积拓扑下的连续性。极值定理给出一对 (x0, y0) 实现最小距离。

定理 6.43 (Heine–Cantor 一致连续定理). 设 (X, dX) 为紧度量空间，(Y, dY ) 为任意度量空
间。每个连续映射 f : X → Y 都一致连续，即

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x, y ∈ X, dX(x, y) < δ =⇒ dY (f(x), f(y)) < ε.

证明. 给定 ε > 0。对每个 a ∈ X，由连续性选取 ra > 0，使

dX(a, z) < 2ra =⇒ dY (f(a), f(z)) < ε/2.

这是先取得连续性给出的一个半径，再将它减半。开球族 {BX(a, ra) : a ∈ X} 覆盖 X，有
Lebesgue 数 δ > 0。若 dX(x, y) < δ，则 x, y ∈ BX(x, δ)，这个球包含于某个 BX(a, ra)。因此

dY (f(x), f(y)) ≤ dY (f(x), f(a)) + dY (f(a), f(y)) < ε.

所选 δ 与点 x, y 无关，得到一致连续性。空空间的量词条件自动成立。

命题 6.44 (一致连续像的全有界性). 全有界度量空间在一致连续映射下的像全有界。

证明. 设 f : X → Y 一致连续，给定 ε > 0。取 δ > 0，使 dX(x, x′) < δ 时有 dY (f(x), f(x
′)) <

ε。取X 的有限 δ-网 {a1, . . . , am}。每个 y = f(x) ∈ f(X)对应某个中心 ai，满足 dX(x, ai) < δ，
所以 dY (y, f(ai)) < ε。因此有限集 {f(a1), . . . , f(am)} 是像空间的有限 ε-网。

例 6.45 (非紧空间上的连续函数). 在 (0, 1) 上，f(x) = 1/x 连续但无界。它也不一致连续：
取 xn = 1/(n+ 2)、yn = 1/(n+ 3)，则

|xn − yn| =
1

(n+ 2)(n+ 3)
−→ 0, |f(xn)− f(yn)| = 1.

若一致连续，对误差 1/2 选定的统一 δ，最终会有 |xn − yn| < δ 而函数值之差仍为 1，矛
盾。同一空间上的函数 g(x) = x 有界且一致连续，却没有最大值或最小值：对每个 x ∈ (0, 1)，
x/2 < x < (1 + x)/2，三点都属于该区间。
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例 6.46 (对紧性作出的度量判定具有拓扑意义). 在实直线上取两个度量

d(x, y) = |x− y|, ρ(x, y) =

∣∣∣∣ x

1 + |x|
− y

1 + |y|

∣∣∣∣ .
它们产生相同拓扑。通常度量完备而不全有界，ρ 全有界而不完备，但两者都不紧，因为紧性
取决于同一个开集族。这里 ρ 不完备也可直接验证：xn = n 满足 φ(n) = n/(n+ 1) → 1，所
以它是 ρ-Cauchy 列；若它 ρ-收敛到某个实数 x，就有 φ(x) = 1，与 φ(R) = (−1, 1) 矛盾。度
量紧性定理要求完备性与全有界性同时成立，二者缺一不可。

6.9 有限维范数空间的紧性

定理 6.47 (有限维空间中范数等价). 在 Rn 上任取一个范数 N，存在常数 c, C > 0，使

c ‖x‖2 ≤ N(x) ≤ C ‖x‖2 (x ∈ Rn).

因此任意两个范数产生相同拓扑，且任一范数下的闭有界集都紧。

证明. 记标准基为 e1, . . . , en。由三角不等式、齐次性和第一章的 Cauchy–Schwarz 不等式，

N(x) = N

(
n∑

i=1

xiei

)
≤

n∑
i=1

|xi|N(ei) ≤

(
n∑

i=1

N(ei)
2

)1/2

‖x‖2 .

取 C = (
∑

iN(ei)
2)1/2 > 0，得到上界。范数的反三角不等式由两次三角不等式给出：N(x) ≤

N(x− y) +N(y) 与 N(y) ≤ N(x− y) +N(x)，所以

|N(x)−N(y)| ≤ N(x− y) ≤ C ‖x− y‖2 .

因此 N 对欧氏拓扑连续，这一步没有预设两种范数已经等价。欧氏单位球面 Sn−1 = {u :

‖u‖2 = 1} 非空且紧，极值定理给出 u0 ∈ Sn−1，使 c = N(u0) = minu∈Sn−1 N(u)。因为
u0 6= 0，范数的正定性给出 c > 0。对 x 6= 0，向量 u = x/ ‖x‖2 属于球面，故

N(x) = ‖x‖2N(u) ≥ c ‖x‖2 .

x = 0 时两边都为零，下界也成立。

对任意 r > 0，上述不等式给出

B2(x, r/C) ⊆ BN (x, r) ⊆ B2(x, r/c).

每种度量的球都在每点包含另一种度量的足够小的球，故拓扑相同。两个任意范数分别与欧
氏范数等价，因而相互等价。若 K 对 N 闭且有界，拓扑相同使它欧氏闭；下界使它欧氏有
界。由 Heine–Borel 定理它在欧氏拓扑下紧，拓扑相同又给出在 N 下紧。
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7.1 分离与连通性的判据

定义 7.1 (空间的分离与连通性). 拓扑空间 X 的一个分离，是一对非空开集 U, V，满足

X = U ∪ V, U ∩ V = ∅.

若不存在这样的分离，则称 X 连通。子集 A ⊆ X 连通，指 A 在子空间拓扑下连通。空空间
和单点空间都连通。

对子集检验连通性时，分离的两侧只要求相对开，不要求在环境空间中开。若 A = U ∪V
是一个分离，则 U = A \ V、V = A \ U，所以两侧也在 A 中闭。

定理 7.2 (开闭集与二点映射判据). 对拓扑空间 X，下列条件等价：

1. X 连通；

2. X 中同时开且闭的子集只有 ∅, X；

3. 每个从 X 到离散二点空间 {0, 1} 的连续映射都为常值。

空定义域上的映射在第三项中也视为常值映射。

证明. 若存在非空真子集 U 同时开闭，U 与 X \ U 就给出分离。反之，一个分离的任意一侧
都是非空、真且开闭的子集。因此前两项等价。

若第二项成立，f : X → {0, 1} 连续，则 f−1({0}) 与 f−1({1}) 都开闭。只要 X 6= ∅，其
中一个必须为空，另一个等于 X，所以 f 常值。若第二项不成立，取一个非空真开闭集 U，
定义

f(x) =

0, x ∈ U,

1, x ∈ X \ U.

离散二点空间的四个开集，其逆像依次为 ∅, U,X \U,X，全都开。因此 f 连续且非常值，第
三项失败。

引理 7.3 (连通子集不能跨越一个分离). 若 X = U ∪ V 为分离，A ⊆ X 连通，则 A ⊆ U 或
A ⊆ V。

证明. 相对开集 A ∩ U,A ∩ V 不交且并为 A。若它们都非空，就构成 A 的分离，与连通性矛
盾。所以至少一侧为空，得到结论。A = ∅ 时两个包含式都成立。

定理 7.4 (连续像保持连通性). 连通空间的连续像连通。因此同胚保持连通性。

证明. 设 f : X → Y 连续，若 f(X) = A ∪ B 是相对开集构成的分离，则 f−1(A), f−1(B)

在 X 中开，非空且不交，并为 X。这构成 X 的分离，矛盾。这里相对开集的逆像开，是因
为 A = f(X) ∩ O 时 f−1(A) = f−1(O)。对同胚及其逆分别应用连续像结论，就得到最后一
句。

95
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例 7.5 (连通性不依赖点能否被分离). 在至少有两个点的不可分拓扑空间中，只有空集和全集
开，所以空间连通，却不是 T0。离散空间中每个单点都开闭；因此具有至少两个点时不连通。
在二点 Sierpiński 空间中，唯一的非空真开集不是闭集，所以它也连通。连通性与 Hausdorff
性描述的是不同条件。

7.2 实直线中的连通集与中间值

定义 7.6 (区间). 子集 I ⊆ R 称为区间，如果对任意 a, b ∈ I 及 a < t < b，都有 t ∈ I。这里
允许空集、单点集、有界区间、射线及整条实直线。

定理 7.7 (实直线中连通集的刻画). 通常实直线的子集连通，当且仅当它是区间。

证明. 先设 A 连通。如果存在 a, b ∈ A、a < c < b，而 c /∈ A，则

A ∩ (−∞, c), A ∩ (c,∞)

是非空、不交且并为 A 的相对开集，给出分离，矛盾。因此 A 是区间。

反过来，设区间 I 有分离 I = U ∪V。从两侧取点，交换 U, V 的名称后可设 u ∈ U、v ∈ V

且 u < v。区间性质保证 [u, v] ⊆ I。令

E = U ∩ [u, v], c = supE.

集合 E 非空且以上界 v 有界，所以 c 存在，u ≤ c ≤ v，从而 c ∈ I。对任意 ε > 0，由上确
界定义可取 e ∈ E，满足 c − ε < e ≤ c。因此每个含 c 的相对开邻域都遇到 E。若 c ∈ V，
因 V 相对开，它将包含一个这样的邻域，与 E ⊆ U 且 U ∩ V = ∅ 矛盾。所以 c ∈ U。特别
地 c 6= v，因为 v ∈ V。再由 U 相对开，取 r > 0，使 I ∩ (c − r, c + r) ⊆ U。选择 h 满足
0 < h < min{r, v− c}，则 c+h ∈ [u, v]∩U = E，违反 c为上界。因此区间不可能有分离。

推论 7.8 (中间值定理). 若 X 连通，f : X → R连续，则 f(X)是区间。因此若 f(a) < c < f(b)，
就存在 x ∈ X 使 f(x) = c。

证明. 连续像连通，再用实直线连通集的区间刻画。第二句是区间定义。

例 7.9 (有理数集的连通子集). Q 的每个连通子集至多包含一个点。若它含不同有理数 a < b，
作为实直线子空间的连通子集就必须包含 [a, b]，但这个区间含无理数。例如 a+(b−a)/

√
2位

于 (a, b)且不是有理数：若它有理，由 a, b有理且 b−a 6= 0，可解出 1/
√
2有理，矛盾。所以连通

子集不能含不同点。但 Q不是离散空间：每个 q ∈ Q的相对开邻域都含某个 (q− r, q+ r)∩Q，
其中还包含不同于 q 的有理数。

7.3 连通集的并、闭包与有限积

定理 7.10 (有公共连通部分的并). 设 A 连通，(Bα) 是一族连通子集，且每个 Bα 都与 A 相
交。则 A ∪

⋃
αBα 连通。特别地，一族连通集若有公共点，它们的并连通。

证明. 记并集为 S，反设它有分离 S = U ∪ V。若族非空，交集条件使 A 6= ∅；若族为空，结
论就是 A 的连通性。以下只需处理族非空的情形。由引理 7.3，交换两侧名称后可设 A ⊆ U。
每个 Bα 连通且遇到 A ⊆ U，不能包含于 V，所以只能包含于 U。于是整个 S ⊆ U，迫使
V = ∅，矛盾。若所有连通集都含点 p，取 A = {p} 应用第一句即可。
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图 7.1 对应证明中的共同点：一个分离若把 p 放在某侧，就必须把每个包含 p 的连通集
全部放在该侧。

p

A1 A2

p ∈ A1 ∩A2, A = A1 ∪A2

图 7.1: 两个有公共点的圆盘。点 p 属于两者，使任何对并集的分离都必须将两个圆盘放在同
一侧。圆盘边界取实线或虚线只用于区分集合，不表示删去边界。

推论 7.11 (递增连通集的并). 若 A1 ⊆ A2 ⊆ · · · 且每个 An 连通，则
⋃

nAn 连通。

证明. 若并集为空，结论成立。否则取一个非空 Am。所有 n ≥ m 的集合都与 Am 相交，且
前面的集合包含于 Am，故并集就是 Am ∪

⋃
n≥mAn，应用前一定理。

定理 7.12 (连通集与闭包之间的集合). 若 A ⊆ B ⊆ clX A，且 A 连通，则 B 连通。特别地，
连通集的闭包连通。

证明. 若 A 为空，则 B 也空。否则假设 B = U ∪ V 是分离。由 A 连通，交换名称后可
设 A ⊆ U。取 v ∈ V，因 V 在 B 中相对开，可写 V = B ∩ O，其中 O 在 X 中开。又
v ∈ B ⊆ clX A，所以环境开邻域 O 与 A 相交。但 A ⊆ B，故 O ∩A ⊆ O ∩B = V，同时它
也包含于 U，矛盾。

定理 7.13 (有限积的连通性). 有限个连通空间的积连通。若有限积非空，则积连通也蕴含每
个因子连通。

证明. 先看两个非空因子 X,Y，固定 x0 ∈ X, y0 ∈ Y。对每个 x ∈ X，子空间 {x} × Y 与 Y

同胚，因而连通；X ×{y0} 与 X 同胚，也连通。前一类集合都与后者相交于 (x, y0)，故它们
的并连通。这个并恰为 X × Y。若一个因子为空，积为空，也连通。有限多个因子的结论用
两个因子的结论归纳得到；零个因子的积约定为单点。
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反之，若积非空，向每个因子的投影是连续满射，连通像定理给出各因子连通。非空条件
保证投影满射，不能省略。

命题 7.14 (拓扑和的连通性). 拓扑和连通，当且仅当它为空，或者恰有一个非空分支且该分
支连通。

证明. 若有至少两个非空分支，取一个分支的像，它非空且开闭，补集也非空，所以拓扑和不
连通。若只有一个非空分支，拓扑和与该分支同胚；若所有分支为空，拓扑和为空。这就给出
全部情形。

7.4 连通分支

定义 7.15 (连通分支与全不连通). 对 x ∈ X，将所有含 x 的连通子集的并记为

CX(x) =
⋃

{A ⊆ X : x ∈ A, A 连通}.

称其为 x 的连通分支。若每个连通分支都是单点集，则称 X 全不连通。

定理 7.16 (连通分支的极大性、闭性与分割). 每个 CX(x) 连通且闭，是包含 x 的唯一极大
连通子集。任意两个连通分支相同或不交，所以连通分支构成 X 的一个分割。任意非空连通
子集都包含于某一个连通分支中。

证明. 单点集 {x} 连通，故并集包含 x；参与并集的集合都有公共点 x，所以并集连通。定义
又表明每个含 x 的连通子集都包含于 CX(x)，于是它具有所述极大性，且这样的极大集合唯
一。闭包 clX CX(x) 也连通并含 x，因此包含于 CX(x)。结合反向包含，得到分支闭。

若两个分支有交点 z，它们的并连通。该并同时包含两个分支的基点，由每个分支的极大
性，该并必须同时等于两者，所以分支相同。每点属于自己的分支，故各分支覆盖 X，并且不
同分支不交。最后，若非空连通集 A 含点 a，定义给出 A ⊆ CX(a)；空集无需选定分支。

命题 7.17 (开闭集是分支之并). 每个开闭子集都是若干连通分支之并。连通分支未必是开集。

证明. 设 U 开闭，x ∈ U。若 CX(x)还遇到X\U，它与两侧的交将给出分离，所以 CX(x) ⊆ U。
因此 U =

⋃
x∈U CX(x)。在 Q 中，例 7.9 已证明分支都是单点，而单点在 Q 中不开。这就证

明第二句。

例 7.18 (分支的两个具体计算). R\{0}的连通分支恰为 (−∞, 0)、(0,∞)。两者都是区间，因
而连通；任何同时遇到正、负半轴的连通子集都必须包含 0，所以无法把这两块连成更大的连
通子集。

令 D = {0} ∪ {1/n : n ≥ 1}。它的每个连通子集至多一个点。若连通子集含 a < b，则必
须包含整个 [a, b]；但 (a, b) 中存在不属于 D 的无理数，矛盾。所以 D 全不连通。它却不是
离散空间，因为任何 0 的相对开邻域都包含所有足够大的 1/n。

7.5 道路与道路连通性

定义 7.19 (道路与道路连通). 拓扑空间 X 中一条从 a到 b的道路，是连续映射 γ : [0, 1] → X，
满足 γ(0) = a、γ(1) = b。若任意两点之间都存在道路，则称 X 道路连通。道路不要求单射，
也允许起点与终点相同。按此定义，空空间道路连通。
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引理 7.20 (常道路、反向与接合). 常值映射是道路。若 α 从 a 到 b，则 α(t) = α(1 − t) 是
从 b 到 a 的道路。若 β 从 b 到 c，则

(α ∗ β)(t) =

α(2t), 0 ≤ t ≤ 1
2 ,

β(2t− 1), 1
2 ≤ t ≤ 1

是从 a 到 c 的道路。

证明. 常值映射的开集逆像为空集或整个定义域，所以连续。反向道路是 α 与连续映射 t 7→
1− t 的复合，故连续，且端点交换。接合公式的两段分别是连续复合；在交点 t = 1/2 处，第
一段取 α(1) = b，第二段取 β(0) = b，所以公式定义单值映射。两个定义域 [0, 1/2]、[1/2, 1]

是 [0, 1] 的有限闭覆盖，由闭覆盖粘贴定理 4.13，接合映射连续。代入 t = 0, 1，分别得到端
点 a, c。

图 7.2 中，两条道路在同一端点 b 接合。公式中的 2t、2t− 1 保证每一段都走完原道路的
整个参数区间，而端点相等正是粘贴定理的相容条件。

a

b

c

α
β

t

0 1/2 1

α(2t) β(2t− 1)

图 7.2: 先沿 α 从 a 到 b，再沿 β 从 b 到 c。两个时间段分别线性缩放到 [0, 1]，在 t = 1/2 的
取值同为 b。虚线只区分第二条道路，所有路径点都属于空间。

定理 7.21 (道路连通蕴含连通). 每条道路的像都是紧连通集。道路连通空间必连通。

证明. [0, 1] 是区间，因而连通；它又闭且有界，由 Heine–Borel 定理紧。连续像分别保持连通
性和紧性，所以道路的像紧且连通。

若道路连通空间有分离 X = U ∪ V，取 a ∈ U, b ∈ V，再取从 a 到 b 的道路。其连通像
同时遇到分离的两侧，与引理 7.3 矛盾。因此空间连通。空空间没有分离，也满足结论。

定义 7.22 (道路分支). 对 x ∈ X，记

PX(x) = {y ∈ X :存在从x 到y 的道路},

称为 x 的道路分支。
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命题 7.23 (道路分支的分割与极大性). “两点之间存在道路”是等价关系，其等价类恰为道
路分支。每个道路分支是极大道路连通子集，且 PX(x) ⊆ CX(x)。

证明. 常道路给出自反性，反向道路给出对称性，接合道路给出传递性，所以该关系是等价关
系，定义中的 PX(x) 就是它的等价类。若 a, b ∈ PX(x)，取从 x 到 a, b 的道路 α, β，则 α ∗ β
从 a 到 b。它的每个像点也能由 x 沿 α 或 β 的一段到达：若 z = α(s)，用道路 t 7→ α(st)；
对 β 上的点用同一公式。故这条接合道路取值于 PX(x)。由缩小值域的连续性，它也是道路
分支子空间中的道路。因此 PX(x) 道路连通。

若道路连通子集 A 含 x，则 A 中的任意点都可由 x 在 A 中到达；复合包含映射后，也
是 X 中的道路，所以 A ⊆ PX(x)。这说明道路分支的极大性。最后，道路分支道路连通，故
连通并含 x，由连通分支的定义，PX(x) ⊆ CX(x)。

命题 7.24 (道路连通性的基本构造). 道路连通空间的连续像道路连通。一族道路连通子集若
有公共点，则其并道路连通。有限个道路连通空间的积道路连通；若积非空，逆命题也成立。

证明. 设 f : X → Y 连续。给定像中的两点 f(a), f(b)，取 X 中从 a 到 b 的道路 γ，则 f ◦ γ
是连接这两个像点的道路。它取值于 f(X)，缩小值域后仍连续。若像为空，则任意两点的条
件自动满足。

设公共点为 p。并集中的任意两点 a, b 分别属于某两个成员，在第一个成员中取从 a 到 p

的道路，在第二个成员中取从 p 到 b 的道路。它们作为并集子空间中的道路仍连续，接合即
得到所需道路。空族之并为空，也道路连通。

对有限积中的两点 a = (ai)、b = (bi)，在每个因子中取从 ai 到 bi 的道路 γi。映射
γ(t) = (γi(t))i 由有限积的坐标判据连续，并具有端点 a, b。若积为空，结论按定义成立；零
个因子的积为单点，也成立。反之，积非空时各投影都是连续满射，应用已证的连续像结论即
可。

7.6 局部连通与局部道路连通

定义 7.25 (局部连通性). 若对每个 x ∈ X 及每个含 x 的开集 U，都存在开集 V，满足

x ∈ V ⊆ U, V 连通,

则称 X 局部连通。把上式中的“连通”替换为“道路连通”，得到局部道路连通的定义。只对
一个指定点要求上述条件时，称空间在该点具有相应局部性质。

这里要求可以在每个给定开邻域内找到较小的连通开邻域。仅仅说“每点有一个连通邻
域”不能替代这个条件：一个连通空间本身就是所有点的连通开邻域，但它仍可能不局部连
通。

定理 7.26 (开子空间的分支判据). 空间 X 局部连通，当且仅当每个开子空间的连通分支都
在 X 中开。空间 X 局部道路连通，当且仅当每个开子空间的道路分支都在 X 中开。

证明. 先设 X 局部连通，U ⊆ X 开，C 为 U 的一个连通分支。对每个 y ∈ C，取 X 中开且
连通的 Vy，使 y ∈ Vy ⊆ U。在 U 的子空间拓扑下，Vy 仍连通，且含 y，所以 Vy ⊆ C。于
是 C =

⋃
y∈C Vy 在 X 中开。反之，若每个开子空间的连通分支在 X 中开，给定 x ∈ U 且 U

开，取 x 在 U 中的连通分支 CU (x)。它连通、在 X 中开，且 x ∈ CU (x) ⊆ U，满足定义。
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再设 X 局部道路连通。对开集 U 的道路分支 P 及 y ∈ P，取道路连通开集 Vy，使
y ∈ Vy ⊆ U。Vy 中的道路复合包含映射后仍是 U 中的道路，故 Vy ⊆ P。因此 P =

⋃
y∈P Vy

在 X 中开。反之，若开子空间的道路分支都在 X 中开，则给定 x ∈ U 且 U 开，道路分支
PU (x) 道路连通且在 X 中开，并满足 x ∈ PU (x) ⊆ U。这正是局部道路连通的定义。

推论 7.27 (局部性质与全局分支). 局部道路连通空间必局部连通。在局部连通空间中，连通
分支都是开闭集。在局部道路连通空间中，道路分支与连通分支相同，且都开闭。因此，连通
且局部道路连通的空间道路连通。

证明. 道路连通邻域必连通，所以局部道路连通定义中的邻域也满足局部连通的要求。若空间
局部连通，把前一定理应用于开集 X，得到连通分支开；分支闭已由定理 7.16 证明。

若空间局部道路连通，则每个道路分支开，其补集是其他道路分支的并，因而也开。故
PX(x) 开闭。已知 PX(x) ⊆ CX(x)。若 CX(x) 还含一个不在 PX(x) 中的点，则

CX(x) ∩ PX(x), CX(x) ∩
(
X \ PX(x)

)
将构成连通集 CX(x) 的分离，矛盾。所以两种分支相同。若 X 非空且连通，它只有一个连通
分支，故只有一个道路分支，因而道路连通；X 为空时结论按定义也成立。

命题 7.28 (开子空间的遗传性). 局部连通空间的开子空间局部连通；局部道路连通空间的开
子空间局部道路连通。

证明. 设 O 在 X 中开，x ∈ U ⊆ O，且 U 在 O 中开。因为 O 开，U 也在 X 中开。若 X 局
部连通，可取 X 中连通开集 V，使 x ∈ V ⊆ U。它在 O 中开，并且连通性不变，故 O 局部
连通。若 X 局部道路连通，可在同一 U 内取道路连通的开集 V；道路作为到 O 的映射仍连
续，所以 O 局部道路连通。

7.7 欧氏空间中的线段与折线

定义 7.29 (凸集、星形集与折线道路). 子集 A ⊆ Rn 称为凸集，如果对任意 a, b ∈ A，线段
{(1− t)a+ tb : 0 ≤ t ≤ 1} 都包含于 A。若存在 p ∈ A，使每个 a ∈ A 与 p 之间的线段都包含
于 A，则称 A 关于 p 星形。由有限条首尾相接的线段组成的道路称为折线道路。

命题 7.30 (凸集与星形集的道路). 凸集道路连通，星形集也道路连通。欧氏空间的开球为凸
集。

证明. 对凸集中的 a, b，公式 γ(t) = (1− t)a+ tb 取值于该集合，各坐标由实数加法和乘法构
成，故连续；端点为 a, b。空凸集的结论按定义成立。若 A 关于 p 星形，则先沿线段从 a 到
p，再沿线段从 p 到 b，两段连续且都在 A 中，接合便得到所需道路。

若 a, b ∈ B(c, r)，其中 r > 0，则对 0 ≤ t ≤ 1，

‖(1− t)a+ tb− c‖2 ≤ (1− t)‖a− c‖2 + t‖b− c‖2 ≤ max{‖a− c‖2, ‖b− c‖2} < r.

所以整条线段都在球内，球为凸集。

定理 7.31 (欧氏开集的局部性质与折线连通性). Rn 的每个开子集局部道路连通。一个欧氏
开集连通，当且仅当其中任意两点都能用该开集内的折线道路连接。
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证明. 设 O ⊆ Rn 开，x ∈ U ⊆ O，且 U 在 O 中开。则 U 在 Rn 中开，可取 r > 0 使
B(x, r) ⊆ U。这个球在 O 中开，并由前一命题道路连通，所以 O 局部道路连通。

现设 O 连通且非空，固定 p ∈ O，令

A = {q ∈ O :在O 中有从p 到q 的折线道路}.

常线段表明 p ∈ A。若 q ∈ A，取 r > 0 使 B(q, r) ⊆ O。对每个 z ∈ B(q, r)，把从 p 到 q 的折
线接上线段 [q, z]，得到从 p 到 z 的折线，所以 B(q, r) ⊆ A。故 A 在 O 中开。若 q ∈ O \A，
仍取球 B(q, r) ⊆ O。假如球中有 z ∈ A，从 p 到 z 的折线再接上球内线段 [z, q]，便会得到
q ∈ A，矛盾。因此 B(q, r) ⊆ O \A，补集也开。连通性和 A 6= ∅ 迫使 A = O。

上述有限线段确实可参数化为道路：若顶点依次为 p0, . . . , pm，m ≥ 1，在 [(j−1)/m, j/m]

上定义
γ(t) = (j −mt)pj−1 + (mt− j + 1)pj , 1 ≤ j ≤ m.

每段连续，公共端点取值相同，有限闭粘贴保证整体连续。若任意两点可用这样的折线连接，
则空间道路连通，因而连通。空开集的两个条件都成立。

例 7.32 (局部性质不能任意传给子空间). 实直线局部道路连通，但子空间 D = {0} ∪ {1/n :

n ≥ 1} 在 0 处不局部连通。因为 D 全不连通，任何含 0 的连通子集只能为 {0}，而 {0} 在
D 中不开，所以连通开邻域不存在。由局部道路连通蕴含局部连通，D 在 0 处也不局部道路
连通。

命题 7.33 (去点空间与球面的道路连通性). 若 n ≥ 2，则 Rn \ {0} 与 Sn−1 都道路连通。当
n = 1 时，这两个空间都不连通。

证明. 给定非零向量 a, b ∈ Rn。当 n ≥ 2 时，e1,−e1, e2 是三个不同的单位向量，其中至少一
个 w 不等于 −a/‖a‖2 和 −b/‖b‖2 中的任何一个。线段 [a,w]不经过 0：否则对某个 0 < t < 1，
(1 − t)a + tw = 0，于是 w 是 a 的负倍数；由 ‖w‖2 = 1，得到 w = −a/‖a‖2，与选择矛盾。
对 [w, b]，若 (1 − t)w + tb = 0，同样推出 w = −b/‖b‖2，也矛盾。因此两段接成去点空间中
的道路。

映射
r : Rn \ {0} −→ Sn−1, r(x) =

x

‖x‖2
连续：范数函数由反三角不等式连续，分母处处正，各坐标再用连续的除法。它在单位球面上
等于恒等映射，所以为满射。道路连通空间的连续像道路连通，故 Sn−1 道路连通。当 n = 1

时，R \ {0} 被正、负半轴分离，而 S0 = {−1, 1} 是离散二点空间，也不连通。

7.8 拓扑学家的正弦曲线

以下使用实分析中正弦函数的连续性、周期性以及它在 [−π/2, π/2] 上取遍 [−1, 1] 的基
本性质。集合的闭包、连通性和道路障碍均在本节证明。定义

G = {(x, sin(1/x)) : 0 < x ≤ 1}, L = {0} × [−1, 1], T = G ∪ L.

空间均取 R2 的子空间拓扑。

定理 7.34 (正弦曲线的闭包). G 道路连通，且 clR2 G = T。因此 T 是紧连通空间。
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证明. 函数 x 7→ sin(1/x) 在 (0, 1] 上连续。其图像映射

h : (0, 1] −→ G, h(x) = (x, sin(1/x))

连续且为双射，逆为第一坐标投影的限制，也连续，所以 h 是同胚。区间 (0, 1] 为凸集，故道
路连通，连续像 G 道路连通。

先证 T 闭。设 (xk, yk) ∈ T 且 (xk, yk) → (x, y)。各坐标都满足 0 ≤ xk ≤ 1、−1 ≤ yk ≤ 1，
取极限得到 0 ≤ x ≤ 1、−1 ≤ y ≤ 1。若 x = 0，则 (x, y) ∈ L ⊆ T。若 x > 0，由 xk → x，当 k

足够大时有 xk > x/2 > 0，故这些点位于 G，满足 yk = sin(1/xk)。由连续性，y = sin(1/x)，
所以 (x, y) ∈ G ⊆ T。由度量空间闭集的序列判别 2.30，T 闭。既然 G ⊆ T，就有 clG ⊆ T。

反过来，对任意 y ∈ [−1, 1]，取 θ ∈ [−π/2, π/2] 使 sin θ = y。令

xk =
1

θ + 2πk
, k ≥ 1.

分母至少为 3π/2 > 1，故 0 < xk < 1，且 xk → 0。又 sin(1/xk) = sin(θ + 2πk) = y，所以
(xk, y) ∈ G 且 (xk, y) → (0, y)。因此 L ⊆ clG，结合 G ⊆ clG，得到 T ⊆ clG，闭包等式成
立。

G道路连通，因而连通；连通集的闭包连通，所以 T 连通。它闭且包含于有界矩形 [0, 1]×
[−1, 1]，由 Heine–Borel 定理紧。

图 7.3 中的细曲线只画到 x = 1/80。正文中的序列说明，无论把图截断在多小的正横坐
标处，剩余的振荡仍在每个 (0, y)、−1 ≤ y ≤ 1 附近出现。这解释了整个竖线段 L 为何都属
于闭包。

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
x

-1

0

1

y

(2/π, 1)

G : y = sin(1/x)
L = {0} × [−1, 1]

图 7.3: 正弦曲线闭包 T = G∪L。细线按参数 (1/t, sin t)、1 ≤ t ≤ 80 计算；0 < x < 1/80 的
无限振荡未逐段绘出。粗竖线为闭包新增的 L = {0}× [−1, 1]，不属于 G。图中没有把竖线附
近的区域填成集合。

定理 7.35 (正弦曲线闭包的道路分支). T 的道路分支恰为 G 与 L。特别地，T 连通但不道
路连通。
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证明. 已知 G 道路连通；L 是线段，也道路连通。只需证明不存在从 L 中一点到 G 中一点的
道路。反设有这样的道路

γ : [0, 1] → T, γ(t) = (u(t), v(t)), γ(0) ∈ L, γ(1) ∈ G.

两个坐标函数连续，且 u(t) ≥ 0。零点集 Z = u−1({0}) 是 [0, 1] 中的非空闭集，因而紧。连
续恒等函数在 Z 上取得最大值，记为 a = maxZ。因 u(1) > 0，有 a < 1，并且

u(a) = 0, u(t) > 0 (a < t ≤ 1), v(t) = sin(1/u(t)) (a < t ≤ 1).

这一步选的是最后一个零点，不要求 u 在其后单调。

令 tk = a+ (1− a)/(k + 1)，则 tk > a、tk → a 且 u(tk) > 0。因为下列两个相位倒数都
趋于 0，对每个 k 可取正整数 mk，使

ak =
1

π/2 + 2πmk
, bk =

1

3π/2 + 2πmk
, 0 < bk < ak < u(tk).

函数 u 在 [a, tk] 上连续，端点值为 0, u(tk)，由中间值定理可取 rk, sk ∈ (a, tk)，使

u(rk) = ak, u(sk) = bk.

这些时刻都严格大于 a，所以相应点属于 G，从而

v(rk) = sin(π/2 + 2πmk) = 1, v(sk) = sin(3π/2 + 2πmk) = −1.

由 a < rk, sk < tk 及 tk → a，有 rk, sk → a。v 在 a 连续，迫使两列值都趋于同一个 v(a)，即
同时得到 v(a) = 1 与 v(a) = −1，矛盾。反向道路也不可能存在，所以没有道路分支同时遇
到 G,L。两者各自道路连通、非空且并为 T，故它们恰为两个道路分支。

图 7.4 只使用第一坐标的中间值性质。从 0 到 u(tk) 的连续变化必须经过 ak, bk，但经过
它们的时刻 rk, sk 不必按数值大小排列；证明只需要二者都位于 (a, tk)。此外，G 是 T 中一
个不闭的道路分支，因为它在 T 中的闭包为整个 T。这与连通分支总闭的结论形成区别。

u

0 bk ak u(tk)

0 < bk < ak < u(tk)

sin(1/ak) = 1, sin(1/bk) = −1

u([a, tk]) ⊇ [0, u(tk)]

图 7.4: 第一坐标 u 从 0 变到正值时，其像包含中间的全部坐标值。足够小的 ak, bk 分别迫使
第二坐标等于 1,−1。图中横坐标位置只表示包含与次序，没有按相位公式的比例绘制。
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命题 7.36 (极限竖线处不局部连通). T 在每个 p = (0, y0) ∈ L 处都不局部连通，因而也不局
部道路连通。

证明. 固定 y0 ∈ [−1, 1]，取区间 J = (y0 − 1/2, y0 + 1/2) 和相对开集

U = T ∩ (R× J).

它含 p。由于 J 的长度为 1，−1, 1 不可能都属于 J，所以可选 e ∈ {−1, 1} \J。假设存在连通
开集 V，满足 p ∈ V ⊆ U。由 p ∈ clT G，这个开邻域必与 G 相交；取 (x, sin(1/x)) ∈ V ∩G，
其中 x > 0。第一坐标投影的像 π1(V ) 连通且包含 0, x，所以它包含整个 [0, x]。

若 e = 1，从数列 1/(π/2+2πm)中取足够小的 c ∈ (0, x)；若 e = −1，从 1/(3π/2+2πm)

中作同样选择。两种情形都有 sin(1/c) = e。因 c ∈ π1(V )，V 中存在第一坐标为 c 的点。在
T 中，正第一坐标 c 对应的点唯一，正是 (c, e)。于是 (c, e) ∈ V ⊆ U，要求 e ∈ J，与选择
矛盾。因此 U 中不存在含 p 的连通开邻域，局部连通性失败。局部道路连通必蕴含局部连通，
故后一性质也失败。

7.9 道路连通但不局部连通的梳状空间

仍令 D = {0} ∪ {1/n : n ≥ 1}，在平面中定义

C =
(
D × [0, 1]

)
∪
(
[0, 1]× {0}

)
.

它包含位于 x = 0, 1, 1/2, 1/3, . . . 的竖线段和整条底边。图 7.5 中，每根竖齿都与底边相交，
所以可以通过底边接合道路。但在避开底边的小邻域里，不同竖齿之间没有这种接合。

x

y

p

11/21/3

U = C ∩ {y > 1/2}

W

C = (D × [0, 1]) ∪ ([0, 1]× {0})

图 7.5: 梳状空间 C。图中画出前十二根 x = 1/n 的竖齿、极限竖齿 x = 0 和底边；其余竖齿
趋向 x = 0，未逐根绘出。点 p = (0, 3/4) 的小邻域 W 可避开底边，却必遇到其他竖齿。水
平虚线表示开集 U = C ∩ {y > 1/2} 的截断高度；它不是空间中新加的横边。

命题 7.37 (梳状空间的紧性与道路连通性). C 紧且道路连通。
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证明. 先证D紧。给定D的相对开覆盖，选一个含 0的成员 U0。存在 r > 0使D∩(−r, r) ⊆ U0。
取 N 使 1/N < r，则所有 n ≥ N 的 1/n 都被 U0 覆盖。剩下的至多 N − 1 个点各从覆盖
中选一个成员，连同 U0 就得到有限子覆盖。故 D 紧。由闭区间紧、有限积紧和有限并紧，
D × [0, 1] 与 [0, 1]× {0} 都紧，它们的并 C 紧。

任取 p = (d, y)、q = (d′, y′) 属于 C。定义

αp(t) = (d, (1− t)y), β(t) = ((1− t)d+ td′, 0), αq(t) = (d′, (1− t)y′).

若 y > 0，由 p ∈ C 必有 d ∈ D，所以 αp 沿相应竖齿下降；若 y = 0，它就是底边上的常道
路。因此 αp 始终取值于 C。对 αq，y′ > 0 时有 d′ ∈ D，y′ = 0 时为常道路，也都在 C 中。
因为 d, d′ ∈ [0, 1]，β 始终位于底边。三者的坐标公式都连续，缩小值域后仍连续。先接合 αp

与 β，再接合 αq，得到从 p 到 q 的道路，故 C 道路连通。

命题 7.38 (梳状空间在极限竖齿处的局部障碍). C 在 p = (0, 3/4) 处不局部连通，也不局部
道路连通。

证明. 取含 p 的相对开集

U = C ∩ {(x, y) : y > 1/2} = D × (1/2, 1].

若连通子集 A ⊆ U 含 p，则第一坐标投影 π1(A) ⊆ D 连通且含 0。因为 D 全不连通，只能
有 π1(A) = {0}，所以 A ⊆ {0} × (1/2, 1]。

另一方面，任意含 p 的相对开集 V 都包含某个 C ∩ BR2(p, r)，其中 r > 0。选择 n 使
1/n < r，则

(1/n, 3/4) ∈ C ∩BR2(p, r) ⊆ V.

因此含 p 的开集不可能完全包含于极限竖齿。若存在连通开集 V 满足 p ∈ V ⊆ U，第一段论
证要求它完全位于极限竖齿，第二段却要求它遇到其他竖齿，矛盾。所以空间在 p 处不局部
连通；由局部道路连通蕴含局部连通，它在 p 处也不局部道路连通。



8 商空间与粘合构造

8.1 等价类、饱和集与商拓扑

定义 8.1 (等价关系与商集). 集合 X 上的关系 ∼ 若满足自反性、对称性和传递性，称为等价
关系。对 x ∈ X，记 [x] = {x′ ∈ X : x′ ∼ x}。所有等价类组成商集 X/∼，自然满射

q : X −→ X/∼, q(x) = [x]

称为商投影。对任意满射 p : X → Y，集合 p−1({y}) 称为 y 上的纤维。

等价类确实构成分割：自反性给出 x ∈ [x]；若 z ∈ [x] ∩ [x′]，则由对称性、传递性有
x ∼ x′。对任意 w ∈ [x]，再由传递性得 w ∈ [x′]，所以 [x] ⊆ [x′]；交换两点得反向包含。因此
相交的等价类相同。对满射 p，关系 x ∼ x′ ⇐⇒ p(x) = p(x′) 也满足三条公理，其等价类就
是纤维。

定义 8.2 (饱和集). 给定满射 q : X → Y，子集 A ⊆ X 的饱和化为 q−1(q(A))。若 q−1(q(A)) =

A，则称 A 关于 q 饱和。等价地，饱和集是若干完整纤维之并。

最后一个等价说法可直接验证：q−1(q(A)) 中的点恰好与 A 中某点有相同的像。所以饱
和化补齐 A 遇到的每根纤维，且不会加入其他纤维。此外，任意 B ⊆ Y 的逆像都饱和；每个
饱和集 A 又等于 q−1(B)，其中 B = q(A)。

图 8.1 取 q(s, t) = s，X = [0, 3]× [0, 1]，阴影矩形为 A = [0.7, 1.5]× [0.3, 0.65]。虚线矩
形围出它的饱和化 [0.7, 1.5]× [0, 1]，两者有相同的投影。图中的竖点线表示纤维；虚线边框只
用于区分集合，不表示删去边界。

A

X = [0, 3]× [0, 1]

q−1(q(A))

q

0 0.7 1.5 3

Y

q(A)

图 8.1: 投影下的饱和化。
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定理 8.3 (商拓扑的存在与最细性). 设 X 为拓扑空间，q : X → Y 为集合上的满射。令

Tq = {U ⊆ Y : q−1(U) 在X 中开}.

则 Tq 是 Y 上的拓扑，称为 q 诱导的商拓扑。它是使 q 连续的最细拓扑。

证明. 空集和全集的逆像分别为 ∅, X，都开。任意并的逆像等于逆像之并，有限交的逆像等
于逆像之交，所以 Tq 对任意并与有限交封闭，是拓扑。按其定义，q 对这个拓扑连续。若 S
是另一个使 q 连续的拓扑，则每个 U ∈ S 的逆像在 X 中开，于是 U ∈ Tq。故 S ⊆ Tq，证明
最细性。

定义 8.4 (商映射与商空间). 连续满射 q : X → Y 称为商映射，如果对任意 U ⊆ Y，有

U 在Y 中开 ⇐⇒ q−1(U) 在X 中开.

对等价关系的商集配备商投影诱导的拓扑，得到商空间 X/∼。

商映射不只要求“开集的逆像开”，还要求能由逆像是否开来判定值域中的集合是否开。
这条反向条件决定商拓扑，不由连续满射自动保证。

命题 8.5 (闭集与饱和开集的判据). 连续满射 q : X → Y 是商映射，当且仅当对任意 F ⊆ Y，
F 闭等价于 q−1(F ) 闭。若 q 为商映射，则它在饱和开集与 Y 的开集之间给出一一对应。特
别地，q 为开映射，当且仅当每个开集的饱和化都开。

证明. 对补集使用恒等式 q−1(Y \F ) = X \ q−1(F )，就把闭集判据变成定义中的开集判据。若
A 饱和且开，则 q−1(q(A)) = A 开，故 q(A) 开。反过来，U ⊆ Y 开时，q−1(U) 开且饱和，满
射性又给出 q(q−1(U)) = U。这两种操作互逆，得到一一对应。对任意开集 O ⊆ X，商映射
条件给出

q(O) 开 ⇐⇒ q−1(q(O)) 开.

对所有 O 使用此式，就得到开映射的判据。

8.2 通过商空间定义连续映射

定理 8.6 (商映射的泛性质). 设 q : X → Y 为商映射，Z 为任意拓扑空间。映射 g : Y → Z

连续，当且仅当 g ◦ q 连续。因此，一个连续映射 f : X → Z 若在每根纤维上为常值，便唯一
分解为 f = f̄ ◦ q，其中 f̄ : Y → Z 连续。

证明. 若 g 连续，则复合连续。反之，设 g ◦ q 连续。对 Z 的任意开集 O，有

q−1(g−1(O)) = (g ◦ q)−1(O),

右端在 X 中开，由商映射条件，g−1(O) 在 Y 中开。故 g 连续。

若 f 在纤维上为常值，对 y ∈ Y 选取任一 x ∈ q−1({y})，定义 f̄(y) = f(x)。同一纤维上
取值相同，保证此定义不依赖选择。它满足 f̄ ◦ q = f，由刚证的判据连续。若还有 h ◦ q = f，
对任意 y = q(x) 有 h(y) = f(x) = f̄(y)，故 h = f̄。

对等价类写公式 f̄([x]) = f(x) 时，必须先验证 x ∼ x′ ⇒ f(x) = f(x′)，否则公式甚至没
有定义出映射。验证这一点后，商映射的泛性质才负责连续性。
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命题 8.7 (相同纤维给出的同胚). 设 q : X → Y、p : X → Z 都为商映射，且

q(x) = q(x′) ⇐⇒ p(x) = p(x′).

则 h(q(x)) = p(x) 定义一个同胚 h : Y → Z。

证明. 条件的正向保证 h 定义无歧义，反向保证单射，p 满射保证 h 满射。因为 h ◦ q = p 连
续，由 q 的泛性质，h 连续。逆映射由 h−1(p(x)) = q(x) 给出，满足 h−1 ◦ p = q，由 p 的泛
性质连续。所以 h 为同胚。

命题 8.8 (商映射的复合与检验). 两个商映射的复合仍为商映射。若 q : X → Y 为商映射，
p : Y → Z 为连续满射，则 p 是商映射当且仅当 p ◦ q 是商映射。

证明. 若 p, q 都为商映射，则对任意 U ⊆ Z，有

U 开 ⇐⇒ p−1(U) 开 ⇐⇒ q−1(p−1(U)) 开.

复合是连续满射，所以此式证明复合为商映射。若只知复合为商映射，对满足 p−1(U) 开的集
合 U ⊆ Z，由 q 连续，(p ◦ q)−1(U) 开，再由复合的商映射条件，U 开。结合 p 连续，得到 p

是商映射。

命题 8.9 (紧性与连通性的商像). 紧空间的商空间紧，连通空间的商空间连通，道路连通空间
的商空间道路连通。

证明. 商投影连续且满射，所以整个商空间就是它的连续像。分别应用紧连续像定理、连通连
续像定理和道路连通连续像命题，得到三条结论。这些结论只使用商映射的连续满射部分。

8.3 商映射的充分条件与限制

定理 8.10 (开满射与闭满射). 连续开满射是商映射，连续闭满射也是商映射。从紧空间到
Hausdorff 空间的连续满射是闭商映射。

证明. 若 q 连续、开且满，且 q−1(U) 开，则 U = q(q−1(U)) 开，所以 q 为商映射。若 q 连
续、闭且满，且 q−1(F ) 闭，则 F = q(q−1(F )) 闭，由闭集判据也得商映射。

若 X 紧、Y Hausdorff，连续映射 q : X → Y 把每个闭子集 F ⊆ X 送到紧子集 q(F )，
而 Hausdorff 空间中的紧子集闭。所以 q 闭；再加满射，应用上一段结论。

命题 8.11 (连续满射未必是商映射). 设 Rd 为带离散拓扑的实数集，R 带通常拓扑。恒等满
射 i : Rd → R 连续，但不是商映射。

证明. R的任意开集，其逆像是离散空间的一个子集，因而开，所以 i连续。但 i−1({0}) = {0}
在定义域中开，{0} 在通常实直线中不开，违反商映射的反向条件。

定理 8.12 (饱和开闭子空间上的限制). 设 q : X → Y 是商映射，A ⊆ X 饱和。若 A 开或闭，
则限制 qA : A→ q(A) 仍为商映射；这里两侧均取子空间拓扑。
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证明. 限制映射连续且满射。先设 A开。由饱和性和商映射条件，q(A)在 Y 中开。若 B ⊆ q(A)，
且 q−1

A (B)在 A中开，则因 A开，它在 X 中也开。又 A = q−1(q(A))，所以 q−1
A (B) = q−1(B)。

由商映射条件，B 在 Y 中开，因而在 q(A) 中开，得到结论。

再设 A 闭。饱和性和闭集判据给出 q(A) 在 Y 中闭。若 B ⊆ q(A)，且 q−1
A (B) 在 A 中

闭，则它在 X 中闭；它仍等于 q−1(B)。由商映射的闭集判据，B 在 Y 中闭，从而在 q(A) 中
闭。再用限制映射的闭集判据，就得 qA 是商映射。

命题 8.13 (开商映射与积). 若 q : X → Y 是连续开满射，则对任意空间 Z，q× idZ : X×Z →
Y × Z 是连续开满射，因而为商映射。有限个连续开满射的积也具有这些性质。

证明. 积映射的坐标函数连续，故连续；q 满射使它满射。每个基本开矩形 U × V 的像是
q(U)× V，在 Y × Z 中开。任意积开集为这种矩形之并，像保持并，故整个映射开。由开满
射判据，它是商映射。有限个映射之积可逐个对一个因子应用此结论，再复合，得到连续、开
且满射。有空因子时定义域和值域的相应积均为空，上述性质仍成立。

这里积映射结论附带开性条件；不能仅从两个映射都是商映射，就直接援用这条命题。后
面的紧空间模型会用“紧空间到 Hausdorff 空间的连续满射”另行判定。

8.4 把区间端点粘成圆周

本节使用正弦、余弦的连续性、周期性，以及 (cos θ, sin θ) 对单位圆的通常参数化。特别
地，两个参数给出相同点当且仅当它们相差 2π 的整数倍。记

S1 = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 = 1}, c(t) = (cos 2πt, sin 2πt).

定理 8.14 (端点识别的区间与圆周). 在 [0, 1] 中只将 0 与 1 识别，得到商空间 Q。则 c̄([t]) =

c(t) 给出同胚 Q→ S1。

证明. 映射 c : [0, 1] → S1连续且满射。其定义域紧，值域为欧氏空间的子空间，因而 Hausdorff，
故 c为商映射。若 c(s) = c(t)，则 s−t ∈ Z。对 s, t ∈ [0, 1]，这意味着 s = t，或者 {s, t} = {0, 1}。
反过来，这两种情形确实给出相同的圆周点。所以 c 与商投影 q : [0, 1] → Q 具有相同纤维，
由命题 8.7，诱导映射 c̄ 为同胚。

设 p = c(0) = c(1)。图 8.2 取 δ = 1/12，圆周上的粗弧是开邻域

U = {(cos 2πt, sin 2πt) : −δ < t < δ}.

它也可写为 S1 ∩ {x > cos(2πδ)}，所以相对开。其逆像是 [0, δ) ∪ (1− δ, 1]，两端的半区间必
须同时出现。图中空心圆表示弧端点及其逆像端点未包含，实心的 0, 1 却都属于逆像。

命题 8.15 (半开区间与接缝的区别). 连续双射 c0 : [0, 1) → S1、c0(t) = c(t) 不是商映射，也
不是同胚。另一方面，c : [0, 1] → S1 虽为商映射，却不是开映射。

证明. c0 连续；由参数的周期性，在半开区间上恰好每个圆周点出现一次，所以为双射。取
A = [0, 1/4)，它在 [0, 1)中开，令 B = c0(A)。则 c−1

0 (B) = A开，但 B 在圆周中不开：p ∈ B，
而点列 c(1 − 1/n)、n ≥ 5，都不属于 B，却趋于 p。若 B 开，收敛性要求该列最终位于 B，
矛盾。故 c0 不是商映射。每个同胚都是开满射，因而为商映射，所以它也不是同胚。
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0 1

δ 1− δ c
p

U

c−1(U) = [0, δ) ∪ (1− δ, 1]

图 8.2: 圆周接缝处的开邻域。

在 [0, 1] 中，A = [0, 1/4) 同样相对开，其像仍为 B，在圆周中不开。因此 c 不是开映射。
它为商映射，已在前一定理中证明。

命题 8.16 (实直线模整数). 在 R 中定义 s ∼ t ⇐⇒ s − t ∈ Z。映射 [t] 7→ c(t) 给出同胚
R/Z → S1。相应的 c : R → S1 为开商映射，但不是闭映射。

证明. 扩展到 R 的 c 连续且满射。若 c−1(U) 在 R 中开，则其与 [0, 1] 的交相对开；该交就是
c|[0,1] 对 U 的逆像。因限制为商映射，U 在 S1 中开。所以扩展映射也是商映射。它的纤维恰
为整数平移类，应用相同纤维同胚判据，得到第一个结论。对 R 中任意开集 O，有

c−1(c(O)) =
⋃
k∈Z

(O + k).

右端为开集，故由商映射条件，c(O) 开，所以 c 开。

令 F = {n+ 1/n : n ≥ 2}。这是 R 中的闭集：若 x /∈ F，只需在有界区间 [x− 1, x+ 1]

中避开有限多个 F 的点，就能取得不遇到 F 的 x 的开邻域。有限性来自 n+ 1/n ≥ n，所以
落在该有界区间内的 n 只有有限个。但 c(n+ 1/n) = c(1/n) → p，且 p /∈ c(F )，因为 1/n 不
是整数。因此 c(F ) 不闭，c 不是闭映射。

8.5 商空间的分离性

定理 8.17 (纤维闭性与饱和邻域). 设 q : X → Y 为商映射。则 Y 为 T1 空间，当且仅当每根
纤维在 X 中闭。空间 Y Hausdorff，当且仅当任意两根不同纤维都能分别包含在不交的饱和
开集中。若 Y Hausdorff，则关系集

Rq = {(x, x′) ∈ X ×X : q(x) = q(x′)}

在 X ×X 中闭。

证明. T1 等价于每个单点集闭，而商映射的闭集判据给出 {y} 闭当且仅当 q−1({y}) 闭，所以
第一句成立。

若 Y Hausdorff，对不同点 y, y′ 取不交开邻域 U, V。它们的逆像开、饱和且不交，并分
别包含两根纤维。反之，若这两根纤维分别包含于不交的饱和开集 A,B，则 q(A), q(B) 是 Y

中的开邻域。它们不交：若 z ∈ q(A) ∩ q(B)，饱和性将使同一根非空纤维同时包含于 A,B，
与 A ∩B = ∅ 矛盾。所以 Y Hausdorff。

最后，q× q 连续，且 Rq = (q× q)−1(∆Y )。Hausdorff 空间的对角线闭，因此 Rq 闭。
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例 8.18 (双原点直线). 取两条实直线的拓扑和 E = Ra tRb。将同一非零坐标的两点 ta, tb 识
别，但保留两个不同的原点 0a, 0b。记商空间为 L2，商投影为 q : E → L2。其每根纤维或为
一个原点，或为 {ta, tb}、t 6= 0，都是 Hausdorff 空间 E 中的有限闭集。因此 L2 为 T1 空间。

这个商投影甚至是开映射。若 O ⊆ E 开，把它在两份实线上的坐标部分分别记为开集
Oa, Ob ⊆ R，则 q−1(q(O)) 在两份实线上分别为

Oa ∪ (Ob \ {0}), Ob ∪ (Oa \ {0}).

两者都开，所以饱和化开，由命题 8.5，q 开。
但两个原点在商空间中不能被不交开集分离。若 Ua, Ub 分别是 q(0a), q(0b) 的开邻域，则

存在 εa, εb > 0，使它们的逆像分别含有

(−εa, εa)× {a}, (−εb, εb)× {b}.

选择 0 < t < min{εa, εb}，便有 q(ta) = q(tb) ∈ Ua ∩ Ub。所以 L2 不是 Hausdorff 空间。

图 8.3中的粗线表示两个逆像邻域内所含的小开区间，不是完整逆像的形状。两条虚点线
示意非零坐标的识别，而中间的虚线指出必被两个邻域共同包含的商点。原点没有相互识别。
这个例子说明，纤维逐根闭并不足以保证商空间 Hausdorff。

Ra

Rb

0a

0b

t ̸= 0

Wa ⊆ q−1(Ua)

Wb ⊆ q−1(Ub)

图 8.3: 双原点直线的两个原点。

定理 8.19 (紧 Hausdorff 空间上的闭等价关系). 设 X 紧且 Hausdorff，∼ 为其上的等价关系。
则商空间 Y = X/∼ Hausdorff，当且仅当关系集

R = {(x, x′) ∈ X ×X : x ∼ x′}

闭。满足这些条件时，商投影为闭映射，Y 也紧。

证明. 若商空间 Hausdorff，关系集闭由前一定理给出。现设 R 闭。对 X 的任意闭集 F，
R ∩ (F ×X) 是紧积空间 X ×X 的闭子集，因而紧。其第二坐标投影恰为

π2
(
R ∩ (F ×X)

)
= q−1(q(F )).
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所以饱和化是 X 中的紧子集，因 X Hausdorff 而闭。由商映射的闭集判据，q(F ) 在 Y 中闭。
因此 q 为闭映射。

对任意 x ∈ X，映射 z 7→ (x, z) 连续，等价类 [x] 是它对 R 的逆像，所以闭。任取两个
不同的等价类 C,D，它们是不交闭集。紧 Hausdorff 空间正规，由定理 6.13，可取不交开集
U, V，使 C ⊆ U、D ⊆ V。定义

U∗ = X \ q−1(q(X \ U)), V ∗ = X \ q−1(q(X \ V )).

由于 q 闭且连续，U∗, V ∗ 开；它们又是饱和集的补集，所以饱和。因 X \U ⊆ q−1(q(X \U))，
有 U∗ ⊆ U。若 C 中某点不在 U∗，它的等价类就遇到 X \U，但这个等价类正是 C ⊆ U，矛
盾。因此 C ⊆ U∗。对 D,V 用同一集合公式，得到 D ⊆ V ∗ ⊆ V。于是 U∗, V ∗ 是分别包含两
根纤维的不交饱和开集。由前一定理的判据，Y Hausdorff。最后 q 为连续满射，X 紧，所以
Y 紧。

8.6 方形的粘合：圆柱面与环面

命题 8.20 (圆柱面的方形模型). 在方形 [0, 1]2 中，对每个 t ∈ [0, 1] 识别 (0, t) 与 (1, t)，其
余不增加识别。所得商空间同胚于 S1 × [0, 1]。

证明. 定义 F (s, t) = (c(s), t)。它的各坐标连续，且满射到 S1 × [0, 1]。若 F (s, t) = F (s′, t′)，
先有 t = t′，再有 c(s) = c(s′)，所以 s = s′，或者 s, s′ 为两个端点。这正是所规定的等价关
系。定义域方形紧，值域为 Hausdorff 空间的有限积，故 F 为商映射。由相同纤维同胚判据，
诱导映射是同胚。

圆柱面模型只识别左右边。上、下两条边分别变成两个圆周，彼此没有识别。若再识别
(s, 0) 与 (s, 1)，就得到下面的环面。

定理 8.21 (环面的方形模型). 在 [0, 1]2 中，由

(0, t) ∼ (1, t), (s, 0) ∼ (s, 1)

生成的等价关系，其商空间同胚于 S1 × S1，称为二维环面，记为 T 2。其中方形内部的等价
类为单点，去掉角点的边上等价类为一对对应点，四个角点构成一个等价类。

证明. 考虑连续满射

F : [0, 1]2 −→ S1 × S1, F (s, t) = (c(s), c(t)).

两个点有相同像，当且仅当其第一坐标相同或互为 0, 1，并且第二坐标也相同或互为 0, 1。对
内部点，两坐标都不在端点，故只能是同一点。对非角点的边点，只有位于边界的那个坐标可
交换 0, 1，所以恰有两个点。对角点，两个坐标都可独立交换，故四个角点同像。这些交换均
由规定的边配对得到；反过来，每次边配对都保持 F 的值，所以其传递闭包也只识别同像点。
因此纤维恰为所述等价类。方形紧，S1 × S1 Hausdorff，故 F 为商映射，并由相同纤维同胚
判据得到结论。

图 8.4 中，同字母的两条边按箭头方向逐点配对。左右边箭头同向，上下边箭头也同向；
标成 p 的四个角点最终成为一个点。图中的箭头是配对记号，既不是额外边，也不表示删除
箭头反向的道路。
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[0, 1]2

图 8.4: 环面的方形边配对。

命题 8.22 (环面在三维空间中的模型). 映射

H : S1 × S1 −→ R3, H((a, b), (u, v)) = ((2 + u)a, (2 + u)b, v)

是到其像的同胚，其像等于

T = {(x, y, z) : (
√
x2 + y2 − 2)2 + z2 = 1}.

证明. 映射由有限次实数运算组成，故连续。若点来自定义域，a2 + b2 = 1、u2 + v2 = 1，且
2 + u ≥ 1，所以 ρ =

√
x2 + y2 = 2+ u，z = v。从而 (ρ− 2)2 + z2 = u2 + v2 = 1，像包含于

T。反过来，若 (x, y, z) ∈ T，则 |ρ− 2| ≤ 1，故 ρ ≥ 1。令

(a, b) = (x/ρ, y/ρ), (u, v) = (ρ− 2, z).

两对坐标都属于 S1，代回 H 得原点。这些公式还说明定义域中的点能从像点唯一恢复，因
此 H 为到 T 的连续双射。定义域为两个紧圆周之积，因而紧；值域是 R3 的子空间，因而
Hausdorff。由紧空间到 Hausdorff 空间的连续双射判据，H 为同胚。

8.7 反向粘合与莫比乌斯带

定义 8.23 (莫比乌斯带的商模型). 在 [0, 1]2 中，对每个 t ∈ [0, 1] 识别 (0, t) 与 (1, 1− t)，除
此以外不增加识别，所得商空间称为莫比乌斯带，记为 M。
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图 8.5 的左右边箭头反向。左下角与右上角同为 p，左上角与右下角同为 q。上、下边没
有逐点识别；它们的像仅在这两对端点处接合。这一端点关系与环面的四角全部相同不同，必
须在指定等价关系时保留。

p

pq

q

a a(0, t) ∼ (1, 1− t)

t = 1

t = 0

图 8.5: 莫比乌斯带的反向边配对。

定理 8.24 (莫比乌斯带的三维参数化). 令 r = t− 1/2，定义

Φ(s, t) =
(
(2 + r cosπs) cos 2πs, (2 + r cosπs) sin 2πs, r sinπs

)
.

它诱导 M 到 Φ([0, 1]2) ⊆ R3 的同胚。因此 M 紧、Hausdorff 且道路连通。

证明. 各坐标连续，所以 Φ 连续。在左右边上有

Φ(0, t) = (2 + r, 0, 0), Φ(1, 1− t) = (2 + r, 0, 0),

其中第二式使用 (1− t)− 1/2 = −r、cosπ = −1、sinπ = 0。因此 Φ 在每个规定的等价类上
为常值。

还需排除额外的识别。若 Φ(s, t) = Φ(s′, t′) = (x, y, z)，则

ρ =
√
x2 + y2 = 2 + r cosπs ≥ 3/2 > 0, (x/ρ, y/ρ) = c(s).

对带撇号的参数也有同样两式，所以 c(s) = c(s′)。若 s = s′，由 (ρ− 2, z) = r(cosπs, sinπs)，
得到

r = (ρ− 2) cosπs+ z sinπs.

因此 r = r′，也就是 t = t′。若 s 6= s′，只能是两个端点；交换两组参数后可设 s = 0, s′ = 1。
此时相同的第一坐标给出 2+ r = 2− r′，即 r′ = −r、t′ = 1− t。故相同像点恰是规定的边配
对，没有其他重叠。

由商映射泛性质，Φ 诱导连续双射 Φ̄ : M → Φ([0, 1]2)。方形紧且道路连通，商像 M 也
紧且道路连通。像子空间 Hausdorff，所以 Φ̄ 由紧到 Hausdorff 的连续双射判据为同胚。这也
证明 M Hausdorff。
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命题 8.25 (莫比乌斯带的边缘曲线). 方形上、下边在 M 中的像之并同胚于 S1。

证明. 记商投影为 q : [0, 1]2 →M，定义

η(u) =

q(2u, 0), 0 ≤ u ≤ 1/2,

q(2u− 1, 1), 1/2 ≤ u ≤ 1.

两段连续，在 u = 1/2 处分别取 q(1, 0)、q(0, 1)，它们由反向配对相等，故有限闭粘贴保证 η

连续。端点满足 η(0) = q(0, 0) = q(1, 1) = η(1)。在每一条水平边的内部，没有两个不同点被
识别；两条水平边的内部也不互相识别。两段在中间的公共值只对应参数 u = 1/2，而另一对
角点只对应 u = 0, 1。所以 η 的纤维除了端点对 {0, 1} 之外均为单点。它遂诱导从端点识别
的区间到所述边缘子空间的连续双射。前者同胚于 S1，因而紧；后者为 Hausdorff 空间 M 的
子空间。再用紧到 Hausdorff 的连续双射判据，就得到同胚。

8.8 压缩闭子集与球面

定义 8.26 (把子集压成一点). 设 A ⊆ X 非空。将 A 的所有点相互识别，而 X \A 中各点只
与自身等价，得到商空间 X/A。被压缩的等价类记为 ∗。当 A = ∅ 时，约定 X/A = X，不
添加新点。

命题 8.27 (压缩映射的泛性质与分离性). 从 X/A 到 Z 的连续映射，与从 X 到 Z 且在 A

上为常值的连续映射一一对应。若 X 紧且 Hausdorff，A 闭，则 X/A 紧且 Hausdorff。若 A

非空且不闭，则 X/A 不是 T1 空间。

证明. 当 A 6= ∅ 时，压缩投影除纤维 A 外的所有纤维都是单点。所以映射在所有纤维上为常
值，恰好等价于它在 A 上为常值；商映射泛性质给出唯一连续分解。A = ∅ 时，投影为恒等
映射，结论也成立。

若 X 紧且 Hausdorff、A 闭，则关系集为

R = ∆X ∪ (A×A).

对角线闭，闭集之积闭，有限并也闭。由定理 8.19，商空间紧且 Hausdorff。若 A 非空且不
闭，它是点 ∗ 的非闭纤维。由 T1 纤维判据，X/A 不满足 T1。

例 8.28 (压缩闭区间中的一段). 取 X = [−2, 2]、A = [−1/2, 1/2]，定义

f(x) =


x+ 1/2, −2 ≤ x ≤ −1/2,

0, −1/2 ≤ x ≤ 1/2,

x− 1/2, 1/2 ≤ x ≤ 2.

三段在公共端点取值一致，有限闭粘贴保证 f 连续。它满射到 [−3/2, 3/2]，其非单点纤维恰
为 A，其他纤维为单点。定义域紧、值域 Hausdorff，故 f 是商映射，诱导 X/A ∼= [−3/2, 3/2]。
图 8.6 的粗段整体映到 0；虚线只表示这次压缩，不是新加入的区间。
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−2 −1/2 1/2 2

A

f

−3/2 3/20 = f(A)

图 8.6: 把一段闭区间压成一点。

定理 8.29 (闭球边界压缩为球面). 对 n ≥ 1，记

Dn = {x ∈ Rn : ‖x‖2 ≤ 1}, ∂Dn = Sn−1 = {x : ‖x‖2 = 1}.

则 Dn/∂Dn 同胚于 Sn。

证明. 先核对边界记号。若 ‖x‖2 < 1，半径 1 − ‖x‖2 的开球包含于 Dn，所以这样的点在
内部；若 ‖x‖2 > 1，反三角不等式给出避开 Dn 的小开球。若 ‖x‖2 = 1，对任意 ε > 0 取
0 < h < min{ε, 1}，则 (1− h)x 在球内、(1 + h)x 在球外，两者与 x 的距离均为 h。因此每
个邻域都遇到球及其补集，这些点恰构成边界。

对 x ∈ Dn，令 r = ‖x‖2、a = 1− r，定义

F (x) =

(
2ax

a2 + r2
,
r2 − a2

a2 + r2

)
∈ Rn × R.

因为
a2 + r2 = (1− r)2 + r2 = 2(r − 1/2)2 + 1/2 ≥ 1/2,

公式在整个闭球上都有定义，各坐标连续。又∥∥∥∥ 2ax

a2 + r2

∥∥∥∥2
2

+

(
r2 − a2

a2 + r2

)2

=
4a2r2 + (r2 − a2)2

(a2 + r2)2
= 1,

所以 F 的值域包含于 Sn。当 r = 1 时，a = 0，故整个边界都映到北极 N = (0, . . . , 0, 1)。

对 r < 1，设 h(x) = x/(1− ‖x‖2)。这个映射把开单位球双射到 Rn，其逆为

h−1(v) =
v

1 + ‖v‖2
.

事实上，后者的范数为 ‖v‖2/(1 + ‖v‖2) < 1，代入 h 得 v；反向代入则利用 1 + ‖h(x)‖2 =

1/(1 − r)，恢复 x。两式的分母都处处正，所以两映射连续。由立体投影定理 4.44 中的逆映
射 ψ，直接代入可得

F (x) = ψ(h(x)) (r < 1).

因此 F 在开球上为到 Sn \ {N} 的同胚。结合边界映到 N，得到 F 为满射，且纤维恰为整条
边界和内部的各个单点。

由紧闭球到 Hausdorff 球面的连续满射判据，F 为商映射。它与边界压缩投影具有相同
纤维，所以诱导所需同胚。当 n = 1 时，D1 = [−1, 1] 的边界只有两个端点，上述公式仍然有
效。
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8.9 沿映射粘合两个空间

定义 8.30 (附着空间). 设 A ⊆ X，f : A → Y 连续。在拓扑和 E = X t Y 中，由关系
a ∼ f(a)、a ∈ A，生成等价关系，所得商空间记为 X ∪f Y。记商投影为 q : E → X ∪f Y，两
侧的自然映射为 jX = q|X、jY = q|Y。

“生成”表示取包含指定配对的最小等价关系。其等价类可以具体列出：每个 x ∈ X \ A
自成一类；对每个 y ∈ Y，另一类为 {y} ∪ f−1({y})。这确实给出分割且包含所有指定配对；
任何包含这些配对的等价关系都必须把这一类内的点识别，故没有遗漏或多加的识别。特别
地，Y 的不同点不被相互识别，但 A 中有相同 f 值的点会被识别。

定理 8.31 (附着空间的映射判据). 给定连续映射 gX : X → Z、gY : Y → Z。存在连续映射
g : X ∪f Y → Z 满足 g ◦ jX = gX、g ◦ jY = gY，当且仅当

gX |A = gY ◦ f.

存在时这个映射唯一。

证明. 若 g存在，因 jX(a) = jY (f(a))，代入即得相容条件。反过来，在拓扑和上定义G|X = gX、
G|Y = gY。由拓扑和的泛性质，G : E → Z 连续。相容条件保证它在每个 {y} ∪ f−1({y}) 上
取同一个值；单点等价类当然也满足此条件。所以 G 在每根商纤维上为常值，由商映射泛性
质得到唯一连续分解 G = g ◦ q，它的两侧限制正是所需映射。

定理 8.32 (闭子集附着时的嵌入). 若 A 在 X 中闭，则 jY 是闭嵌入；jX 在 X \ A 上的限
制是到一个开子空间的同胚。若另有 X,Y 紧且 Hausdorff，则附着空间紧且 Hausdorff。

证明. 由等价类的描述，jY 单射且连续。若 F ⊆ Y 闭，则

q−1(jY (F )) ∩X = f−1(F ), q−1(jY (F )) ∩ Y = F.

第一集合在 A 中闭，又因 A 在 X 中闭，所以它在 X 中闭。第二集合在 Y 中闭，因此整个
逆像在拓扑和中闭。由商映射闭集判据，jY (F ) 在附着空间中闭。这说明 jY 是闭单射，故为
闭嵌入。

X \ A 是 E 中的饱和开集，其上的商限制为商映射，且每根纤维是单点，所以该限制为
连续双射的商映射。对定义域中的任意开集，其像的逆像就是原集，商条件使像开，故它为同
胚。该像在附着空间中开，也由饱和开集判据得到。

最后设 X,Y 紧且 Hausdorff。有限拓扑和 E 紧且 Hausdorff。其关系集在四个积块中的
部分依次为

X ×X : ∆X ∪ {(a, a′) ∈ A2 : f(a) = f(a′)},
X × Y : {(a, f(a)) : a ∈ A},
Y ×X : {(f(a), a) : a ∈ A},
Y × Y : ∆Y .

A 是紧空间 X 的闭子集，所以紧。第二个关系片段是连续映射 a 7→ (a, f(a)) 的紧像，在
Hausdorff 空间 X × Y 中闭；第三个片段由坐标交换也闭。第一块中，∆X 闭，而另外一部
分是 (f × f)−1(∆Y )，先在 A2 中闭，再因 A2 在 X2 中闭而在 X2 中闭。第四块的对角线闭。
四个积块在 E ×E 中均开闭，所以这些片段的有限并在 E ×E 中闭。由紧 Hausdorff 空间上
的闭等价关系定理，附着空间紧且 Hausdorff。
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当 A 6= ∅、Y 为单点、f 为常映射时，附着空间就是把 A 压成一点的构造。若 A = ∅，
则没有识别，附着空间为 X t Y。一般情形中，jX 未必是嵌入：若不同的 a, a′ ∈ A 满足
f(a) = f(a′)，则 jX(a) = jX(a′)，它连单射都不是。

8.10 实射影空间的商模型与坐标

定义 8.33 (实射影空间). 对 n ≥ 1，在单位球面 Sn ⊆ Rn+1 上识别每对对径点 u,−u，所得
商空间称为 n 维实射影空间，记为 RPn。商投影记为 π : Sn → RPn。对非零向量 x ∈ Rn+1，
记 [x] = π(x/‖x‖2)。

定理 8.34 (直线模型与球面模型). 对非零向量 x, y，[x] = [y] 当且仅当 y = λx，其中 λ 6= 0。
映射

p : Rn+1 \ {0} → RPn, p(x) = [x]

是商映射。因此 RPn 也可视为过原点的直线之集，并配备相应商拓扑。它紧、Hausdorff 且
道路连通，球面商投影 π 为开映射。

证明. [x] = [y] 等价于 y/‖y‖2 = ±x/‖x‖2，即 y = λx，其中 λ = ±‖y‖2/‖x‖2 6= 0。反过来，
若 y = λx，归一化后只相差 λ/|λ| = ±1，故两点等价。

归一化映射连续，p是它与 π 的复合，因而连续且满射。若 p−1(U)在非零向量空间中开，
其与 Sn 的交就是 π−1(U)，在 Sn 中相对开。因为 π 是商映射，U 在 RPn 中开，故 p 也为
商映射。它的纤维恰为每条过原点直线去掉原点后的部分，给出直线模型。

球面紧，其商空间紧。球面上的关系集是 ∆Sn ∪ {(u,−u) : u ∈ Sn}。第一部分闭；第二
部分是紧球面在连续映射 u 7→ (u,−u) 下的像，在 Hausdorff 积空间中闭。因此关系集闭，商
空间 Hausdorff。对 n ≥ 1，球面 Sn 道路连通，由命题 7.33，所以射影空间道路连通。最后，
对球面中的任意开集 O，其饱和化是 O ∪ (−O)。对径映射是同胚，所以该饱和化开，由开映
射的饱和化判据，π 为开映射。

定理 8.35 (射影空间的仿射坐标). 用坐标 x0, . . . , xn 表示 Rn+1 中的向量。对 0 ≤ i ≤ n，令

Ui = {[x] : xi 6= 0}, ϕi : Ui → Rn, ϕi([x]) = (xj/xi)j ̸=i.

则 Ui 是开集，ϕi 是同胚，且
⋃n

i=0 Ui = RPn。因此射影空间每点都有同胚于 Rn 的开邻域，
并且第二可数。

证明. 同一非零标量同时乘在所有坐标上，不改变 xi 是否为零，也不改变各比值，所以 Ui

和 ϕi 都与代表元的选择无关。集合 Vi = {u ∈ Sn : ui 6= 0} 开且饱和，Ui = π(Vi)，故 Ui

开。球面上的比值映射 u 7→ (uj/ui)j ̸=i 连续，它等于 ϕi ◦ π|Vi。由饱和开子空间的商限制定
理，π|Vi : Vi → Ui 是商映射，再由泛性质，ϕi 连续。

给定 z = (zj)j ̸=i ∈ Rn，令 wi = 1、wj = zj 对 j 6= i，定义

θi(z) = π

(
w

‖w‖2

)
= [w].

因为 wi = 1，向量从不为零，归一化及投影均连续，故 θi 连续。比值计算给出 ϕi(θi(z)) = z。
对 [x] ∈ Ui，由比值重建的向量是 x/xi，与 x 为非零倍数，故 θi(ϕi([x])) = [x]。所以两映射
互逆，ϕi 为同胚。每个非零向量至少一个坐标非零，因此这些开集覆盖整个射影空间。
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为证明第二可数，在每个 Rn 中取由有理球心、正有理半径组成的可数基 Bi。各 ϕ−1
i (B)、

B ∈ Bi，在 Ui 中开，而 Ui 在整个射影空间中开，所以它们也在整个空间中开。有限个可数
族的并仍可数。若 O 是射影空间中的开集、p ∈ O，先取含 p 的某个 Ui，再在开集 ϕi(O∩Ui)

中选基元 B，使 ϕi(p) ∈ B ⊆ ϕi(O ∩ Ui)。于是 p ∈ ϕ−1
i (B) ⊆ O，证明该可数族为全空间的

基。

图 8.7 画出 n = 1 时的截面。单位圆上两点 (3/5, 4/5)、(−3/5,−4/5) 代表同一条直线；
该直线与 y = 1 相交于 (3/4, 1)，故在 y 6= 0 的坐标图中取值为 3/4。图中的虚线是过原点的
直线，水平实线是仿射截面，都不是球面中新加的子集。

x

y

y = 1
(3/5, 4/5)

(−3/5,−4/5)

(3/4, 1)

0

[x : y] 7−→ x/y

图 8.7: 射影直线的仿射截面。

命题 8.36 (坐标变换与射影直线). 在 Ui ∩ Uj、i 6= j 上，记 zk = xk/xi、k 6= i。从第 i 张图
到第 j 张图的坐标变换为

z′i =
1

zj
, z′k =

zk
zj

(k 6= i, j), zj 6= 0.

此外，RP1 同胚于 S1。

证明. 在交集内 xi, xj 6= 0，所以 zj = xj/xi 6= 0。新坐标的第 i 分量是 xi/xj = 1/zj，其他第
k 分量为 xk/xj = (xk/xi)/(xj/xi) = zk/zj。这证明所写公式，且各分母在定义域上非零，故
坐标变换连续。

在 S1 上定义 d(u, v) = (u2 − v2, 2uv)。由 (u2 − v2)2 +4u2v2 = (u2 + v2)2 = 1，其值域在
单位圆中。参数写成 (u, v) = (cos θ, sin θ) 时，二倍角公式给出 d(u, v) = (cos 2θ, sin 2θ)，所
以 d 满射。两个参数的像相同，当且仅当 2θ − 2θ′ ∈ 2πZ，即 θ − θ′ ∈ πZ，等价于原圆周点
相同或互为对径点。因此 d 诱导连续双射 RP1 → S1。射影直线紧，单位圆 Hausdorff，由紧
到 Hausdorff 的连续双射判据，这个映射为同胚。
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