
代数学讲义

第二册 群的结构理论

摘要 本册共九章。从合成因子、可解群与幂零群出发，进一步构造直积、
半直积与分裂扩张；再由集合截面推导交换核扩张的二余循环，证明扩张
等价的分类，并计算循环中心扩张、二面体群、四元数群和补子群。第五章
从群作用、循环型与中心化子出发，证明交错群单性，研究本原作用及其仿
射结构。第六章给出不超过三十一阶及三十六阶群的分类，并处理多个一般
阶族、子群与商群、幂映射、自同构和扩张的分裂；十六阶通过交换正规核、
作用与进位参数完成去重；奇素数四次幂阶另给出十五类，并处理特征三例
外。第七章从约化词构造自由群，证明生成元与关系的泛性质、Tietze变换、
自由积正规形与 Nielsen–Schreier定理，推导子群秩公式、导出群的无限自
由基及剩余有限性。第八章研究 Frattini 子群与 Burnside 基定理、Fitting
自中心化和 Fitting 列，并证明可解有限群的 Hall 与 Schur–Zassenhaus 定
理。第九章从线性作用与群代数开始，证明 Maschke定理及其逆、Schur引
理、等型分解与循环群的谱投影。以完全可约性作为本册终点；特征标、诱
导表示及更深的组合群论另设后续专题。

中文讲义 审校版（2026 年 10 月 29 日）
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记号与承接

本册承接第一册。前六章使用群与子群、陪集、Lagrange 定理、正规子群、商群，以及
循环群的基本性质。第六章还使用第一册群论章已证明的 Sylow 子群存在、共轭与数目定理；
有限 p 群的中心及半直积性质在本册第三、四章证明。置换的符号沿用第一册线性代数章的
定义；在具体例子中重新列出所用公式。

群的单位元为 e，整数加法群的单位元为 0。置换与映射均从右向左复合。Cn 表示阶为
n 的循环群；本册取模型 Cn = Z/nZ，其运算为加法。Sn 表示集合 {1, . . . , n} 上的置换群。
H ≤ G 表示子群，H ⊴ G 表示正规子群，允许 H = G；严格包含另以 ⊊ 或 ⊋ 表示。商群的
单位元是分母子群本身。

第七章不预设拓扑学，以词和边路径构造自由群及其子群；第八章的 Hall 与 Schur–
Zassenhaus 结论明确限定可解有限群；第九章另使用第一册的有限维线性代数。第四章的
二余循环分类限于交换核和给定作用，并不覆盖一般非交换核扩张。

本册定理按章编号，章号从一重新开始。证明中给出的公式与映射采用本册的统一记号；
文献说明列出实际参考的讲义节段。
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1 正规列与合成因子

1.1 把一次取商接着做下去

第一册已经构造了商群。若 N ⊴ G，投影 q : G → G/N 将 N 中的元素识别为单位元。
商群描述这次识别以后的运算，但 N 内部仍有结构可研究。若再取 K ⊴ N，便得到第二个
商群 N/K。沿着子群列继续这一过程，就能比较群在不同层次上的因子。

定义 1.1 (次正规列、正规列与加细). 群 G 的有限次正规列是一个子群列

G = G0 ⊇ G1 ⊇ · · · ⊇ Gr = {e}, Gi+1 ⊴ Gi (0 ≤ i < r).

商群 Gi/Gi+1 称为该列的因子。若每个 Gi 都正规于 G，称该列为正规列。若每次包含都严
格，称该列无重复，其长度为 r。平凡群的长度零的列只有一项 G = {e}，没有因子。

在原列的若干相邻项之间插入子群，保留所有原项，并使得到的列仍为次正规列，称为加
细。若插入了至少一个不同于原有各项的子群，称为真加细。

在正规列中，Gi+1 ⊴ G。因而任取 x ∈ Gi ⊆ G，有

xGi+1x
−1 = Gi+1,

所以正规列确实是次正规列。但次正规列中的正规条件只逐层施加，不能据此推出 Gi+2 ⊴ Gi。
下面把这一点放在一个可以逐项计算的例子中。

例 1.2 (正规性不传递). 在 S4 中令

a = (12)(34), b = (13)(24), c = (14)(23), V = {e, a, b, c}.

每个置换都是两个不相交对换之积，故 a2 = b2 = c2 = e。计算 ab 和 ba 在四个字母上的像，
得到

x 1 2 3 4

ab(x) 4 3 2 1

ba(x) 4 3 2 1

所以ab = ba = c.

由结合律，

ac = a(ab) = b, ca = (ab)a = b, bc = b(ab) = a, cb = (ab)b = a.

这给出完整的乘法表：
e a b c

e e a b c

a a e c b

b b c e a

c c b a e

表内乘积仍在 V 中，且每个元素的逆元仍在 V 中；结合律来自 S4。因此 V 是交换子群。令
H = {e, a}。对 v ∈ V, h ∈ H，交换性给出 vhv−1 = h，故 H ⊴ V。

1
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任取 σ ∈ S4。共轭公式为

σ(ij)σ−1 = (σ(i) σ(j)).

确实，左边把 σ(i) 送到 σ(j)，把 σ(j) 送到 σ(i)，并固定其余字母。因此

σ(ij)(k`)σ−1 = (σ(i) σ(j))(σ(k) σ(`)).

当 i, j, k, ` 是四个不同字母时，右边仍是 a, b, c 中的一个，所以 σV σ−1 ⊆ V。把 σ 换成 σ−1，
得到 σ−1V σ ⊆ V，两边再以 σ 共轭，便有 V ⊆ σV σ−1。于是 V ⊴ S4。然而

(123)a(123)−1 = (23)(14) = c /∈ H.

这说明 H ⊴ V ⊴ S4，但 H 不正规于 S4。

命题 1.3 (群阶与因子阶). 若 G 有限，则任意次正规列满足

|G| =
r−1∏
i=0

|Gi/Gi+1|.

若该列无重复，则 2r ≤ |G|。

证明. Lagrange 定理给出

|Gi/Gi+1| = [Gi : Gi+1] =
|Gi|
|Gi+1|

.

当 r ≥ 1 时，乘积逐项约去中间的群阶，得到
r−1∏
i=0

|Gi/Gi+1| =
|G0|
|G1|

|G1|
|G2|

· · · |Gr−1|
|Gr|

=
|G|
1

= |G|.

当 r = 0 时，空乘积约定为 1，而此时 G = {e}，等式仍成立。若包含严格，各因子都有至少
两个元素，故

|G| =
r−1∏
i=0

|Gi/Gi+1| ≥
r−1∏
i=0

2 = 2r.

1.2 商群的子群怎样回到原群

要判断一个因子能否继续分解，需要在商群的正规子群和原群的中间子群之间往返。为
此，先把子群对应中的映射和逆映射写清楚。

定理 1.4 (子群对应). 设 N ⊴ G，q : G→ G/N 为投影 q(g) = gN。映射

H 7−→ H/N, U 7−→ q−1(U)

在包含 N 的子群 H ≤ G 与子群 U ≤ G/N 之间互逆，并保持包含关系。这里把 H/N 看作
G/N 中的子群。并且

H ⊴ G ⇐⇒ H/N ⊴ G/N.

若这两个正规条件成立，则映射

Φ : (G/N)/(H/N) −→ G/H, (gN)(H/N) 7−→ gH

是群同构。
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证明. 先检查对应的两个方向。若 N ⊆ H ≤ G，则对 h ∈ H 有 hNh−1 = N，故 N ⊴ H。集
合

H/N = {hN : h ∈ H}

是 G/N 的子集，含单位元 N；对 h1, h2 ∈ H，

(h1N)(h2N)−1 = (h1h
−1
2 )N ∈ H/N.

所以它是子群，且运算就是 G/N 的运算限制。

若 U ≤ G/N，则 e ∈ q−1(U)，因为 q(e) = N 是 U 的单位元。对 x, y ∈ q−1(U)，

q(xy−1) = q(x)q(y)−1 ∈ U,

故 xy−1 ∈ q−1(U)，这证明 q−1(U) ≤ G。又因 n ∈ N 时 q(n) = N ∈ U，该子群包含 N。

接着检查互逆。对 x ∈ G，

x ∈ q−1(H/N) ⇐⇒ xN = hN 对某个h ∈ H

⇐⇒ h−1x ∈ N 对某个h ∈ H

⇐⇒ x ∈ H.

最后一个等价的正向使用 x ∈ hN ⊆ H；反向可取 h = x。因此 q−1(H/N) = H。若 u ∈ U，
投影的满射性给出 g ∈ G 使 q(g) = u，此时 g ∈ q−1(U)，故 u ∈ q(q−1(U))。另一个包含由逆
像定义得到，于是

q(q−1(U)) = U.

若 H1 ⊆ H2，则每个 hN ∈ H1/N 也属于 H2/N。若 U1 ⊆ U2，则 q(x) ∈ U1 蕴含 q(x) ∈ U2。
这证明两个方向都保持包含。互逆性还说明严格包含对应于严格包含。

现在检查正规性。若 H ⊴ G，则任取 g ∈ G,h ∈ H，

(gN)(hN)(gN)−1 = (ghg−1)N ∈ H/N.

故 (gN)(H/N)(gN)−1 ⊆ H/N。将 g换成 g−1后共轭回来，得到相反包含，因而H/N ⊴ G/N。

反过来，若 H/N ⊴ G/N，则同一公式说明

q(ghg−1) ∈ H/N, ghg−1 ∈ q−1(H/N) = H.

于是 gHg−1 ⊆ H。对 g−1 已得 g−1Hg ⊆ H，故

H = g(g−1Hg)g−1 ⊆ gHg−1.

两个包含给出 H ⊴ G。

最后证明所写的 Φ 是同构。首先，gN = g′N 时 g′−1g ∈ N ⊆ H，所以 gH = g′H。若改
变外层陪集的代表，令

(gN)(H/N) = (g′N)(H/N),

则 (g′−1g)N ∈ H/N，由刚证明的逆像等式可得 g′−1g ∈ H，因此仍有 gH = g′H。这同时检
查了两层代表的选择。

对 g, k ∈ G，

Φ
(
((gN)(H/N))((kN)(H/N))

)
= Φ((gkN)(H/N))

= (gk)H = (gH)(kH).
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这等于两个像的乘积，故 Φ 是同态。每个 gH 都是 (gN)(H/N) 的像，所以满射。若两个像
相同，则

gH = kH =⇒ k−1g ∈ H =⇒ (k−1g)N ∈ H/N

进而 (gN)(H/N) = (kN)(H/N)，所以单射。同态、单射、满射均已证明。

推论 1.5 (单因子与极大正规子群). 设 N ⊴ G 且 N 6= G。商群 G/N 没有非平凡真正规子
群，当且仅当不存在满足

N ⊊ K ⊊ G, K ⊴ G

的子群。满足后一条件的 N 称为 G 的极大真正规子群。

证明. 由定理 1.4，中间正规子群 K 与商群的正规子群 K/N 对应。因为对应互逆且保持严
格包含，

N ⊊ K ⊊ G ⇐⇒ {N} ⊊ K/N ⊊ G/N.

故两边存在这类子群的条件等价，同时不存在的条件也等价。

“极大”按包含关系理解：它只排除严格位于 N 与 G 之间的真正规子群，并不要求所有
真正规子群都包含于 N。不同的极大真正规子群可以同时存在。

1.3 合成列的存在与加细

定义 1.6 (单群与合成列). 非平凡群 S 称为单群，若它的正规子群只有 {e} 与 S。各因子都
是非平凡单群的有限次正规列称为合成列，相应因子称为合成因子。平凡群的长度零的列也
称为合成列。

引理 1.7 (素数阶群). 若群 P 的阶为素数 p，则 P ∼= Cp，且 P 是单群。

证明. 取 x 6= e。由 Lagrange 定理，|〈x〉| 整除 p，又不等于 1，所以等于 p。因此 〈x〉 = P。
定义

α : Z/pZ −→ P, k + pZ 7−→ xk.

若 k − ` = pt，则 xk = xℓ(xp)t = xℓ，故良定义；又有 xk+ℓ = xkxℓ，故保持运算。由 x 生成
P 可知满射。若 xk = xℓ，将 k− ` 除以 p 写成 pt+ r，其中 0 ≤ r < p，则 xr = e。x 的阶为
p，故 r = 0，得到 k + pZ = `+ pZ，所以单射。

任意子群 L ≤ P 的阶也整除 p，只能为 1 或 p，从而 L = {e} 或 L = P。正规子群是子
群，故 P 单。

命题 1.8 (合成列的极大性). 无重复次正规列是合成列，当且仅当它没有真加细。这也等价于
每个 Gi+1 都是 Gi 的极大真正规子群。

证明. 在 Gi ⊋ Gi+1 之间只插入一个子群 K，需要满足

Gi+1 ⊴ K ⊴ Gi, Gi+1 ⊊ K ⊊ Gi.

因为原已有 Gi+1 ⊴ Gi，条件 Gi+1 ⊴ K 对任何这样的中间子群都自动成立。推论 1.5 于是说
明：能插入这样的 K，当且仅当 Gi/Gi+1 不是单群。
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还须排除一次插入多个子群的可能。若在这两个原项间有真加细

Gi ⊋ K1 ⊋ · · · ⊋ Kt ⊋ Gi+1,

则 K1 ⊴ Gi，而 Gi+1 ⊴ K1 仍由原列的正规性限制得到。因此单独插入 K1 已可构成真加细。
反之，插入一个子群就是一种真加细。逐个相邻区间应用这一结论，得到命题的三个条件等
价。

命题 1.9 (有限群合成列的存在). 每个有限群都有合成列；有限群的任意无重复次正规列都可
以加细成合成列。

证明. 先对 |G| 作强归纳，证明存在性。|G| = 1 时使用长度零的列。设 |G| > 1，并已对阶小
于 |G| 的群证明结论。G 的真正规子群集合含 {e}，非空；又因为 G 有限，其子集只有有限
多个，故可在真正规子群中选取阶最大的一个 M。

若有 M ⊊ K ⊊ G 且 K ⊴ G，则 |M | < |K|，与选择矛盾。因此 M 是极大真正规子群，
由推论 1.5，G/M 单。又有 |M | < |G|，归纳假设给出

M =M0 ⊋M1 ⊋ · · · ⊋Ms = {e}

的一条合成列。在前面接上 G 后，新的第一个因子是单群 G/M，其余因子就是原列因子，故
得到 G 的合成列。

再证明加细结论。若某个相邻因子不是单群，命题 1.8 给出一个可以插入的中间子群。每
次插入使无重复列的长度增加 1，而命题 1.3 给出统一界 2r ≤ |G|。所以不能无限插入。终止
时每个因子都是单群，所得无重复列是合成列，并保留原列的所有不同子群。

若初始列含有重复项，可以先删除重复项，再应用命题加细。若坚持在列中保留同一子群
的多次出现，则那些平凡因子仍会存在，按定义不能称为合成列。

1.4 两个极大正规子群的交

比较两条合成列时，第一步可能已经选了不同的极大真正规子群。以下引理给出两种选
择之间的联系。

引理 1.10. 设 M,N 是群 G 的两个不同的极大真正规子群，令 D =M ∩N。则 D ⊴ G，并
且

MN = NM = G, M/D ∼= G/N, N/D ∼= G/M.

特别地，D 在 M,N 中都是极大真正规子群。本引理不要求 G 有限。

证明. 若 M ⊆ N，则由 N ⊴ G、N 6= G 及 M 的极大性可得 M = N，矛盾。若 N ⊆M，则
由 M ⊴ G、M 6= G 及 N 的极大性又得 N =M，仍矛盾。故存在

m0 ∈M \N, n0 ∈ N \M.

因而 D ⊊M 且 D ⊊ N。对 g ∈ G，

gDg−1 = g(M ∩N)g−1 = (gMg−1) ∩ (gNg−1) =M ∩N = D.

中间的集合等式来自共轭映射的双射性；因此 D ⊴ G，也就正规于 M,N。
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记 MN = {mn : m ∈M,n ∈ N}。它含 e，而

(m1n1)(m2n2) = m1(n1m2n
−1
1 )(n1n2) ∈MN,

(mn)−1 = n−1m−1 = (n−1m−1n)n−1 ∈MN.

这里两处都用了 M ⊴ G。因此 MN 是子群。又对 g ∈ G，

g(mn)g−1 = (gmg−1)(gng−1) ∈MN,

所以 g(MN)g−1 ⊆ MN；将 g 换成 g−1 并共轭回来即得反向包含。因此 MN ⊴ G。由于
n0 ∈MN \M，它严格包含 M；M 的极大性给出 MN = G。此外

mn = n(n−1mn) ∈ NM, nm = m(m−1nm) ∈MN,

故 MN = NM。

现在直接构造两个同构。定义

α :M/D −→ G/N, mD 7−→ mN.

若 mD = m′D，则 m′−1m ∈ D ⊆ N，所以 mN = m′N，故良定义。对 m1,m2 ∈M，

α((m1D)(m2D)) = (m1m2)N = (m1N)(m2N) = α(m1D)α(m2D).

若 α(mD) = α(m′D)，则 m′−1m ∈ N，而此元素又在 M 中，故属于 D，得到 mD = m′D。
所以 α 单射。任取 gN ∈ G/N，由 MN = G 可写 g = mn，其中 m ∈ M,n ∈ N，于是
gN = mN = α(mD)，故满射。

第二个映射为
β : N/D −→ G/M, nD 7−→ nM.

若 nD = n′D，则 n′−1n ∈ D ⊆M，所以 nM = n′M，映射良定义；且

β((n1D)(n2D)) = (n1n2)M = (n1M)(n2M) = β(n1D)β(n2D).

若 nM = n′M，则 n′−1n ∈ N ∩M = D，得到 nD = n′D，故单射。由 NM = G，每个 g 可
写成 nm，于是 gM = nM = β(nD)，故满射。

M,N 的极大性使 G/M,G/N 都单，以上同构使 M/D,N/D 都单。再由推论 1.5 分别
在群 M,N 内应用，D 在两者中都是极大真正规子群。

图 1.1的每条线段表示端点子群之间的包含关系，较大的子群画在上方；线旁写的是较大
群除以较小群所得的因子。图中的同构交叉配对为

G/M ∼= N/D, G/N ∼=M/D.

它们比较的是商群，图本身并不声称 M 与 N 同构。
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G = MN

M N

D = M ∩N

G/M G/N

M/D N/D

图 1.1: 极大正规子群的交

1.5 Jordan–Hölder 定理

先约定比较因子的记法。用 [S] 表示群 S 的同构类型：[S] = [T ] 的意思是 S ∼= T。本章
只比较有限条合成列中出现的群，无须把所有群的同构类型组成一个集合。多重集允许同一
个类型出现多次；例如

{[C2], [C2], [C3]}

中 [C2] 的重数为 2，[C3] 的重数为 1。两个多重集相等，是指每个类型的重数都相等。用 t
表示把重数相加的合并，而不是去掉重复项的普通集合并。

若 C 是合成列 G = G0 ⊋ · · · ⊋ Gr = {e}，记

F(C) = {[G0/G1], . . . , [Gr−1/Gr]}.

这是一个多重集，所含项的总数（计重数）为 r。

定理 1.11 (Jordan–Hölder). 有限群 G 的任意两条合成列

C : G = G0 ⊋ · · · ⊋ Gr = {e}, E : G = H0 ⊋ · · · ⊋ Hs = {e}

满足 F(C) = F(E)。因此 r = s；若 r > 0，还存在 {0, . . . , r − 1} 的一个排列 π，使

Gi/Gi+1
∼= Hπ(i)/Hπ(i)+1 (0 ≤ i < r).

证明. 对 |G| 作强归纳。若 |G| = 1，无重复列只能是长度零的列，两边的因子多重集均为空。

设 |G| > 1，并假设结论对所有阶小于 |G| 的群成立。令

M = G1, N = H1.

合成列的第一个因子 G/M 与 G/N 都单，故 M,N 都是 G 的极大真正规子群。把两列去掉
第一项 G 后分别记为 CM , EN；它们是 M,N 的合成列。

若 M = N，则 |M | < |G|，归纳假设给出

F(CM ) = F(EN ).

因此
F(C) = {[G/M ]} t F(CM )

= {[G/N ]} t F(EN ) = F(E).
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若 M 6= N，令 D =M ∩N。D 有限，由命题 1.9 选定它的一条合成列

D : D = D0 ⊋ D1 ⊋ · · · ⊋ Dt = {e}.

D = {e} 时允许 t = 0。引理 1.10 说明 D 是 M,N 中的极大真正规子群，故

C′
M : M ⊋ D0 ⊋ · · · ⊋ Dt, E ′

N : N ⊋ D0 ⊋ · · · ⊋ Dt

分别是 M,N 的合成列。由于 |M |, |N | < |G|，可分别比较

F(CM ) = F(C′
M ) = {[M/D]} t F(D),

以及
F(EN ) = F(E ′

N ) = {[N/D]} t F(D).

于是
F(C) = {[G/M ], [M/D]} t F(D)

= {[N/D], [G/N ]} t F(D)

= {[G/N ], [N/D]} t F(D)

= F(E).

第二个等号使用引理中的两个同构，第三个等号只改变项的次序。这完成归纳。

最后从多重集相等推出定理所述的重排。两边项的总数相等，故 r = s。对每个出现的
类型 [S]，把左列中该类型的指标按大小列为 i1, . . . , iu，把右列中该类型的指标按大小列为
j1, . . . , ju，令 π(ik) = jk。重数相等保证两列指标一样长；不同类型的指标集合互不相交，且
它们并起来覆盖所有指标。因此这些对应合成一个排列，并使对应商群同构。

由此，有限群的合成因子多重集可以记为 F(G)；合成列的长度记为 `(G)。这两个记号都
与所选合成列无关，且 F({e}) 为空、`({e}) = 0。

命题 1.12 (同构保持合成因子). 若有限群 G,H 之间有同构 f : G→ H，则

F(G) = F(H), `(G) = `(H).

证明. 取 G 的合成列 G = G0 ⊋ · · · ⊋ Gr = {eG}，令 Hi = f(Gi)。像包含单位元，并对乘积
与逆元封闭，故是子群。f 的双射性保证

H = H0 ⊋ · · · ⊋ Hr = {eH}.

对 x ∈ Gi, y ∈ Gi+1，
f(x)f(y)f(x)−1 = f(xyx−1) ∈ Hi+1.

每个 Hi 的元素都可写成 f(x)；再以 x−1 代入得到反向包含，故 Hi+1 ⊴ Hi。定义

fi : Gi/Gi+1 −→ Hi/Hi+1, xGi+1 7−→ f(x)Hi+1.

若 xGi+1 = yGi+1，则 y−1x ∈ Gi+1，故 f(y)−1f(x) ∈ Hi+1，两个像相同，所以良定义。且

fi((xGi+1)(yGi+1)) = f(xy)Hi+1 = (f(x)Hi+1)(f(y)Hi+1).

每个 h ∈ Hi 都是某个 x ∈ Gi 的像，故 fi 满射。若 f(x)Hi+1 = f(y)Hi+1，则 f(y−1x) ∈
f(Gi+1)；f 单射，因而 y−1x ∈ Gi+1，证明 fi 单射。
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同构保持单群性：若 γ : S → T 是同构且 L ⊴ T，则 γ−1(L) ⊴ S，因为

γ(sus−1) = γ(s)γ(u)γ(s)−1 ∈ L (s ∈ S, u ∈ γ−1(L)),

反向包含由 s−1 得到。若 S 单，这个逆像只能为 {eS} 或 S；用 γ 的双射性，L 只能为 {eT }
或 T，且 T 非平凡。因此每个 Hi/Hi+1 都单，所构造的列也是合成列。其因子逐个与 G 的
所选列同构，长度也相同，再用定理 1.11 即得结论。

1.6 合成因子的具体计算

例 1.13 (循环群中的逐步取商). 设 n ≥ 2，取一个素因子分解

n = p1p2 · · · pr.

允许素数重复。令 Cn = 〈x〉，并定义

d0 = 1, di = p1 · · · pi (1 ≤ i ≤ r), Gi = 〈xdi〉.

此处以乘法记号写循环群，只是将模型 Z/nZ 中的 k + nZ 写成 xk。因为 di | n，整数 k > 0

满足 (xdi)k = e 当且仅当 n | dik，也就是 n/di | k，所以

|Gi| = n/di.

又有 xdi+1 = (xdi)pi+1，故 Gi+1 ⊆ Gi。循环群交换，所以这些子群都正规。两阶相除得到

|Gi/Gi+1| =
n/di
n/di+1

= pi+1.

由引理 1.7，这些因子都是单群，因而

Cn = G0 ⊋ G1 ⊋ · · · ⊋ Gr = {e}

为合成列，其因子依次是 Cp1 , . . . , Cpr。

例如在 C12 = 〈x〉 中，
C12 ⊋ 〈x2〉 ⊋ 〈x4〉 ⊋ {e}

的各项阶为 12, 6, 3, 1，因子依次为 C2, C2, C3；而

C12 ⊋ 〈x3〉 ⊋ 〈x6〉 ⊋ {e}

的各项阶为 12, 4, 2, 1，因子依次为 C3, C2, C2。两种分解次序不同，类型与重数相同。

例 1.14 (S4 的两条合成列). 先明确 A4 的定义。沿用第一册线性代数章“排列符号与行列式”
的记号，

sgn(σ) = (−1)N(σ), N(σ) = #{(i, j) : 1 ≤ i < j ≤ 4, σ(i) > σ(j)}.

第一册“排列符号的乘法性”已证明

sgn(στ) = sgn(σ) sgn(τ), sgn((ij)) = −1.
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因此 sgn : S4 → {1,−1} 是满同态。定义

A4 = ker(sgn) = {σ ∈ S4 : sgn(σ) = 1}.

它是子群，因为 sgn(στ−1) = 1 对 σ, τ ∈ A4 成立。又对 g ∈ S4, h ∈ A4，

sgn(ghg−1) = sgn(g) · 1 · sgn(g)−1 = 1,

故 gA4g
−1 ⊆ A4；用 g−1 再得反向包含，所以 A4 ⊴ S4。

设 t = (12)。乘以 t 把符号 1 的置换双射到符号 −1 的置换，其逆仍为乘以 t。S4 的元素
数为 4 · 3 · 2 · 1 = 24，故 |A4| = 12。

例 1.2 中的 a, b, c 都是两个对换之积，所以符号为 (−1)2 = 1，从而 V ⊆ A4。由 V ⊴ S4

可得 V ⊴ A4。又因 V 交换，〈a〉 ⊴ V。所以

S4 ⊋ A4 ⊋ V ⊋ 〈a〉 ⊋ {e}

是一条次正规列；各项阶为 24, 12, 4, 2, 1，因子阶依次为

2, 3, 2, 2.

引理 1.7 说明每个因子均为单群，且依次同构于 C2, C3, C2, C2。因此它是合成列。

这些同构也可以在本例中直接看出。第一因子的同构为

S4/A4 −→ C2, σA4 7−→

0 + 2Z, sgn(σ) = 1,

1 + 2Z, sgn(σ) = −1.

同一陪集的两个代表之比在 A4 中，因而符号相同，故良定义；符号相乘对应模 2 相加，故保
持运算。两个符号都出现，且符号相同的代表之比在 A4，分别给出满射与单射。

令 u = (123)。由 u = (13)(12) 可知 u ∈ A4。u 与 u2 都不在 V 中，因为它们是 3-循环。
因此 V, uV, u2V 是三个不同陪集：若 uV = u2V，则 u ∈ V，矛盾。商群恰有三个元素，故它
们列出了全部陪集；u3 = e 给出同构

C3 −→ A4/V, k + 3Z 7−→ ukV.

代表相差 3 的倍数时像不变，指数相加给出乘法相容，而三个剩余类的像两两不同并遍历所
有陪集，故该映射良定义且为双射同态。

V /〈a〉 的两个陪集为 〈a〉 = {e, a} 和 b〈a〉 = {b, c}。映射

C2 −→ V /〈a〉, k + 2Z 7−→ bk〈a〉

由 b2 = e 保证良定义并保持运算；两个剩余类的像不同且覆盖商群，故为同构。最后的映射

C2 −→ 〈a〉/{e}, k + 2Z 7−→ ak{e}

由 a2 = e 保证良定义和乘法相容，由 a 6= e 及 〈a〉 = {e, a} 保证双射。
若把 〈a〉 换成 〈b〉，仍有 〈b〉 ⊴ V，且各项的阶不变，因此得到另一条合成列

S4 ⊋ A4 ⊋ V ⊋ 〈b〉 ⊋ {e}.

〈a〉 6= 〈b〉，因为 a 6= b，而两子群的唯一非单位元分别为 a, b。两条合成列都不是本章定义的
正规列：例 1.2 已证明 〈a〉 不正规于 S4；对另一条列，

(123)b(123)−1 = (21)(34) = a /∈ 〈b〉.

这也具体说明，合成列所要求的是逐层正规。
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例 1.15 (相同合成因子不能恢复群). 从例 1.14 的列中去掉 S4，得到 A4 的合成列，因子多
重集为

F(A4) = {[C3], [C2], [C2]}.

例 1.13 给出
F(C12) = {[C2], [C2], [C3]}.

然而两群不同构。C12 交换；在 A4 内取 u = (123) 与 v = (124)，两者都是两个对换之积，所
以属于 A4，而

(uv)(1) = u(2) = 3, (vu)(1) = v(2) = 4.

故 uv 6= vu，A4 不交换。若存在同构 f : C12 → A4，则对任意 y = f(s), z = f(t)，

yz = f(st) = f(ts) = zy,

会迫使 A4 交换，产生矛盾。因此合成因子给出了群的不变量，但没有给出群的完全分类。

1.7 正规子群与商群的因子如何合并

Jordan–Hölder 定理允许先选一条便于计算的合成列。若已知一个正规子群 N，就可以
分别处理 N 与 G/N，再把两部分合并。

定理 1.16 (合成因子与长度的可加性). 设 G 为有限群，N ⊴ G。则

F(G) = F(N) t F(G/N), `(G) = `(N) + `(G/N).

证明. 若 N = {e}，映射 g 7→ g{e} 是同构：它保持乘法，每个陪集恰含一个元素，故双射。
于是 F(G/N) = F(G)，而 F(N) 为空。若 N = G，则 G/N 平凡，结论也成立。以下设
{e} ⊊ N ⊊ G。

取两条合成列

N = N0 ⊋ · · · ⊋ Nt = {e}, G/N = U0 ⊋ · · · ⊋ Us = {N}.

令 q : G→ G/N 为投影，Ki = q−1(Ui)。子群对应给出

G = K0 ⊋ K1 ⊋ · · · ⊋ Ks = N.

对 k ∈ Ki, x ∈ Ki+1，
q(kxk−1) = q(k)q(x)q(k)−1 ∈ Ui+1,

因为 Ui+1 ⊴ Ui。因此 kKi+1k
−1 ⊆ Ki+1，再以 k−1 代入并共轭回来得到等号，故 Ki+1 ⊴ Ki。

对每个 0 ≤ i < s，定义

ψi : Ki/Ki+1 −→ Ui/Ui+1, kKi+1 7−→ q(k)Ui+1.

若 kKi+1 = k′Ki+1，则 k′−1k ∈ Ki+1 = q−1(Ui+1)，所以 q(k′)−1q(k) ∈ Ui+1，两个像相同，
故良定义。对 k, h ∈ Ki，

ψi((kKi+1)(hKi+1)) = q(kh)Ui+1

= (q(k)Ui+1)(q(h)Ui+1),
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这证明保持运算。若像相同，则 q(k′−1k) ∈ Ui+1，故 k′−1k ∈ Ki+1，原陪集相同，得到单射。
每个 u ∈ Ui 可写为 q(k)，此时 k ∈ Ki，所以 uUi+1 = ψi(kKi+1)，得到满射。由此

Ki/Ki+1
∼= Ui/Ui+1.

右侧是非平凡单群，左侧也是非平凡单群。

把提升得到的列与 N 的列接在一起，得到

G = K0 ⊋ · · · ⊋ Ks = N0 ⊋ N1 ⊋ · · · ⊋ Nt = {e}.

这是一条长度 s+ t 的合成列：上半段的因子逐个同构于 G/N 所选列的因子，下半段就是 N

所选列的因子。故这条列的因子多重集为 F(G/N) t F(N)。由定理 1.11，它等于 F(G)；计
数便得到长度等式。

推论 1.17 (直积的合成因子). 若 A,B 为有限群，则

F(A×B) = F(A) t F(B), `(A×B) = `(A) + `(B).

证明. 令 N = A× {eB}。对 (a, b) ∈ A×B 和 (x, eB) ∈ N，

(a, b)(x, eB)(a, b)
−1 = (axa−1, eB) ∈ N.

再用 (a, b)−1 得到反向包含，所以 N ⊴ A × B。映射 a 7→ (a, eB) 保持乘法，逆映射为
(a, eB) 7→ a，故 N ∼= A。

商群的同构为
ρ : (A×B)/N −→ B, (a, b)N 7−→ b.

若 (a, b)N = (a′, b′)N，则 (a′−1a, b′−1b) ∈ N，故 b = b′，得到良定义；且

ρ(((a, b)N)((a′, b′)N)) = bb′ = ρ((a, b)N)ρ((a′, b′)N).

每个 b都是 (eA, b)N 的像，故满射。若两个像相等，则 b = b′，所以 (a′−1a, b′−1b) = (a′−1a, eB) ∈
N，原陪集相同，故单射。将 N ∼= A 与 (A×B)/N ∼= B 代入定理 1.16 即得两式。

例 1.18 (相同的长度来自不同的群). C4 的列 C4 ⊋ 〈x2〉 ⊋ {e} 有两个 C2 因子。直积公式
给出 C2 × C2 也有两个 C2 因子。两群均交换，但仍不同构：C4 中生成元 x 的阶为 4，而对
C2 × C2 的每个元素 (u, v) 都有

2(u, v) = (2u, 2v) = (0, 0).

同构保持元素阶，因为 f(x)k = e 当且仅当 f(xk) = e，由单射性又当且仅当 xk = e。所以两
群不可能同构。这说明即便限制到交换群，合成因子也不够恢复群。

1.8 无限群中存在性为何需要另作判断

有限群存在性证明使用了阶的严格下降。对无限群，严格子群可以与原群等势，所用论证
不再成立。下面从最后一个因子直接判断一个无限群没有合成列。
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例 1.19 (整数加法群没有有限合成列). 先求 Z 的子群。若 H ≤ Z 非零，取 h ∈ H \ {0}，则
h 或 −h 为正整数且属于 H。由良序原理，H 的正整数中有最小者 n。对任意 k ∈ H，作带
余除法

k = qn+ r, 0 ≤ r < n.

因为 r = k− qn ∈ H，若 r > 0 就与 n 的最小性矛盾，故 r = 0。所以 H ⊆ nZ；又因 n ∈ H，
其所有整数倍都在 H 中，故 nZ ⊆ H，得到 H = nZ。

对任意 n ≥ 1，有
nZ ⊋ 2nZ ⊋ {0}.

第一个包含严格，因为 n /∈ 2nZ；第二个严格，因为 2n 6= 0。群 nZ 交换，故 2nZ 正规于其
中。商群 nZ/{0} 因此有非平凡真正规子群 2nZ/{0}，不是单群。

若 Z 有有限合成列，其最后的非零项必是某个 nZ，接下来就是 {0}；最后因子恰为
nZ/{0}，与它不单矛盾。所以 Z 没有有限合成列。

例 1.20 (处处可取商仍不能到达合成列). 对每个 i ≥ 0，定义

ηi : 2
iZ/2i+1Z −→ C2, 2ik + 2i+1Z 7−→ k + 2Z.

若代表相差 2i+1t，则对应的整数 k 相差 2t，故良定义。整数相加与模 2 相加相容，故保持
运算。像覆盖两个剩余类；像相同意味着 k− ` 为偶数，也就是两个原陪集相同，因此它是同
构。于是无限下降链

Z ⊋ 2Z ⊋ 4Z ⊋ 8Z ⊋ · · ·

的每个相邻商群都是单群 C2。不过它没有有限步到达 {0}，所以不是定义 1.6 中的合成列。
事实上

⋂
i≥0 2

iZ = {0}：0 属于每一项；若 k 6= 0，选 i 使 2i > |k|，则非零整数 k 不可能
是 2i 的倍数，故不在该交集中。即使无限链的交为零，也不能替代定义中有限长度这一要求。

文献说明

本章核读 Milne [1] 第六章“Subnormal Series”第 87–89 页，采用其中按有限群阶归纳
证明 Jordan–Hölder 定理的路线。子群对应和商群同构在正文中直接构造；正规子群与商群
的因子合并另列为定理并证明。置换符号的定义与乘法性承接第一册线性代数章，不依赖本
册后面的置换群内容。



2 交换子与可解群

2.1 交换子怎样记录乘法次序

本章固定交换子的约定
[x, y] = xyx−1y−1.

它与另一种常见的约定 x−1y−1xy 相差一个共轭；本章所有公式都只使用上式。由定义右乘
yx，得到

xy = [x, y] yx.

因此 [x, y] = e 当且仅当 x 与 y 交换。交换子不是一个双线性符号；在非交换群中，交换子相
乘时必须保留顺序。

引理 2.1 (交换子恒等式). 对群 G 中任意 x, y, z, t，有

[xy, z] = x[y, z]x−1[x, z], (2.1)
[x, yz] = [x, y]y[x, z]y−1, (2.2)

t[x, y]t−1 = [txt−1, tyt−1]. (2.3)

本章只使用前两式和第三式的共轭形式，第二行的乘积顺序不可交换。

证明. 第一式右边逐项展开：

x[y, z]x−1[x, z] = x(yzy−1z−1)x−1(xzx−1z−1)

= xyzy−1z−1zx−1z−1

= xyzy−1x−1z−1 = [xy, z].

第二式右边为

[x, y]y[x, z]y−1 = (xyx−1y−1)y(xzx−1z−1)y−1

= xyx−1xzx−1z−1y−1

= xyzx−1z−1y−1 = [x, yz].

最后，

t[x, y]t−1 = t(xyx−1y−1)t−1

= (txt−1)(tyt−1)(tx−1t−1)(ty−1t−1)

= [txt−1, tyt−1].

这里每次删去的相邻因子都是形如 u−1u；没有交换任意两个不相邻的因子。

命题 2.2 (交换子集合的共轭不变性). 集合

C(G) = {[x, y] : x, y ∈ G}

在 G 的共轭下不变；即对 t ∈ G，有 tC(G)t−1 = C(G)。此外

[x, y]−1 = [y, x].

14
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证明. 共轭不变性是引理 2.1 的第三式：共轭后的元素仍属于 G，所以包含关系的一边成立；
用 t−1 代替 t 得反向包含。逆元直接计算：

[x, y]−1 = (xyx−1y−1)−1 = yxy−1x−1 = [y, x].

2.2 交换子群与交换化

定义 2.3 (导出子群与特征子群). 令

G′ = [G,G] = 〈[x, y] : x, y ∈ G〉

为所有交换子生成的子群。若 H ≤ G 且每一个 α ∈ Aut(G) 都满足 α(H) = H，称 H 为 G

的特征子群。令
G(0) = G, G(i+1) = (G(i))′ (i ≥ 0),

称 G(0) ⊇ G(1) ⊇ · · · 为导出列。

先证明导出子群确实给出一条正规列。对 t ∈ G 和生成元 [x, y]，命题 2.2 给出

t[x, y]t−1 = [txt−1, tyt−1] ∈ G′.

共轭保持乘积和逆元，故 tG′t−1 ⊆ G′；以 t−1 代入得到相反包含。因此 G′ ⊴ G。同理，每个
G(i+1) 正规于 G(i)；事实上下面会看到它甚至特征于 G。

命题 2.4 (导出子群的特征性与同态像). G′ 是 G 的特征子群，因而每个 G(i) 都是 G 的特征
子群。若 f : G→ H 为同态，则

f(G′) = f(G)′, f(G(i)) = f(G)(i) (i ≥ 0).

特别地，若 f 满射，则 f(G(i)) = H(i)。

证明. 对 x, y ∈ G，同态保持乘法和逆元，所以

f([x, y]) = f(x)f(y)f(x)−1f(y)−1 = [f(x), f(y)].

G′ 的元素是有限个交换子及其逆的乘积；因此它们的像都在 f(G)′ 中，得到 f(G′) ⊆ f(G)′。
反向地，f(G)′ 的每个生成元写成

[f(x), f(y)] = f([x, y]) ∈ f(G′),

故 f(G)′ ⊆ f(G′)，两边相等。

若 α ∈ Aut(G)，则 α(G′) = α(G)′ = G′，所以 G′ 特征。若 K 特征于 H，H 特征于 G，
则 α ∈ Aut(G) 限制为 H 的自同构，而后者保持 K；故 K 特征于 G。归纳得到每个 G(i) 特
征于 G，因而正规于 G。

对 i 作归纳。i = 0 时 f(G(0)) = f(G) = f(G)(0)。若 f(G(i)) = f(G)(i)，把刚证明的等式
应用于限制同态

f |G(i) : G(i) −→ f(G(i))

得到
f(G(i+1)) = f((G(i))′) = f(G(i))′ = (f(G)(i))′ = f(G)(i+1).

这完成归纳。
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定理 2.5 (交换化的泛性质). 商群 G/G′ 是交换群。若 A 是交换群且 f : G→ A 是同态，则
存在唯一同态

f̄ : G/G′ −→ A

使得 f = f̄ ◦ q，其中 q : G → G/G′ 是自然投影。也就是说，任意到交换群的同态都唯一地
通过 G/G′ 因子化。

证明. 因所有交换子属于 G′，在商群中直接计算：

(xG′)(yG′) = xyG′ = [x, y]yxG′ = yxG′ = (yG′)(xG′).

定义
f̄(xG′) = f(x).

若 xG′ = yG′，则 y−1x ∈ G′。G′ 由交换子生成，而 A 交换，所以每个交换子在 f 下都映到
单位元：

f([u, v]) = f(u)f(v)f(u)−1f(v)−1 = eA.

因此 G′ ⊆ ker f，从而 f(y−1x) = eA，即 f(x) = f(y)；映射良定义。它保持运算：

f̄((xG′)(yG′)) = f̄(xyG′) = f(xy) = f(x)f(y) = f̄(xG′)f̄(yG′).

代入 q(x) = xG′ 的定义可得 f̄(q(x)) = f̄(xG′) = f(x)；对每个 x ∈ G 都成立，故 f = f̄ ◦ q。
若 g : G/G′ → A 也满足 f = g ◦ q，因 q 满射，对任意 xG′ 有

g(xG′) = g(q(x)) = f(x) = f̄(q(x)) = f̄(xG′),

故 g = f̄。唯一性成立。

命题 2.6 (交换商的判别). 若 N ⊴ G，则

G/N 交换 ⇐⇒ G′ ⊆ N.

因而 G′ 是包含于 G 的所有正规子群中使商群交换者的最小者。

证明. 令 q : G→ G/N 为自然投影。对 x, y ∈ G，

q(x)q(y) = q(y)q(x) ⇐⇒ q(xyx−1y−1) = N

⇐⇒ [x, y] ∈ N.

若商群交换，所有交换子在 N 中，故由生成定义 G′ ⊆ N。反过来若 G′ ⊆ N，每个 [x, y] ∈ N，
上面等价链反向说明任意两个陪集交换。最后，G′ ⊴ G 已在前面证明，所以它本身是这样的
正规子群；任意另一个这样的 N 都包含它。

2.3 可解性与导出列

定义 2.7 (可解群与导出长度). 若 G 有一条有限次正规列（即每个下一项正规于当前项）

G = G0 ⊇ G1 ⊇ · · · ⊇ Gr = {e}, Gi+1 ⊴ Gi,

使每个因子 Gi/Gi+1 都是交换群，称 G 为可解群。若存在最小的 d 使 G(d) = {e}，称 d 为
G 的导出长度，记作 dl(G) = d。平凡群的导出长度为 0。
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定理 2.8 (导出列判别). 群 G 可解，当且仅当存在非负整数 r 使

G(r) = {e}.

若 G 可解，则导出长度是所有因子交换的有限次正规列长度的最小值，也等于其中正规列长
度的最小值。

证明. 若 G(r) = {e}，由前面的特征性结论，

G = G(0) ⊇ G(1) ⊇ · · · ⊇ G(r) = {e}, G(i+1) ⊴ G(i)

是正规列。对每个 i，(G(i))′ = G(i+1)，而命题 2.6 应用于 G(i) 和 G(i+1)，给出

G(i)/G(i+1) 交换.

故 G 可解。

反向设 G = G0 ⊇ · · · ⊇ Gr = {e} 是各因子交换的次正规列。证明

G(i) ⊆ Gi (0 ≤ i ≤ r)

成立。i = 0 时为等式。若 G(i) ⊆ Gi，则 G(i+1) 由 G(i) 中元素的交换子生成，故

G(i+1) ⊆ G′
i.

因 Gi/Gi+1 交换，命题 2.6 给出 G′
i ⊆ Gi+1。于是 G(i+1) ⊆ Gi+1。取 i = r，得到 G(r) ⊆ {e}，

所以 G(r) = {e}。
这也证明了最小性：任意长度为 r 的可解次正规列都迫使 G(r) = 1，所以其长度不小于

导出长度。而终止的导出列本身是一条因子交换的正规列，其长度就是导出长度，所以两个最
小值都取到。

命题 2.9 (导出长度的基本性质). 若 G 是非平凡可解群，则 dl(G) ≥ 1。若 G 非平凡且交换，
则 dl(G) = 1。若 N ⊴ G，则

dl(G/N) ≤ dl(G), dl(N) ≤ dl(G).

若 G 与 H 同构，则它们的导出长度相同。

证明. G(0) = G 6= 1，而交换群的第一导出群 G′ = 1，所以前两句成立。商群部分由命题 2.4：
若 G(r) = 1，则

(G/N)(r) = q(G(r)) = 1.

子群部分先证明 K(i) ⊆ G(i) 对 K ≤ G 成立。初始为 K ⊆ G；若成立，则 K(i+1) = (K(i))′ ⊆
(G(i))′ = G(i+1)，因为 K(i) 是 G(i) 的子群。取 K = N 即得。

若 f : G→ H 是同构，命题 2.4 给出 f(G(i)) = H(i)。故一项为平凡群当且仅当对应项为
平凡群，最小的指标相同。

定理 2.10 (可解群的扩张判别). 设 N ⊴ G。则

G 可解 ⇐⇒ N 与G/N 都可解.

若 dl(N) ≤ a 且 dl(G/N) ≤ b，则
dl(G) ≤ a+ b.
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证明. 先设 G(r) = 1。任意子群 H ≤ G 满足 H(i) ⊆ G(i)，故 H(r) = 1，所以 H 可解。令
q : G→ G/N，则

(G/N)(i) = q(G(i)),

故 (G/N)(r) = 1，商群可解。特别取 H = N，得到必要性。

反向，设 N (a) = 1 且 (G/N)(b) = 1。由同态像公式，

q(G(b)) = (G/N)(b) = 1,

所以 G(b) ⊆ ker q = N。对包含关系连续取 a 次交换子，得到

G(a+b) = (G(b))(a) ⊆ N (a) = 1.

这里 (G(b))(a) 表示从 G(b) 开始取 a 次导出群，且由导出列递推定义它正是 G(a+b)。由导出
列判别，G 可解且导出长度不超过 a+ b。

2.4 可解群的合成因子

引理 2.11 (交换单群). 非平凡交换单群恰为素数阶循环群。

证明. 设 A 是非平凡交换单群，取 a 6= e。〈a〉 在交换群中正规且非平凡，单性给出 〈a〉 = A。
若 a 无限阶，则 〈a2〉 是非平凡真子群；确实 a /∈ 〈a2〉，因为若 a = (a2)k，则 a2k−1 = e，与
无限阶矛盾。故 a 的阶为有限整数 n。

若 n = uv 为合数分解，其中 u, v > 1，则 au 的阶为 v：(au)v = an = e，且若 (au)k = e，
则 n | uk，因 n = uv 得 v | k。于是 〈au〉 是非平凡真子群，矛盾。因此 n = p 为素数，
A = 〈a〉 ∼= Cp。

反之，若 |P | = p 为素数，Lagrange 定理说明其子群阶只能为 1 或 p，故只有平凡子群
和自身；P 单。有限群阶为 p 时任取非单位元便生成全群，因此 P ∼= Cp 且交换。

定理 2.12 (有限可解群的素数阶因子). 有限群 G 可解，当且仅当它的合成因子全为素数阶循
环群。等价地，G 有一条因子均为素数阶循环群的有限次正规列。

证明. 若 G 可解，取任意合成列。每个列项是 G 的子群，子群可解；每个合成因子是某个列
项的商，而商群也可解。设 S 是一个可解单群。S′ 是 S 的正规子群，故 S′ = 1 或 S′ = S。
第二种情形会使导出列从 S 开始恒为 S，不可能到达 1；故 S′ = 1，S 交换。引理 2.11 说明
S ∼= Cp。

反之，若一条合成列的所有因子都为素数阶循环群，则每个因子交换，该列本身就是可解
次正规列。由 Jordan–Hölder 定理，若说“合成因子全为”而没有指定列，所指性质与所选合
成列无关。

2.5 具体计算：从商群确定导出子群

例 2.13 (S3 的导出列). 符号同态 sgn : S3 → C2 的核为 A3，而 C2 交换。由命题 2.6，

S′
3 ⊆ A3.
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另一方面，按从右向左复合，(12)−1 = (12)、(23)−1 = (23)，所以

[(12), (23)] = (12)(23)(12)(23)

= (132).

三循环 (132) 生成 A3，故 A3 ⊆ S′
3。于是 S′

3 = A3。由于 A3 交换，A′
3 = 1，因此

S
(0)
3 = S3, S

(1)
3 = A3, S

(2)
3 = 1,

导出长度为 2。

例 2.14 (二面体群的导出群). 令 D2n 为正 n边形的对称群，阶为 2n，取旋转 r 与反射 s，满
足

rn = s2 = e, srs−1 = r−1.

由定义
[s, r] = srs−1r−1 = r−1r−1 = r−2,

故 〈r2〉 ⊆ D′
2n。

反向包含通过商群证明。〈r2〉 在 〈r〉 中正规；又 sr2s−1 = r−2 ∈ 〈r2〉，所以它在 D2n 中
正规。记商群中的像为 r̄ = r〈r2〉、s̄ = s〈r2〉。因 r2 ∈ 〈r2〉，有 r̄2 = ē，于是 r̄−1 = r̄。原关
系变成

s̄r̄s̄−1 = r̄−1 = r̄,

说明 r̄ 与 s̄ 交换。它们生成整个商群，所以商群交换；命题 2.6 给出 D′
2n ⊆ 〈r2〉。因此

D′
2n = 〈r2〉.

若 n 为奇数，则存在整数 u 使 2u ≡ 1 (mod n)，从而 r = (r2)u，所以 〈r2〉 = 〈r〉。若 n 为
偶数，r2 的阶为 n/2，所以 〈r2〉 在旋转子群中指数为 2。当 n ≥ 3 时该导出群非平凡且循环，
因而下一项为 1；于是 D2n 的导出长度为 2。小的退化情形为 D2

∼= C2、D4
∼= C2 × C2，它

们本身交换，导出长度为 1。

例 2.15 (仿射群). 设 F 是域。所有

Ta,b : F → F, x 7−→ ax+ b, a ∈ F×, b ∈ F

在复合下构成群 Aff(F )。逐点计算得到

Ta,bTc,d = Tac,ad+b, T−1
a,b = Ta−1,−a−1b.

映射
λ : Aff(F ) → F×, Ta,b 7−→ a

满足 λ(Ta,bTc,d) = ac = λ(Ta,b)λ(Tc,d)，是满同态。其核为

U = {T1,b : b ∈ F},

而 b 7→ T1,b 给出 (F,+) ∼= U；因此商群交换，Aff(F )′ ⊆ U。

若 |F | > 2，取 a ∈ F× \ {1}。由上面的复合和逆公式，

[Ta,0, T1,b] = Ta,0T1,bTa−1,0T1,−b

= T1,abT1,−b = T1,(a−1)b.
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乘以非零元 a− 1 是 F 上的双射，所以当 b 遍历 F 时，(a− 1)b 也遍历 F；每个平移都属于
导出群。于是 U ⊆ Aff(F )′，得到

Aff(F )′ = U, Aff(F )′′ = U ′ = 1.

若 F = F2，只有斜率 1，群本身就是平移群 U ∼= C2，所以第一导出群已经为 1。

2.6 上三角矩阵群的可解性

令 Bn(F ) 为可逆上三角矩阵群，令 Un(F ) 为对角线全为 1 的上三角矩阵群。对角映射

δ : Bn(F ) −→ (F×)n, A = (aij) 7−→ (a11, . . . , ann)

满足

(AB)ii =

n∑
k=1

aikbki = aiibii,

因为 aik = 0（当 k < i）且 bki = 0（当 k > i），只有 k = i 的项可能非零。因此 δ 是同态。
对角矩阵

diag(c1, . . . , cn)

是任意 (c1, . . . , cn) ∈ (F×)n的原像，故 δ满射；核正是 Un(F )。由于 (F×)n交换，Bn(F )/Un(F )

交换。

以下 n ≥ 1。对每个整数 k ≥ 1，令

Jk = {A ∈Mn(F ) : aij = 0 unless j − i ≥ k}, Uk = I + Jk.

这里 J1 是严格上三角矩阵集合，k ≥ n 时 Jk = {0}。因此 U1 = Un(F )，而过滤下标满足
k ≥ n 时 Uk = {I}。Jk 是上三角矩阵环 R 的加法子群。

引理 2.16 (位置过滤). 对正整数 i, j，有

JiJj ⊆ Ji+j .

若 i+ j ≥ n，则 Ji+j = {0}。

证明. 取 A ∈ Ji, B ∈ Jj。矩阵乘积的 (r, s) 项为

(AB)rs =

n∑
t=1

artbts.

若某项非零，则 t− r ≥ i 且 s− t ≥ j，相加得 s− r ≥ i+ j。于是当 s− r < i+ j 时所有项
均为零，故 AB ∈ Ji+j。若 i+ j ≥ n，对 1 ≤ r < s ≤ n 有 s− r ≤ n− 1 < i+ j，而对角线
下方本来为零，所以只有零矩阵满足条件。

命题 2.17 (幂零上三角群的交换子过滤). 对 1 ≤ i, j ≤ n，Ui 与 Uj 都是 U1 的正规子群，并
且

[Ui, Uj ] ⊆ Ui+j .

因此
(U1)

(r) ⊆ U2r (r ≥ 0),

从而 U1 可解，且导出长度不超过 dlog2 ne。
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证明. 先说明 Uk 是群。若 A,B ∈ Jk，则

(I +A)(I +B) = I + (A+B +AB),

而 A+B ∈ Jk、AB ∈ J2k ⊆ Jk，故乘积仍在 I + Jk。严格上三角矩阵满足 An = 0：矩阵乘
积中每次非零位置至少向右移动一格，n 次后不可能仍在 1, . . . , n 的范围内。因此

(I +A)−1 = I −A+A2 − · · ·+ (−1)n−1An−1,

直接相乘时相邻项抵消，结果为 I；且每个 Am ∈ Jmk ⊆ Jk，所以逆元仍在 Uk。

对 X ∈ U1 和 I + A ∈ Uk，写 X = I + C，其中 C ∈ J1。下面先证明 Jk 是上三角矩阵
环的双边理想，再使用商环。对任意上三角矩阵 P，左右乘 Jk 中的矩阵不会降低非零位置的
差值：若 A ∈ Jk，则

(PA)rs =
∑
t

prtats 6= 0 =⇒ s− r ≥ (t− r) + k ≥ k,

因为 P 上三角时 t− r ≥ 0；同理

(AP )rs =
∑
t

artpts 6= 0 =⇒ s− r ≥ k + (s− t) ≥ k.

故 PJk ⊆ Jk 且 JkP ⊆ Jk，即 Jk 是 R 的双边理想。若 X ∈ U1、A ∈ Jk，则 X−1 仍上三角，
因而

X(I +A)X−1 = I +XAX−1 ∈ I + Jk.

再对 X−1 作同一计算，得到反向包含，所以 Uk ⊴ U1。

在商环 R/Ji+j 中，若 A ∈ Ji, B ∈ Jj，引理给出 AB = BA = 0。因此

(I +A)(I +B) = I +A+B = (I +B)(I +A) 在R/Ji+j 中.

这等价于交换子
(I +A)(I +B)(I +A)−1(I +B)−1

在商群中为单位元，也就是属于 I + Ji+j = Ui+j。所以 [Ui, Uj ] ⊆ Ui+j。

最后对 r 归纳。r = 0 时 (U1)
(0) = U1 = U20。若 (U1)

(r) ⊆ U2r，则

(U1)
(r+1) = ((U1)

(r))′ ⊆ [U2r , U2r ] ⊆ U2r+1 .

当 2r ≥ n 时 U2r = {I}，故导出列终止。最小满足 2r ≥ n 的整数为 dlog2 ne。

定理 2.18 (可逆上三角矩阵群可解). Bn(F ) 可解，并且

dl(Bn(F )) ≤ 1 + dlog2 ne.

证明. 商群 Bn(F )/Un(F )交换，而命题 2.17说明 Un(F ) = U1可解，导出长度不超过 dlog2 ne。
将 N = Un(F ) 代入定理 2.10，得到

dl(Bn(F )) ≤ dl(Un(F )) + dl(Bn(F )/Un(F )) ≤ dlog2 ne+ 1.
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例 2.19 (上三角群的低阶过滤). 当 n = 4 时，U1 的元素形如
1 a b c

0 1 d e

0 0 1 f

0 0 0 1

 ,

而

U2 =



1 0 b c

0 1 0 e

0 0 1 0

0 0 0 1


 , U4 = {I}.

过滤给出
U ′
1 ⊆ U2, U ′′

1 ⊆ U4 = 1.

因此任何特征为零或正特征的域上，四阶单位上三角群的导出长度都不超过 2；结论没有除以
2 或使用特征零条件。

2.7 文献说明

本章交换子恒等式、导出列判别及可解群扩张性质核读 Milne [1] 第六章第 90–93 页；矩
阵群部分使用位置过滤的直接证明。交换化的泛性质、仿射群例子和上三角矩阵的下标证明
在本章独立写出。



3 中心列与幂零群

3.1 中心的原像与上中心列

可解群只要求因子群交换；幂零群要求这些因子还要由整个上方群的中心产生。这个附
加条件可以用商群的中心逐层拉回原群来表达。

定义 3.1 (中心与正规化子). 群 G 的中心定义为

Z(G) = {z ∈ G : zg = gz 对所有g ∈ G}.

它是子群：e 与所有元素交换；若 z, w ∈ Z(G)，由 wg = gw 得 w−1g = gw−1，于是

(zw−1)g = z(gw−1) = g(zw−1) (g ∈ G).

故 zw−1 ∈ Z(G)。若 H ≤ G，其正规化子定义为

NG(H) = {g ∈ G : gHg−1 = H}.

若 g, k ∈ NG(H)，则
(gk)H(gk)−1 = g(kHk−1)g−1 = H.

由 gHg−1 = H 两边以 g−1 共轭得 g−1Hg = H；单位元也正规化 H。故 NG(H) 是子群。若
h ∈ H，则 hHh−1 = H，所以 H ≤ NG(H)。

定义 3.2 (上中心列与幂零类). 令 Z0(G) = {e}。假设 Zi(G) ⊴ G 已定义，令

qi : G −→ G/Zi(G), qi(g) = gZi(G),

并定义
Zi+1(G) = q−1

i

(
Z(G/Zi(G))

)
.

这称为 G 的上中心列。若存在 c ≥ 0 使 Zc(G) = G，称 G 为幂零群；最小的这样的 c 称为
幂零类。平凡群的幂零类规定为 0。

要使定义递归合法，必须证明每个 Zi(G) 都正规。事实上它们将是特征子群。

命题 3.3 (上中心列的特征性). 对每个 i ≥ 0，Zi(G) 是 G 的特征子群，且

x ∈ Zi+1(G) ⇐⇒ [x, g] ∈ Zi(G) 对所有g ∈ G.

特别地，Zi(G) ⊴ G，定义中的每个商群都有意义。

证明. 先证中心特征。若 z ∈ Z(G)，α ∈ Aut(G)，任取 y ∈ G 并写成 y = α(x)，则

α(z)y = α(z)α(x) = α(zx) = α(xz) = α(x)α(z) = yα(z).

所以 α(z) ∈ Z(G)，得到 α(Z(G)) ⊆ Z(G)；对 α−1 使用同一包含，得到等号。

23
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归纳假设 Zi 特征。因为 α(Zi) = Zi，公式

ᾱ : G/Zi −→ G/Zi, gZi 7−→ α(g)Zi

是良定义的自同构：若 gZi = hZi，则 h−1g ∈ Zi，于是

α(h)−1α(g) = α(h−1g) ∈ Zi.

此外 ᾱ((gZi)(hZi)) = α(gh)Zi = (α(g)Zi)(α(h)Zi)，所以保持乘法；它的逆由 α−1 给出。自
同构保持中心，所以

ᾱ
(
Z(G/Zi)

)
= Z(G/Zi).

因此
α(Zi+1) = α

(
q−1
i (Z(G/Zi))

)
= q−1

i (Z(G/Zi)) = Zi+1.

归纳完成。

最后，x ∈ Zi+1 当且仅当 xZi 属于 G/Zi 的中心。这等价于对每个 g ∈ G，

(xZi)(gZi) = (gZi)(xZi),

也等价于
(xgx−1g−1)Zi = Zi,

即 [x, g] ∈ Zi。

由命题可知 Z1(G) = Z(G)。此外 Zi(G) ⊆ Zi+1(G)：若 x ∈ Zi，则 xZi 是商群单位元，
必在其中心。故上中心列确实是递增列。

3.2 下中心列与满同态像

对两个子群 A,B ≤ G，定义

[A,B] = 〈[a, b] : a ∈ A, b ∈ B〉.

这里的尖括号表示由所有这些交换子生成的子群，不表示交换子的集合本身。

定义 3.4 (下中心列). 令

γ1(G) = G, γi+1(G) = [γi(G), G] (i ≥ 1).

称 γ1(G) ⊇ γ2(G) ⊇ · · · 为下中心列。

引理 3.5 (下中心列的特征性与满同态像). 每个 γi(G) 是 G 的特征子群，且

γi+1(G) ⊆ γi(G).

若 f : G→ H 为满同态，则

f(γi(G)) = γi(H) (i ≥ 1).
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证明. 先证递降性。假设 γi ⊴ G。若 a ∈ γi、g ∈ G，则

[a, g] = aga−1g−1 = a(ga−1g−1).

因 γi 正规，ga−1g−1 ∈ γi；两因子都在 γi，故 [a, g] ∈ γi。生成这些交换子得到 γi+1 ⊆ γi。

再证特征性。若 α ∈ Aut(G)，则

α([γi, G]) = [α(γi), α(G)].

从 γ1 = G 开始归纳，假设 α(γi) = γi，便有

α(γi+1) = α([γi, G]) = [γi, G] = γi+1.

所以每项特征，因而正规。

对满同态 f，先有 f(γ1(G)) = f(G) = H = γ1(H)。若 f(γi(G)) = γi(H)，则

f(γi+1(G)) = f([γi(G), G])

= 〈f([a, g]) : a ∈ γi(G), g ∈ G〉

= 〈[f(a), f(g)] : a ∈ γi(G), g ∈ G〉

= 〈[u, v] : u ∈ γi(H), v ∈ H〉

= [γi(H),H] = γi+1(H).

第三个等号使用同态保持交换子，第四个等号使用 f 对 γi(G) 和 G的满射像分别为 γi(H) 和
H。

定理 3.6 (上、下中心列的等价判别). 对每个整数 c ≥ 0，有

Zc(G) = G ⇐⇒ γc+1(G) = {e}.

因此 G 幂零当且仅当其下中心列在有限步到达平凡群。

证明. 先设 Zc(G) = G。我们证明

γi(G) ⊆ Zc+1−i(G) (1 ≤ i ≤ c+ 1).

当 i = 1 时这是 G = Zc(G)。假设对某个 1 ≤ i ≤ c 已有

γi ⊆ Zc+1−i.

任取 a ∈ γi 和 g ∈ G。由命题 3.3，
[a, g] ∈ Zc−i.

因此所有生成元 [a, g] 都在 Zc−i，从而

γi+1 = [γi, G] ⊆ Zc−i = Zc+1−(i+1).

取 i = c+ 1 得 γc+1 ⊆ Z0 = {e}。
反向设 γc+1 = {e}。我们倒向证明

γc+1−j ⊆ Zj (0 ≤ j ≤ c).
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当 j = 0 时，γc+1 ⊆ Z0 是假设。若对某个 0 ≤ j < c 有

γc+1−j ⊆ Zj ,

则任取 a ∈ γc−j 和 g ∈ G，有

[a, g] ∈ [γc−j , G] = γc+1−j ⊆ Zj .

命题 3.3 的等价条件给出 a ∈ Zj+1，所以

γc−j ⊆ Zj+1.

令 j = c，得到 G = γ1 ⊆ Zc ⊆ G，即 Zc = G。

推论 3.7 (基本封闭性). 幂零群的子群、商群和有限直积仍幂零；幂零群可解。若 G,H 的幂
零类分别不超过 c, d，则 G×H 的幂零类不超过 max{c, d}。

证明. 若 K ≤ G，由交换子的生成定义归纳证明

γi(K) ⊆ γi(G).

初始为 K ⊆ G；若成立，则

γi+1(K) = [γi(K),K] ⊆ [γi(G), G] = γi+1(G).

所以 γc+1(G) = 1 蕴含 γc+1(K) = 1。

商群结论由引理 3.5：若 q : G→ G/N 满射且 γc+1(G) = 1，则

γc+1(G/N) = q(γc+1(G)) = 1.

对直积，逐坐标计算

[(g1, h1), (g2, h2)] = ([g1, g2], [h1, h2]).

归纳得到
γi(G×H) = γi(G)× γi(H).

一个包含方向来自右侧中任意交换子的坐标公式；反向方向则由嵌入

(a, e) = [(x, e), (y, e)] (a = [x, y]), (e, b) = [(e, u), (e, v)] (b = [u, v])

及生成性得到。故有限直积的下中心列在两个坐标同时终止时终止，类不超过各类的最大值。

若 Zc(G) = G，则对每个 i < c，Zi+1/Zi 是 G/Zi 的中心的子群，因而交换。列

G = Zc ⊇ Zc−1 ⊇ · · · ⊇ Z0 = 1

的每个非平凡因子交换，删去重复项后是可解列。因此幂零群可解。
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3.3 有限 p 群的中心与幂零性

定理 3.8 (有限 p 群的中心非平凡). 若 P 是非平凡有限 p 群，则 Z(P ) 6= {e}。

证明. P 作用于自身，作用为共轭：g · x = gxg−1。轨道是共轭类。轨道大小由轨道–稳定子
定理给出

|Orb(x)| = [P : CP (x)], CP (x) = {g ∈ P : gx = xg}.

因为 |P | 是 p 的幂，每个轨道大小也是 p 的幂。轨道大小为 1 的元素正是中心元素，所以类
方程为

|P | = |Z(P )|+
m∑
j=1

[P : CP (xj)],

其中 xj 取非中心共轭类的代表。每一项和 |P | 都被 p 整除，故 |Z(P )| 被 p 整除。单位元在
中心中，所以 |Z(P )| ≥ 1；被 p 整除便有 |Z(P )| ≥ p > 1，中心非平凡。

定理 3.9 (有限 p 群幂零). 每个有限 p 群都是幂零群。

证明. 对 |P |作归纳。平凡群满足 Z0(P ) = P，幂零类为 0。设 P 6= 1。由定理 3.8，Z(P ) 6= 1，
故

|P/Z(P )| < |P |.

归纳假设说明存在 c ≥ 0 使
γc+1(P/Z(P )) = 1.

投影 q : P → P/Z(P ) 是满同态，由引理 3.5，

q(γc+1(P )) = γc+1(P/Z(P )) = 1.

因此 γc+1(P ) ⊆ ker q = Z(P )。于是

γc+2(P ) = [γc+1(P ), P ] ⊆ [Z(P ), P ] = 1.

由定理 3.6，P 幂零。

3.4 正规化子条件

幂零群的上中心列还控制任意真子群的正规化子。

引理 3.10 (正规化子严格增大). 若 G 是非平凡幂零群，且 H < G，则

H ⊊ NG(H).

证明. 取最小的 j ≥ 1 使 Zj(G) 6⊆ H。存在性来自 Z0 = 1 ⊆ H 和某个 Zc = G；最小性给出

Zj−1(G) ⊆ H.

取 z ∈ Zj(G) \H。任取 h ∈ H，由命题 3.3，

[z, h] ∈ Zj−1(G) ⊆ H.

由交换子定义，
zhz−1 = [z, h]h ∈ H.

故 zHz−1 ⊆ H。同样对 z−1 ∈ Zj(G) 应用这个结论，得到 z−1Hz ⊆ H；两边以 z 共轭，得
H ⊆ zHz−1。所以 zHz−1 = H，即 z ∈ NG(H) \H。



3 中心列与幂零群 28

3.5 有限幂零群与 Sylow 分解

定理 3.11 (有限幂零群的 Sylow 判别). 有限群 G 幂零，当且仅当每个 Sylow 子群正规；这
又当且仅当 G 是各 Sylow 子群的内部直积。

证明. 先设 G 幂零，取任意 Sylow p 子群 P，令 N = NG(P )。我们证明 NG(N) = N。若
g ∈ NG(N)，则 gNg−1 = N，而 P ≤ N，所以

gPg−1 ≤ gNg−1 = N.

gPg−1 与 P 阶相同，且二者都是 N 的 Sylow p 子群。Sylow 共轭定理在 N 内给出 n ∈ N，
使

gPg−1 = nPn−1.

于是
(n−1g)P (n−1g)−1 = P,

即 n−1g ∈ NG(P ) = N，从而 g ∈ N。反向包含 N ⊆ NG(N) 总成立，故 NG(N) = N。

若 N < G，正规化子条件将给出 N < NG(N)，矛盾。因此 N = G，也就是 P ⊴ G。P
任意，所有 Sylow 子群正规。

反过来设所有 Sylow子群 P1, . . . , Ps正规。若 i 6= j，则 |Pi|与 |Pj |互素，因而 Pi∩Pj = 1。
任取 a ∈ Pi, b ∈ Pj。由于 Pi 正规，

[a, b] = a(ba−1b−1) ∈ Pi;

由于 Pj 正规，另一个改写给出

[a, b] = (aba−1)b−1 ∈ Pj .

故 [a, b] ∈ Pi ∩ Pj = 1，即不同 Sylow 子群逐元素交换。
令 Qi = P1 · · ·Pi。由于不同 Pi 的元素逐一交换，Qi 是子群；归纳地，若 Qi−1 已定义，

则 Qi−1 与 Pi 交换，且
Qi−1 ∩ Pi = {e},

因为 |Qi−1| 只含 p1, . . . , pi−1 这些素因子，而 |Pi| 是 pi 的幂。故有限子群乘积公式给出

|Qi| =
|Qi−1| |Pi|
|Qi−1 ∩ Pi|

= |Qi−1| |Pi|.

特别地，|Qs| =
∏

i |Pi| = |G|，所以 Qs = G，且下述乘法映射满射。

于是乘法映射

Φ : P1 × · · · × Ps −→ G, (x1, . . . , xs) 7−→ x1 · · ·xs

是同态：两个坐标中的元素可以逐对交换，所以

Φ(x1, . . . , xs)Φ(y1, . . . , ys) = x1y1 · · ·xsys = Φ(x1y1, . . . , xsys).

若 s = 0，则 G 平凡，空直积也是平凡群。设 s ≥ 1。若 x1 · · ·xs = e，则

xs = (x1 · · ·xs−1)
−1 ∈ Ps ∩Qs−1 = {e}.
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这里约定 Q0 = {e}。故 xs = e；再有 xs−1 ∈ Ps−1 ∩Qs−2 = {e}。如此递降至 x1 = e，得到
核平凡。若两个元组像相同，它们之比在核中，因而两个元组相同，证明单射。结合前面的满
射，Φ 是同构，得到内部直积分解。

最后，若 G = P1 × · · · × Ps，每个 Pi 是有限 pi 群，由定理 3.9 幂零；有限直积的幂零
性由推论得到。因此 G 幂零。

3.6 三阶单位上三角群

令

U3(F ) =

u(a, b, c) =
1 a c

0 1 b

0 0 1

 : a, b, c ∈ F

 .

直接矩阵乘法给出

u(a, b, c)u(a′, b′, c′) = u(a+ a′, b+ b′, c+ c′ + ab′),

u(a, b, c)−1 = u(−a,−b, ab− c).

将乘法公式逐次代入四个因子。前三个乘积的坐标依次为

u(a, b, c)u(a′, b′, c′) = u(a+ a′, b+ b′, c+ c′ + ab′),

u(a+ a′, b+ b′, c+ c′ + ab′)u(−a,−b, ab− c) = u(a′, b′, c′ + ab′ − a′b).

再乘以 u(−a′,−b′, a′b′ − c′)，得到

[u(a, b, c), u(a′, b′, c′)] = u(0, 0, ab′ − a′b).

前两个坐标分别为 a′、b′，最后与 (−a′,−b′) 相加成为 0；第三坐标为

(c′ + ab′ − a′b) + (a′b′ − c′) + a′(−b′) = ab′ − a′b.

因此所有交换子属于
C = {u(0, 0, c) : c ∈ F}.

反向地，取 a = c、b = 0、a′ = 0、b′ = 1，则

[u(c, 0, 0), u(0, 1, 0)] = u(0, 0, c),

所以每个 C 中元素都是交换子，得到

U3(F )
′ = C.

若 u(a, b, c) 在中心中，则它与任意 u(a′, b′, c′) 交换，故

ab′ − a′b = 0 对所有a′, b′ ∈ F.

取 (a′, b′) = (0, 1) 得 a = 0，取 (1, 0) 得 b = 0；c 任意。因此 Z(U3(F )) = C。矩阵 u(0, 0, c)

与所有元素交换，故 C ⊆ Z(U3(F ))，等号成立。

由导出群计算，γ2(U3(F )) = C；因为 C 位于中心，故

γ3(U3(F )) = [C,U3(F )] = 1.

当 F 非平凡时 C 6= 1，所以幂零类恰为 2。若 F = Fp，其阶为 p3；该群也说明有限 p 群的
幂零类可以达到 2。
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3.7 可解与幂零的区别

在 S3 中，中心元素的共轭类必须是单点。单位元以外的换位被共轭互相置换，三循环也
被共轭互相置换；因此没有非单位元属于中心，得到

Z(S3) = 1.

于是上中心列从 Z0 = 1 开始一直为 1，不能到达 S3，所以 S3 不幂零。第二章已经计算

S′
3 = A3, A′

3 = 1,

故 S3 可解。这给出可解群不必幂零的最小非交换例子。

还可以从扩张看出差别：

1 −→ A3 −→ S3 −→ C2 −→ 1

的核和商群都是交换群，因而幂零；中间群却不幂零。若 N ⊆ Z(G) 且 G/N 的幂零类不超
过 c，则满同态公式给出

γc+1(G) ⊆ N ⊆ Z(G),

再取交换子便有
γc+2(G) = [γc+1(G), G] = 1.

所以中心扩张至多使幂零类增加一层。

文献说明

本章核读 Milne [1] 第六章“Nilpotent groups”第 93–96 页，采用其上中心列、正规化子
条件和有限幂零群 Sylow 判别的主线。中心列之间的等价性、有限 p 群的类方程证明、U3(F )

的矩阵计算和中心扩张的类数上界均在正文中逐步写出。



4 直积、半直积与群扩张

本章先对任意群核建立直积与半直积；从集合截面和二余循环开始的扩张分类则假定核
交换，并固定商在核上的作用。这里的扩张等价要求保持指定的核与商映射，条件强于中间群
抽象同构。一般非交换核的因子集及其障碍不在本章建立；互素阶条件下的可解有限群分裂
与补群共轭在第八章证明。

4.1 从唯一分解到乘法公式

第一章已经给出两个不能由合成因子区别的群：C4 与 C2 × C2。更精确地说，它们都含
有一个阶为 2 的正规子群，商群也都是 C2。因此，指定核与商群以后，还必须描述它们如何
组合。先研究存在一个子群与核互补的情形。

定义 4.1 (补子群). 设 N ⊴ G。若 H ≤ G 满足

NH = G, N ∩H = {e},

称 H 是 N 在 G 中的补子群。不同的补子群可以给出不同的分解坐标。

命题 4.2 (唯一分解与共轭作用). 设 N ⊴ G，H 是 N 的补子群。则每个 g ∈ G 唯一表示为
nh，其中 n ∈ N,h ∈ H。公式

θ(h)(n) = hnh−1

定义同态 θ : H → Aut(N)，且

(nh)(mk) = nθ(h)(m)hk.

称这种分解为内部半直积分解。

证明. NH = G 保证存在性。若 nh = mk，则

m−1n = kh−1 ∈ N ∩H = {e},

所以 n = m、h = k，表示唯一。

由 N ⊴ G，共轭 n 7→ hnh−1 将 N 送到自身，且

h(n1n2)h
−1 = (hn1h

−1)(hn2h
−1).

其逆是以 h−1 共轭，故为自同构。对 h, k ∈ H、n ∈ N，

θ(hk)(n) = hknk−1h−1 = θ(h)(θ(k)(n)).

因此 θ(hk) = θ(h)θ(k)。最后，

(nh)(mk) = n(hmh−1)hk = nθ(h)(m)hk.

这从原群的乘法推导出坐标乘法。

31
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4.2 外部半直积的构造

定理 4.3 (半直积的群公理). 给定群 N,H 和同态 θ : H → Aut(N)，在集合 N ×H 上定义

(n, h)(m, k) = (nθ(h)(m), hk).

这使它成为群，记为 N ⋊θ H。单位元为 (eN , eH)，逆元为

(n, h)−1 = (θ(h−1)(n−1), h−1).

证明. 自同构 θ(h) 将 m 送到 N，故乘法封闭。对三个元素，左结合为

((n, h)(m, k))(l, t) = (nθ(h)(m)θ(hk)(l), (hk)t),

右结合为
(n, h)((m, k)(l, t)) = (nθ(h)(mθ(k)(l)), h(kt))

= (nθ(h)(m)θ(h)θ(k)(l), h(kt)).

N,H 各自结合，且 θ(hk) = θ(h)θ(k)，所以两式相同。

因 θ(eH) = idN 且 θ(h)(eN ) = eN，有

(eN , eH)(n, h) = (n, h), (n, h)(eN , eH) = (n, h).

记 v = (θ(h−1)(n−1), h−1)。左右乘分别得到

(n, h)v = (nθ(h)θ(h−1)(n−1), eH) = (eN , eH),

v(n, h) = (θ(h−1)(n−1)θ(h−1)(n), eH) = (eN , eH).

群公理全部成立。

定义
i(n) = (n, eH), j(h) = (eN , h), π(n, h) = h.

则

i(n)i(m) = i(nm), j(h)j(k) = j(hk), π((n, h)(m, k)) = hk = π(n, h)π(m, k).

坐标相等说明 i, j 单射；每个 h 都是 (eN , h) 的像，说明 π 满射。其核为 i(N)，所以 i(N) 正
规。又有

(n, h) = i(n)j(h), i(N) ∩ j(H) = {(eN , eH)}.

因此 j(H) 是 i(N) 的补子群。所实现的共轭作用正是原给定作用：

j(h)i(n)j(h)−1 = (θ(h)(n), eH) = i(θ(h)(n)).

命题 4.4 (内部与外部构造相符). 在命题 4.2 的条件下，映射

Ψ : N ⋊θ H −→ G, (n, h) 7−→ nh

是同构。



4 直积、半直积与群扩张 33

证明. 每个输入是确定的有序对，不涉及代表选择。乘法公式给出

Ψ((n, h)(m, k)) = nθ(h)(m)hk = (nh)(mk) = Ψ(n, h)Ψ(m, k).

NH = G 给出满射；若 nh = mk，唯一表示给出 n = m,h = k，所以单射。

命题 4.5 (内部直积与平凡作用). 在内部半直积分解中，以下条件等价：作用 θ 平凡；N 与
H 逐元素交换；H ⊴ G。这些条件成立时 Ψ : N ×H → G 是直积同构。

证明. θ(h)(n) = n 等价于 hn = nh，故前两项等价。若逐元素交换，任意 g = nh 和 k ∈ H

满足
gkg−1 = n(hkh−1)n−1 = hkh−1 ∈ H.

用 g−1 代入得反向包含，所以 H ⊴ G。

若 H ⊴ G，对 n ∈ N,h ∈ H，

[h, n] = h(nh−1n−1) ∈ H, [h, n] = (hnh−1)n−1 ∈ N.

故 [h, n] ∈ H ∩ N = 1，二者交换。作用平凡时半直积乘法化为 (n, h)(m, k) = (nm, hk)；命
题 4.4 给出直积同构。

这里比较的是给定两个子群与给定坐标的乘法；某个抽象群是否还具有其他直积分解，需
要另行判断。

命题 4.6 (改变核与商的坐标). 设 θ : H → Aut(N)、η : K → Aut(M) 为作用。若同构
α : N →M、β : H → K 满足

α(θ(h)(n)) = η(β(h))(α(n)) (h ∈ H,n ∈ N),

则 F (n, h) = (α(n), β(h)) 是 N ⋊θ H 到 M ⋊η K 的同构。

证明.
F ((n, h)(m, k)) = (α(n)α(θ(h)(m)), β(h)β(k))

= (α(n)η(β(h))(α(m)), β(h)β(k))

= F (n, h)F (m, k).

α, β 均为双射，其坐标乘积 F 也是双射，逆映射为 (u, v) 7→ (α−1(u), β−1(v))。

4.3 旋转、仿射变换与上三角矩阵

在 Cn = Z/nZ 上，a 7→ −a 是加法群自同构，平方为恒等。因此 C2 通过反演作用，得到

(a, ε)(b, δ) = (a+ (−1)εb, ε+ δ).

第一个坐标模 n，第二个坐标模 2。取 r = (1, 0)、s = (0, 1)，则

rn = e, s2 = e, srs−1 = r−1.

每个元素唯一写为 rasε。若 n ≥ 3，把正 n 边形的顶点编号为 j ∈ Z/nZ，则 (a, ε) 对顶点的
作用为

j 7−→ a+ (−1)εj.
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s 的轴

12

3 4

r

srs−1 = r−1

图 4.1: 正方形的旋转与反射

复合给出上述乘法。若这个作用为恒等，则代入 j = 0 得 a = 0；代入 j = 1 得 (−1)ε = 1

(mod n)，因 n ≥ 3，必有 ε = 0。故作用忠实。这些作用都是旋转或反射；任意平面等距对称
由一个顶点的像与相邻方向确定，所以恰由这 2n 个作用穷尽。该半直积即 D2n。

图 4.1 中 r 使 1 7→ 2 7→ 3 7→ 4 7→ 1，s 是关于水平轴的反射。因此 s = (14)(23)，直接按
字母共轭得到

s(1234)s−1 = (4321) = (1432) = r−1.

例 4.7 (仿射群). 取 N = (F,+)、H = F×，定义 θ(a)(b) = ab。分配律给出加性，乘以 a−1

给出逆，且 θ(ac) = θ(a)θ(c)。乘法为

(b, a)(d, c) = (b+ ad, ac).

令 Ta,b(x) = ax+ b，则

Ta,b ◦ Tc,d(x) = acx+ ad+ b = Tac,b+ad(x).

因此 (b, a) 7→ Ta,b 保持运算。若两个像相同，在 0 的值相同给出 b = d，在 1 的值相同给出
a+ b = c+ d，因而 a = c，所以单射。每个仿射变换都由这样的 a, b 给出，故满射，得到

Aff(F ) ∼= (F,+)⋊ F×.

例 4.8 (上三角群的分裂). 令 Bn(F ) 为可逆上三角矩阵群，Un(F ) 为单位上三角群，Tn(F )
为可逆对角矩阵群。第二章的对角同态以 Un(F ) 为核，故 Un(F ) ⊴ Bn(F )。任取 B = (bij) ∈
Bn(F )，令

D = diag(b11, . . . , bnn), U = BD−1.

U 的对角线全为 1，故 B = UD，且 Un(F ) ∩ Tn(F ) = {I}。因此

Bn(F ) ∼= Un(F )⋊ Tn(F ).

若 D = diag(d1, . . . , dn)，则
(DUD−1)ij = diuijd

−1
j .

这明确给出作用。若 n ≥ 2 且 |F | > 2，可取 d1/d2 6= 1，作用在 u12 = 1 的矩阵上非平凡；若
F = F2，对角群平凡。这个边界不能从“上三角”三个字中省去。
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4.4 短正合列与分裂

定义 4.9 (扩张与截面). 群的短正合列

1 −→ N
i−→ G

π−→ Q −→ 1

表示 i 是单同态、π 是满同态，且 im i = kerπ。称它为 Q 通过 N 的扩张。若存在同态
s : Q→ G 满足 π ◦ s = idQ，称扩张分裂，s 称为同态截面。只满足这个右逆等式的集合映射
称为集合截面。

核 i(N) 正规于 G，因为 π(gxg−1) = π(g)eπ(g)−1 = e 对 x ∈ kerπ 成立，再以 g−1 共轭
得到等号。以下的扩张分裂指这条带有指定 i, π 的列分裂。

定理 4.10 (分裂、补子群与半直积). 短正合列分裂，当且仅当 kerπ 在 G 中有补子群。若 s

为同态截面，定义
θ(x)(n) = i−1

(
s(x)i(n)s(x)−1

)
.

则 θ : Q→ Aut(N) 为作用，映射

F : N ⋊θ Q −→ G, (n, x) 7−→ i(n)s(x)

为同构，且 πF (n, x) = x。

证明. 若 s 是截面，则 s 单射：s(x) = s(y) 蕴含 x = πs(x) = πs(y) = y。令 H = s(Q)，同
态像是子群，且 π|H 与 s 互逆。若 s(x) ∈ kerπ，则 x = πs(x) = e，所以 s(x) = e，得到
H ∩ kerπ = 1。对任意 g ∈ G，

g = (gs(π(g))−1)s(π(g)), π(gs(π(g))−1) = π(g)π(g)−1 = e.

故 G = (kerπ)H，H 是补子群。
反之，若H 是补子群，π|H 的核为H∩kerπ = 1，所以单射；每个 g = nh满足 π(g) = π(h)，

而 π 满射，所以 π|H 满射。它的逆 s 保持乘法：s(x)s(y) ∈ H 且投影为 xy，由唯一性必等
于 s(xy)。于是得到同态截面。

θ 是把命题 4.2 的共轭作用沿同构 i : N → kerπ 和 s : Q → H 运输回来，所以为作用。
显式地，s(xy) = s(x)s(y) 给出

i(θ(xy)(n)) = s(x)s(y)i(n)s(y)−1s(x)−1 = i(θ(x)θ(y)(n)).

i 单射，故作用的乘法律成立。映射 F 满足

F (n, x)F (m, y) = i(n)s(x)i(m)s(x)−1s(xy)

= i(nθ(x)(m))s(xy) = F ((n, x)(m, y)).

上面的分解保证满射。若 i(n)s(x) = i(m)s(y)，投影后得 x = y，再消去 s(x) 得 i(n) = i(m)，
所以 n = m，证明单射。

例 4.11 (不分裂的循环扩张). 设 p 为素数。在加法群中定义

i : Cp → Cp2 , [b]p 7→ [pb]p2 , π : Cp2 → Cp, [a]p2 7→ [a]p.
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i 的代表相差 p 的倍数时像相差 p2 的倍数，故良定义；[pb]p2 = 0 当且仅当 p | b，故单射。π
良定义且满射，两者都保持加法，且 kerπ = pZ/p2Z = im i，所以短列正合。

若有同态截面，写 s([1]p) = [a]p2。截面条件给出 a ≡ 1 (mod p)；同态性却给出

p[a]p2 = s(p[1]p) = s(0) = 0,

所以 p2 | pa，即 p | a，矛盾。这个扩张不分裂。

4.5 交换核、集合截面与二余循环

现在固定短正合列
1 −→ A

i−→ G
π−→ Q −→ 1,

其中 A 交换，写成加法群。下文仍把 G,Q 写成乘法群。选择归一化集合截面 s : Q→ G，即

π(s(x)) = x, s(e) = e.

这只是每个纤维中选一个代表；有限 Q 时是有限次选择，一般情形在第一册的选择公理框架
下选取。

命题 4.12 (商群在交换核上的作用). 公式

i(x · a) = s(x)i(a)s(x)−1

给出 Q 在 A 上通过加法群自同构的作用。这个作用不依赖集合截面的选择。

证明. 右侧投影为 xeQx
−1 = eQ，所以属于 kerπ = im i；i 单射使 x · a 唯一。共轭保持乘法，

所以
i(x · (a+ b)) = s(x)i(a)i(b)s(x)−1 = i(x · a)i(x · b) = i(x · a+ x · b).

i 单射，故 a 7→ x · a 加性；逆共轭给出逆映射，所以它是加法群自同构。
若 t(x) 是另一个提升，则 t(x)s(x)−1 ∈ kerπ，故可写 t(x) = i(b)s(x)。因 A 交换，

t(x)i(a)t(x)−1 = i(b)
(
s(x)i(a)s(x)−1

)
i(−b) = i(x · a).

所以作用与提升无关。s(x)s(y) 是 xy 的一个提升，于是

i((xy) · a) = s(x)s(y)i(a)s(y)−1s(x)−1 = i(x · (y · a)).

i 单射使 (xy) · a = x · (y · a)。又由 s(e) = e 得 e · a = a，作用公理成立。

因 s(x)s(y)s(xy)−1 属于核，存在唯一 c(x, y) ∈ A 满足

s(x)s(y) = i(c(x, y))s(xy).

每个 g ∈ G 唯一写成 i(a)s(x)：投影确定 x = π(g)，然后 gs(x)−1 唯一确定 a。将群元素暂
记为坐标 (a, x)，直接相乘得到

i(a)s(x)i(b)s(y) = i(a)
(
s(x)i(b)s(x)−1

)
s(x)s(y)

= i(a+ x · b+ c(x, y))s(xy).

所以坐标乘法为
(a, x)(b, y) = (a+ x · b+ c(x, y), xy). (4.1)
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定理 4.13 (二余循环与扩张的构造). 上述 c : Q×Q→ A 满足归一化条件

c(e, x) = c(x, e) = 0

及二余循环等式
c(x, y) + c(xy, z) = x · c(y, z) + c(x, yz). (4.2)

反之，给定 Q 在交换群 A 上的作用和满足这些条件的 c，式 (4.1) 定义一个群，记为 Ec；它
给出具有该指定作用的扩张

1 −→ A
ic−→ Ec

πc−→ Q −→ 1, ic(a) = (a, e), πc(a, x) = x.

证明. 由 s(e) = e，

s(e)s(x) = s(x) = i(0)s(x), s(x)s(e) = s(x) = i(0)s(x),

唯一性给出归一化。原群结合律使 (s(x)s(y))s(z) = s(x)(s(y)s(z))。两边分别是

i(c(x, y) + c(xy, z))s(xyz)

和
i(x · c(y, z) + c(x, yz))s(xyz),

消去末尾代表并用 i 单射，得到 (4.2)。
反向构造中乘法封闭。三元乘积左结合的第一坐标为

a+ x · b+ c(x, y) + (xy) · d+ c(xy, z),

右结合的第一坐标为
a+ x · b+ (xy) · d+ x · c(y, z) + c(x, yz).

等式 (4.2) 使二者相同，第二坐标都是 xyz，故结合。归一化给出

(0, e)(a, x) = (a, x) = (a, x)(0, e).

对 (a, x)，令
b = −x−1 · a− x−1 · c(x, x−1).

则 (a, x)(b, x−1) 的第一坐标为 a+ x · b+ c(x, x−1) = 0。代入 (4.2) 中的 (x−1, x, x−1) 得

c(x−1, x) = x−1 · c(x, x−1).

因此反向乘积的第一坐标也为

b+ x−1 · a+ c(x−1, x) = 0,

第二坐标均为 e，所以 (b, x−1) 是双侧逆元。

ic 满足 (a, e)(b, e) = (a+ b, e)，且单射；πc 保持乘法，因每个 x 有原像 (0, x) 而满射，其
核正是 A× {e} = im ic。最后，

(0, x)(a, e) = (x · a, x) = (x · a, e)(0, x),

说明共轭在核上的作用正是 a 7→ x · a。
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4.6 截面变化与扩张等价

若把 s 改为另一个归一化截面 sb(x) = i(b(x))s(x)，其中 b : Q→ A 满足 b(e) = 0，则

sb(x)sb(y) = i(b(x) + x · b(y))s(x)s(y)

= i(b(x) + x · b(y) + c(x, y)− b(xy))sb(xy).

因此新二余循环为
cb(x, y) = c(x, y) + b(x) + x · b(y)− b(xy). (4.3)

定义
(δb)(x, y) = b(x) + x · b(y)− b(xy).

这是二上边界。这里的负号来自把旧代表 s(xy) 改写为 i(−b(xy))sb(xy)，不能省略。

定义 4.14 (固定作用的二上同调群). 固定作用 Q → Aut(A)。所有归一化二余循环在逐点相
加下构成的群记为 Z2(Q,A)；所有 δb（b(e) = 0）构成的群记为 B2(Q,A)。定义

H2(Q,A) = Z2(Q,A)/B2(Q,A).

这些定义中的子群条件必须验证。二余循环等式在 A中是加法等式，故零函数、和、负函
数均满足，归一化也保留，所以 Z2 是交换群。b 7→ δb 加性，故其像是加法子群。由 b(e) = 0，

δb(e, x) = 0 + b(x)− b(x) = 0, δb(x, e) = b(x) + x · 0− b(x) = 0.

再计算
δb(x, y) + δb(xy, z) = b(x) + x · b(y) + (xy) · b(z)− b(xyz),

x · δb(y, z) + δb(x, yz) = b(x) + x · b(y) + (xy) · b(z)− b(xyz).

所以 B2 ⊆ Z2，商群有定义。

定义 4.15 (扩张等价). 两条扩张 A
i−→ G

π−→ Q 与 A
i′−→ G′ π′

−→ Q 等价，是指存在同构
F : G→ G′ 满足

F ◦ i = i′, π′ ◦ F = π.

即下面的图交换：
1 A G Q 1

1 A G′ Q 1

i π

F

i′ π′

这里核 A 和商 Q 的标记固定；这比只要求中间群抽象同构更严格。

定理 4.16 (交换核扩张的分类). 固定 Q在 A上的作用。具有该作用的扩张等价类与 H2(Q,A)

的元素一一对应。扩张分裂当且仅当对应类为 0。

证明. 任意扩张选归一化截面，得到 c。由式 (4.3)，换截面只增加二上边界，故 [c] 不变。若
F 是扩张等价，F ◦ s 是另一条扩张的截面，且

F (s(x))F (s(y)) = F (i(c(x, y))s(xy)) = i′(c(x, y))F (s(xy)),

所以此截面的二余循环仍为 c，类对等价也不变。
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还要把原扩张与坐标模型联系起来。映射

Φs : Ec −→ G, (a, x) 7−→ i(a)s(x)

由唯一坐标表示为双射；式 (4.1) 的推导给出

Φs((a, x)(d, y)) = i(a+ x · d+ c(x, y))s(xy) = Φs(a, x)Φs(d, y).

又有 Φs(a, e) = i(a)、πΦs(a, x) = x，所以它是扩张等价。

反过来，每个 c ∈ Z2 都给出扩张 Ec，故每个类都能实现。若 c′ = c+ δb，定义

Fb : Ec′ −→ Ec, (a, x) 7−→ (a+ b(x), x).

比较乘法的第一坐标：

Fb((a, x) ·c′ (d, y))1 = a+ x · d+ c′(x, y) + b(xy)

= a+ x · d+ c(x, y) + b(x) + x · b(y),

(Fb(a, x) ·c Fb(d, y))1 = a+ b(x) + x · (d+ b(y)) + c(x, y).

两式相同，第二坐标同为 xy，故 Fb 为同态。它的逆为 (a, x) 7→ (a− b(x), x)，所以双射。因
b(e) = 0，它在核上恒等，且保持投影，故为扩张等价。

还要证明等价不把不同的类混在一起。若 F : Ec′ → Ec 是扩张等价，保持投影迫使

F (0, x) = (b(x), x), b(e) = 0.

保持核标记和乘法使
F (a, x) = F ((a, e)(0, x)) = (a+ b(x), x).

把 (0, x)(0, y) 代入同态条件，得到

c′(x, y) + b(xy) = b(x) + x · b(y) + c(x, y),

即 c′ = c+ δb。因此类相同当且仅当扩张等价。

若扩张有同态截面，其二余循环恒为 0，所以类为零。若 [c] = 0，可写 c = δb，用截面变
化 −b 得到 c−b = 0；于是 s−b(x)s−b(y) = s−b(xy)，新截面是同态，扩张分裂。

4.7 循环商的中心扩张：进位与模掉倍数

这一节设 Q = Cm，m ≥ 2，并假定作用平凡。由命题 4.12，平凡作用等价于 i(A) ⊆ Z(G)：
每个 g = i(a)s(x) 在核上的共轭就是 x 的作用。这样的扩张称为中心扩张。

令 t̄ 是 Cm 的生成元，取提升 t ∈ G，即 π(t) = t̄。则存在唯一 z ∈ A 使

tm = i(z).

任意 g ∈ G 唯一写为
i(a)tr, a ∈ A, 0 ≤ r < m.

因为投影先唯一确定 r，再由 i 单射确定 a。定义进位函数

κ(r, s) =

⌊
r + s

m

⌋
(0 ≤ r, s < m).
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它只取 0, 1。用 i(A) 中心性计算

(i(a)tr)(i(b)ts) = i(a+ b+ κ(r, s)z)tr+s−mκ(r,s).

所以该扩张的二余循环为
cz(t̄

r, t̄s) = κ(r, s)z.

三项相加的总进位满足

κ(r, s) + κ((r + s) mod m,u) =
⌊
r + s+ u

m

⌋
= κ(s, u) + κ(r, (s+ u) mod m),

故 cz 确实满足二余循环等式；任何 z ∈ A 都给出扩张 Ecz。

定理 4.17 (循环中心扩张的参数). 固定平凡作用。上述扩张的等价类由

A/mA, mA = {ma : a ∈ A}

参数化；参数为 z +mA。因此

H2(Cm, A) ∼= A/mA.

扩张分裂当且仅当 z ∈ mA。

证明. 若另取提升 t′ = i(a)t，中心性给出

(t′)m = i(ma)tm = i(ma+ z),

所以参数只增加 mA 中的元素。所有扩张都由某个 z 的进位坐标描述，前面的唯一表达与乘
法计算给出到 Ecz 的等价。

若 F : Ecz → Ecw 是扩张等价，目标标准提升记作 tw，则 F (tz) = i(a)tw，因为二者投影
均为 t̄。于是

i(z) = F (tmz ) = F (tz)
m = i(ma+ w),

故 z − w ∈ mA。反之，若 z = w +ma，在目标中选新提升 t′ = i(a)tw，则 (t′)m = i(z)。以
此提升给出的坐标映射

i(b)trz 7−→ i(b)(t′)r

保持核和投影；两边使用同一个进位参数 z，所以保持上面逐项写出的乘法。每个目标元在 t′

坐标下唯一表示，因此它是双射，得到扩张等价。

为验证群同构的加法相容，映射 z 7→ [cz] 加性，因为 cz+w = cz + cw。它满射，因为每
个扩张都具有进位坐标；其核由刚证明的等价判别恰为 mA。因此诱导 A/mA→ H2(Cm, A)

的双射同态，给出所述同构。

若 z ∈ mA，选 a 使 ma = −z，则提升 t′ = i(a)t 满足 (t′)m = e。故 t̄r 7→ (t′)r 是良定
义的同态截面。反之，同态截面给出一个 m 次幂为 e 的提升，必须满足 z +ma = 0，所以
z ∈ mA。

例 4.18 (两个阶四群来自两个扩张类). 取 A = C2、m = 2，则 2A = 0，所以 A/2A = C2。
z = 0 时乘法无进位，得到 C2 × C2；每个元素的二倍为零。

z = 1 时，令 t = (0, t̄)，则 t2 = (1, e) 6= e、t4 = e，而

e = (0, e), t = (0, t̄), t2 = (1, e), t3 = (1, t̄)
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穷尽四个元素。因此 k+4Z 7→ tk 良定义、保持加法到乘法、满射，且四个剩余类像不同，所
以为同构 C4

∼= Ec1。两类不同，因为 1 /∈ 2A；中间群也不同构，因为一个有阶四元素，另一
个没有。

例 4.19 (无限循环核也有不分裂扩张). 取 A = Z、z = 1，得到以 Z/mZ 为参数集的中心扩
张类中的一个。其模型为

0 −→ Z a 7→ma−−−−→ Z k 7→k+mZ−−−−−−→ Cm −→ 0.

中间群生成元 t = 1 的 m 倍恰是核元素 i(1) = m，所以参数为 1 +mZ。它不分裂：若截面
把 1 +mZ 送到 k ∈ Z，同态性迫使 mk = 0，故 k = 0，其投影不可能为 1 +mZ。这说明不
分裂现象并不限于有限核。

4.8 非平凡作用：二面体群与四元数群

前面的循环中心扩张要求作用平凡。一个非平凡作用的完整计算能说明为什么不能把
A/mA 公式无条件套用。

取 A = Z/4Z、Q = Z/2Z，令 1 ∈ Q 通过反演作用于 A。这一节 Q 使用加法记号，二余
循环公式中的 xy 相应写成 x+ y。归一化使 c(0, x) = c(x, 0) = 0，所以整个二余循环只由

k = c(1, 1) ∈ Z/4Z

决定。对 (1, 1, 1) 代入二余循环等式，得到 k = −k，即 2k = 0，所以 k = 0 或 2。若三个指
标中有一个为 0，则等式两边直接约为同一个值；故这两种 k 都确实给出二余循环。

对任意归一化 b : Q→ A，有

δb(1, 1) = b(1)− b(1)− b(0) = 0.

所以 B2 = 0，恰有两个扩张等价类，其乘法为

(a, ε)(b, δ) = (a+ (−1)εb+ kεδ, ε+ δ mod 2).

第一坐标模 4，ε, δ 用 0, 1 代表。k = 0 是半直积 C4 ⋊ C2 = D8。k = 2 时令 r = (1, 0)、
s = (0, 1)，则

r4 = e, s2 = r2, srs−1 = r−1.

每个元素仍唯一写成 rasε。对 ε = 1 的四个元素，

(a, 1)2 = (a− a+ 2, 0) = (2, 0) 6= e.

因此没有位于非平凡商陪集中的阶二元素，扩张不能分裂。

这个群可以在复矩阵中明确实现。令 i2 = −1，取

R =

(
i 0

0 −i

)
, S =

(
0 1

−1 0

)
.

矩阵乘法给出 R2 = S2 = −I、R4 = I、SRS−1 = R−1。故

(RaSε)(RbSδ) = Ra+(−1)εb+2εδSε+δ mod 2.
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这恰好是 k = 2 的乘法，故 (a, ε) 7→ RaSε 是同态。四个 Ra 是不同的对角矩阵，四个 RaS

是不同的非零反对角矩阵，两个集合不交，所以此映射单射。其像是八个矩阵组成的群，定义
为四元数群 Q8，映射对这个像满射，所以给出 Ec2

∼= Q8。

两种中间群也确实不同构：Q8 只有一个阶二元素 r2；在 D8 中，r2 及四个 ras 都是阶二
元素。群同构保持元素阶，所以不可能同构。这一对例子具有同一个核 C4、同一个商 C2，甚
至同一个共轭作用；仍须用二余循环才能区别。

4.9 补子群的变化与一余循环

二余循环记录扩张能否分裂；扩张已经分裂以后，还可以问补子群有多少个。设

G = A⋊Q, (a, x)(b, y) = (a+ x · b, xy),

其中 A 仍交换。任意同态截面都形如 sb(x) = (b(x), x)。它保持乘法当且仅当

b(xy) = b(x) + x · b(y). (4.4)

这样的 b称为一余循环，所有这些函数的加法群记为 Z1(Q,A)。将 x = y = e代入得 b(e) = 0，
所以无需另加归一化。这个集合确实是加法群。零函数满足式 (4.4)；若 b, d 满足该式，则作
用的加性给出

(b+ d)(xy) = b(x) + x · b(y) + d(x) + x · d(y)

= (b+ d)(x) + x · (b+ d)(y),

(−b)(xy) = −b(x) + x · (−b(y)).

故它对和与负函数封闭，结合律与交换律由 A 的逐点加法继承。

命题 4.20 (补子群与一余循环). 补子群与 Z1(Q,A) 一一对应；两个补子群由核 A 中的元素
共轭，当且仅当对应的一余循环之差形如

da(x) = a− x · a (a ∈ A).

因此，核共轭意义下的补子群类由

H1(Q,A) = Z1(Q,A)/{da : a ∈ A}

参数化。

证明. 补子群上投影是同构，故其逆唯一给出同态截面；反过来，同态截面的像是补子群，已
由定理 4.10 证明。截面的坐标形式唯一，故与满足 (4.4) 的 b 一一对应。

以核元素 (a, e) 共轭，有

(a, e)(b(x), x)(a, e)−1 = (b(x) + a− x · a, x).

所以共轭正对应于增加 da。若两条图像子群在此共轭下相同，每个投影 x 的元素唯一，因此
函数逐点相差 da，反向也由公式成立。

还须检查分母子群有定义。da 满足

da(x) + x · da(y) = a− x · a+ x · (a− y · a) = a− (xy) · a = da(xy).

所以 da ∈ Z1；并有 da+a′ = da + da′。分母是加法子群，商群有定义。上述共轭判别说明商群
元素恰好参数化核共轭类。
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例 4.21 (仿射群中的补子群是定点稳定子). 设 |F | > 2，取 A = (F,+)、Q = F×，作用为乘
法。一余循环条件是

b(xy) = b(x) + xb(y).

因 xy = yx，交换 x, y 得
(1− y)b(x) = (1− x)b(y).

选 y 6= 1，令 a = b(y)/(1 − y)，便有 b(x) = (1 − x)a。故每个一余循环都是某个 da，从而
H1(F×, F ) = 0。对应截面给出的仿射变换为

t 7−→ xt+ (1− x)a,

恰好固定 a。所有补子群由平移共轭。这从公式证明了不同原点给出共轭的伸缩子群。

文献说明

本章核读 Milne [1] 第三章第 46–49 页的半直积构造、二面体群与上三角群例子及作用坐
标的同构判别。交换核扩张的二余循环、H2 分类、循环中心扩张的 A/mA 参数和补子群的
H1 参数均在正文中从截面与乘法直接推导，不预先调用上同调分类定理。这里分类的是保持
核与商标记的扩张等价类；任意抽象群的同构分类还须考虑核、商的自同构及不同正规子群
的选择。



5 置换群与单群

前四章研究正规子群与商群如何分解、组合。本章改变观察方式：让群作用在一个集合
上，把群元素转化为置换。轨道描述点怎样移动，稳定子记录哪些元素保持一点，块系则把子
群包含关系表现为集合的分割。随后用循环型计算共轭类，证明交错群的单性，再回到可解群
与半直积。

5.1 作用、轨道与稳定子

定义 5.1 (左作用与忠实性). 设 G 为群，X 为非空集合。左作用是映射 G ×X → X，记为
(g, x) 7→ gx，满足

ex = x, (gh)x = g(hx).

记 Sym(X) 为 X 上所有双射在复合下组成的群。若只有单位元固定 X 的每一点，称作用忠
实；若任意两点可由一个群元素互相移动，称作用传递。

每个 g 给出双射 λg : x 7→ gx，因为

λg−1λg(x) = g−1(gx) = x, λgλg−1(x) = x.

作用公理给出 λgh = λgλh，所以得到同态

λ : G −→ Sym(X).

反过来，任意这样的同态以 gx = λ(g)(x) 定义作用，因为同态保持单位元和乘法。忠实性恰
好是 kerλ = 1。

定义 5.2 (轨道与稳定子). 对 x ∈ X，定义

Gx = {gx : g ∈ G}, Gx = {g ∈ G : gx = x}.

前者称为 x 的轨道，后者称为 x 的稳定子。

关系 y ∼ x ⇐⇒ y = gx 是等价关系：x = ex 给出自反性；y = gx 给出 x = g−1y；
y = gx, z = hy 给出 z = (hg)x。因此轨道构成 X 的分割。稳定子是子群：e ∈ Gx，且若
g, h ∈ Gx，则

(gh−1)x = g(h−1x) = gx = x.

这里 h−1x = x 来自对 hx = x 施加 h−1。

定理 5.3 (轨道与陪集的对应). 映射

Φx : G/Gx −→ Gx, gGx 7−→ gx

为双射，并满足 Φx(agGx) = aΦx(gGx)。若 G 有限，则

|Gx| = [G : Gx] =
|G|
|Gx|

.

这里 G/Gx 先指左陪集的集合，不假设它是商群。

44
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证明. 若 gGx = hGx，则 h−1g ∈ Gx，故 h−1gx = x，即 gx = hx，证明良定义。反之，gx = hx

给出 h−1g ∈ Gx，所以陪集相同，证明单射。轨道定义保证每个点有原像，故满射。最后

Φx(agGx) = (ag)x = a(gx) = aΦx(gGx).

有限时用 Lagrange 定理计算陪集数，得到公式。

命题 5.4 (稳定子的共轭与作用核). 有 Ggx = gGxg
−1。若作用传递，则

kerλ =
⋂
g∈G

gGxg
−1.

证明. 任取 h ∈ G，

h ∈ Ggx ⇐⇒ hgx = gx⇐⇒ (g−1hg)x = x⇐⇒ h ∈ gGxg
−1.

作用核由固定每一点的元素组成，故为
⋂

y∈X Gy；传递时每个 y 都等于某个 gx，代入刚证明
的等式即得结论。

5.2 陪集作用与子群的正规核

设 H ≤ G。定义 a(gH) = (ag)H。若 gH = g′H，则 g′ = gh 对某个 h ∈ H 成
立，所以 (ag′)H = (agh)H = (ag)H，作用良定义。单位元与乘法公理由 e(gH) = gH、
a(b(gH)) = (ab)(gH) 得到。它传递，且点 H 的稳定子正是 H。

定义 5.5 (正规核). 定义 H 在 G 中的正规核为

coreG(H) =
⋂
g∈G

gHg−1.

命题 5.6. 正规核是包含于 H 的最大正规子群，也是陪集作用的核。若 [G : H] = m <∞，则

G/ coreG(H) ↪→ Sm.

证明. 交集为子群，取 g = e 得它包含于 H。对任意 a ∈ G，

a
(⋂

g

gHg−1
)
a−1 =

⋂
g

(ag)H(ag)−1 =
⋂
u∈G

uHu−1,

因为 g 7→ ag 双射，所以正规。若 N ⊴ G 且 N ≤ H，则对每个 g，N = gNg−1 ≤ gHg−1，
故 N ≤ coreG(H)。陪集作用的核由命题 5.4 给出。

编号陪集以后，作用给出 λ : G→ Sm。诱导映射

λ̄ : G/ coreG(H) → Sm, g coreG(H) 7→ λ(g)

良定义：两个代表之比在作用核中，像相同。记 K = coreG(H)，则

λ̄((gK)(hK)) = λ(gh) = λ(g)λ(h) = λ̄(gK)λ̄(hK),

所以保持乘法。若像为单位元，代表在作用核中，故商陪集为单位元，所以单射。
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取 H = 1，左乘作用忠实，得到有限群 G 到 S|G| 的嵌入。这是 Cayley 定理。它证明每
个有限群都能作为置换群研究，但寻找较小的忠实作用仍是另外的问题。

推论 5.7 (最小素因子指数). 设 G 有限，p 是整除 |G| 的最小素数。若 [G : H] = p，则
H ⊴ G。

证明. 令 K = coreG(H)。有 K ≤ H，且

[G : K] = p[H : K] | p!.

若 [H : K] > 1，取其一个素因子 q。因 [H : K] | |G|，有 q ≥ p；又 q | p!，所以 q ≤ p，必
有 q = p。于是 p2 | [G : K] | p!。但 1, . . . , p 中只有一个数含因子 p，且只含一次，矛盾。故
[H : K] = 1，H = K 正规。

5.3 不交循环、阶与幂

以下 n ≥ 2，Sn = Sym({1, . . . , n})，从右向左复合。置换 σ 的支撑为

supp(σ) = {a : σ(a) 6= a}.

互异点 a0, . . . , aj−1 的循环 (a0 a1 · · · aj−1) 把 at 送到 at+1，下标模 j，并固定其他点；二循
环称为换位。一循环记一个不动点。

定理 5.8 (不交循环分解). 每个 σ ∈ Sn 都是不交循环的乘积。若计入不动点，其循环集合由
σ 唯一确定，仅允许改变各循环的起点和循环书写次序。

证明. 让 〈σ〉 作用于点集。对任一点 a，有限性给出整数 r > s ≥ 0 使 σr(a) = σs(a)。施
加双射 σ−s 得 σr−s(a) = a，所以返回原点的正幂存在；取最小的正整数 j 使 σj(a) = a。
a, σ(a), . . . , σj−1(a) 互异，否则对一个更短的正幂已有返回。带余除法使每个整数幂的像都属
于这 j 点，故它们恰好构成整个轨道。

在此轨道上，σ 恰好是循环 (a σ(a) · · · σj−1(a))。对所有轨道取这些循环。不同轨道不
交，所以在任意点上只有本轨道的循环起作用，全部循环的乘积与 σ 在每一点一致。不交循
环可交换：任一点至多被其中一个循环移动，交换次序不改变像。

反过来，一个不交循环乘积的每个循环支撑恰是该置换的一个轨道。轨道唯一；每个轨道
上的后继点由 σ 决定，因而只剩起点和书写顺序的自由。

命题 5.9 (循环型、元素阶与幂). 设 mj 为 σ 分解中长度为 j 的循环数，包含 m1 个不动点。
称 1m12m2 · · ·nmn 为循环型，有

n∑
j=1

jmj = n, ord(σ) = lcm{j : mj > 0}.

若 c 是 j 循环，k ∈ Z，则 ck 分成 d = gcd(j, k) 个长度 j/d 的循环，约定 gcd(j, 0) = j。

证明. 点集被各循环分割，得到第一式。σk = e 当且仅当每个循环的 k 次幂均恒等，等价于
每个出现的长度都整除 k；最小正 k 就是最小公倍数。

把 c 的点编号为 at，t ∈ Z/jZ。ck 把指标 t 变为 t+ k。返回原点所需最小正步数 l 满足
j | lk。写 j = dj0, k = dk0，gcd(j0, k0) = 1，则 j | lk ⇐⇒ j0 | l，故轨道长为 j0 = j/d。j 个
点被分成 j/(j/d) = d 个轨道。
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例 5.10 (在幂中分裂的循环). 取 σ = (123)(456)(78) ∈ S8。其阶为 lcm(3, 2) = 6，而

σ2 = (132)(465), σ3 = (78), σ6 = e.

例如 σ2 在第一个轨道按 1 7→ 3 7→ 2 7→ 1 运行，第二个轨道按 4 7→ 6 7→ 5 7→ 4 运行，最后两
个点固定。

1

2 3

4

5 6

7

8

(123) (456) (78)

图 5.1: 不交循环给出的三个轨道

图 5.1画的是 σ 的箭头；求幂就是每次沿箭头多走相应步数。两个三点轨道长度相同，稍
后将看到中心化子还可以整体交换它们。

5.4 符号与三循环生成

沿用第一册已证明的符号同态 sgn : Sn → {1,−1}；每个换位的符号为 −1，定义 An =

ker sgn。为明确与循环分解的关系，对 j ≥ 2 先写出

(a1 a2 · · · aj) = (a1aj)(a1aj−1) · · · (a1a2). (5.1)

右侧使 a1 先到 a2，以后各换位不动 a2；对 2 ≤ i < j，ai 在遇到 (a1ai) 时变为 a1，紧接着
变为 ai+1，以后不再改变；aj 最后变为 a1。其余点固定，故等式逐点成立。一循环为单位元，
符号为 1。因此

sgn(σ) =
∏
j

(−1)(j−1)mj = (−1)n−
∑

j mj .

特别地，j 循环为偶置换当且仅当 j 为奇数。式 (5.1) 说明换位生成 Sn；若一个置换写成 l 个
换位，符号必为 (−1)l，所以不同写法的换位数具有相同奇偶性。

当 n ≥ 2，(12)的符号为 −1，故符号满射。于是 An ⊴ Sn、[Sn : An] = 2，且 |An| = n!/2。
这里 |Sn| = n! 来自依次选取 σ(1), . . . , σ(n) 的 n, n− 1, . . . , 1 种可能。

命题 5.11 (三循环生成). An 由所有三循环生成；n = 2 时把空生成集解释为平凡群。

证明. 偶置换写成偶数个换位后，两两分组。两个相同换位相乘为 e；共享一点的不同换位适
当命名为 (ab)(bc)，有

(ab)(bc) = (abc).

左边的逐点计算是 a 7→ a 7→ b、b 7→ c 7→ c、c 7→ b 7→ a，其余点固定。若两换位不交，则

(ab)(cd) = (acb)(acd).
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为逐点核查后式，右边在 a, b, c, d 上分别给出

a 7→ c 7→ b, b 7→ b 7→ a, c 7→ d 7→ d, d 7→ a 7→ c.

即交换 a, b 以及 c, d；其他点固定。因而每一组换位都是三循环乘积，每个偶置换均在三循环
生成的群中。反向由三循环符号为 1 得生成群包含于 An。

5.5 不动点与轨道计数

定理 5.12 (轨道计数公式). 设有限群 G 作用于有限非空集合 X，记 Xg = {x : gx = x}，轨
道总数为 r。则

r =
1

|G|
∑
g∈G

|Xg|.

证明. 对集合 Ω = {(g, x) ∈ G×X : gx = x} 双重计数。先固定 g，再固定 x，得到

|Ω| =
∑
g∈G

|Xg| =
∑
x∈X

|Gx|.

将右和按轨道 O 分组。若 x ∈ O，定理 5.3 给出 |Gx| = |G|/|O|，因此∑
x∈O

|Gx| = |O| |G|
|O|

= |G|.

每个轨道贡献 |G|，故总和为 r|G|，两边除以 |G| 即得公式。

例 5.13 (正方形顶点染色). 给正方形四个顶点各选 q ≥ 1 种颜色之一，允许同色。令 X 为所
有函数 f : {1, 2, 3, 4} → {1, . . . , q}。沿用第四章的 D8 顶点作用，定义

(gf)(v) = f(g−1v).

有 (gh)f(v) = f(h−1g−1v) = (g(hf))(v)，故这是左作用。gf = f 当且仅当 f 在 g 的每个顶
点循环上为常值。因此若 g 有 c(g) 个循环（计入不动点），恰有 qc(g) 个染色被固定。

旋转 r = (1234)、反射 s = (14)(23) 给出如下完整计数：

元素类型 个数 循环长度 |Xg|
e 1 1, 1, 1, 1 q4

r, r3 2 4 q

r2 1 2, 2 q2

s, r2s 2 2, 2 q2

rs, r3s 2 2, 1, 1 q3

例如 rs = (24)、r3s = (13)，所以最后一行有两个不动顶点。旋转或反射后相同的染色属于同
一轨道，轨道数为

q4 + 2q3 + 3q2 + 2q

8
.

q = 2 时为 (16 + 16 + 12 + 4)/8 = 6。
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5.6 共轭类与中心化子的结构

命题 5.14 (共轭是重新标号). 对 τ ∈ Sn，

τ(a1 · · · aj)τ−1 = (τ(a1) · · · τ(aj)).

两个置换在 Sn 中共轭当且仅当它们循环型相同。

证明. 左侧把 τ(ai) 先还原为 ai，再送到 ai+1，最后送到 τ(ai+1)；对不在这些像点中的点，
τ−1 的像在原循环外，所以共轭后仍固定。于是得到公式。

共轭保持循环长，给出必要性。若循环型相同，将同长度循环逐一配对，按各自循环顺序
把第 t 点对应到第 t 点，包括所有不动点。各循环分割点集，这定义一个双射 τ。公式使它将
源循环逐个共轭到目标循环，所以把整个置换共轭到目标。

记
CSn(σ) = {τ ∈ Sn : τσ = στ}

为中心化子。这里共轭作用是 g · x = gxg−1；e · x = x，且 (gh)x(gh)−1 = g(hxh−1)g−1，所
以满足作用公理。记群 K 中的共轭类为

ClK(x) = {gxg−1 : g ∈ K}.

中心化子是共轭作用下 σ 的稳定子，故为子群，且共轭类大小为 n!/|CSn(σ)|。

定理 5.15 (中心化子的坐标与阶). 若 σ 循环型为 1m1 · · ·nmn，则

|CSn(σ)| =
n∏

j=1

jmjmj !, |ClSn(σ)| =
n!∏

j j
mjmj !

.

更精确地，选定每个循环的起点以后，

CSn(σ)
∼=

∏
j:mj>0

(
(Cj)

mj ⋊ Smj

)
,

其中 Smj 通过置换坐标作用于 (Cj)
mj。

证明. 把长度 j 的第 l 个循环写成点列 aj,l,t，其中 1 ≤ l ≤ mj、t ∈ Z/jZ，使

σ(aj,l,t) = aj,l,t+1.

若 τσ = στ，则 τ(σta) = σtτ(a)，所以 τ 将一个 σ 轨道双射到另一个相同长度的轨道。对每
个 j，它因而确定一个 πj ∈ Smj。若

τ(aj,l,0) = aj,πj(l),uj,πj(l)
,

则交换关系迫使
τ(aj,l,t) = aj,πj(l),t+uj,πj(l)

. (5.2)

这里每个 uj,l ∈ Cj 是目标循环的平移量。

反过来，任取 πj 和 uj,l，式 (5.2) 在每个轨道间给出双射，全部轨道不交，因此给出全点
集的双射；它把 t+ 1 变成 t+ 1+ uj,πj(l)，与先平移再加 1 相同，所以与 σ 交换。坐标唯一，
故每个 j 有 jmjmj ! 种选择，不同 j 独立，得到阶公式。
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还要检验这里的半直积乘法。暂省略 j，用 (u, π) 表示以上双射。两个双射复合使

al,t 7−→ aρ(l),t+vρ(l) 7−→ aπρ(l),t+vρ(l)+uπρ(l)
.

定义 π 对向量的作用为 (π · v)k = vπ−1(k)，则 k = πρ(l) 时，上式平移量为 uk + (π · v)k。因
此坐标乘法为

(u, π)(v, ρ) = (u+ π · v, πρ),

正是第四章的半直积。坐标作用保持加法，逆由 π−1 给出，且 π · (ρ · v) = (πρ) · v；各个 j 上
作用不交，最后取直积。

这个半直积常写为 Cj oSmj，称为这里的置换花环积；本章只使用上面已完全定义的坐标
模型，不预设一般花环积理论。

例 5.16 (两个等长循环可以互换). 对 σ = (123)(456)(78)，定理给出

|CS8(σ)| = 32 · 2! · 2 = 36, |ClS8(σ)| =
40320

36
= 1120.

除独立旋转两个三循环以外，τ = (14)(25)(36) 也与 σ 交换，因为

τ(123)τ−1 = (456), τ(456)τ−1 = (123), τ(78)τ−1 = (78).

因此不能只把中心化子看成各个原循环生成的直积。

例 5.17 (S4 的完整共轭表). 4 的分拆恰为 1+ 1+ 1+ 1, 2+ 1+ 1, 2+ 2, 3+ 1, 4。代入中心化
子公式得到

循环型 代表 |CS4(σ)| 类大小 sgn
14 e 24 1 +1

2 12 (12) 2 · 2! = 4 6 −1

22 (12)(34) 22 · 2! = 8 3 +1

3 1 (123) 3 8 +1

4 (1234) 4 6 −1

类大小之和 1 + 6 + 3 + 8 + 6 = 24，也与 4! 相符。

5.7 交错群中共轭类的分裂

引理 5.18 (指数二子群中的类分裂). 设 K 是有限群，H ⊴ K、[K : H] = 2，x ∈ H。x
的 K 共轭类在 H 中或者仍为一个共轭类，或者分成两个等大的共轭类。分成两个当且仅当
CK(x) ≤ H。

证明. 取 t ∈ K \H，则 K = H t tH，所以

ClK(x) = ClH(x) ∪ tClH(x)t−1.

第二部分恰是 txt−1 的 H 共轭类：tHt−1 = H 使 t(hxh−1)t−1 = (tht−1)(txt−1)(tht−1)−1。两
个 H 轨道相交就相同，不相交就构成两个类；共轭 y 7→ tyt−1 给出它们间的双射。

若 CK(x) 含 c /∈ H，则 t = hc 对某个 h ∈ H 成立，故 txt−1 = hxh−1，两个类相同。反
之，若 txt−1 = hxh−1，则 h−1t ∈ CK(x) \H。因此一个类不分裂当且仅当中心化子含子群外
元素，得到所述判别。
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定理 5.19 (交错群的分裂判别). 设 σ ∈ An，计入不动点。它的 Sn 共轭类分成两个 An 共轭
类，当且仅当所有循环长度均为奇数且彼此不同。

证明. 由引理，只需判定 CSn(σ) 是否全由偶置换组成。

若分解含偶长度循环 c，则 c 与 σ 的所有不交循环交换，故 c ∈ CSn(σ)；但 sgn(c) =

(−1)length(c)−1 = −1，类不分裂。

若没有偶长度，但某个奇数 j 重复出现，取两个 j 循环的点列 a0, . . . , aj−1、b0, . . . , bj−1。
置换

t =

j−1∏
r=0

(arbr)

交换这两个循环，固定其他点，故与 σ 交换；它是 j 个不交换位的乘积，符号为 (−1)j = −1。
这里 j = 1 也包含两个不动点的换位。因此类仍不分裂。

若各长度为互异奇数，定理 5.15 的轨道置换 πj 都平凡，所以中心化子中的元素只能在
每个循环内独立旋转，即为原循环各次幂的乘积。每个原循环符号为 1，其幂及乘积也为偶置
换，故 CSn(σ) ≤ An，类分成两个。

例 5.20 (A5 的全部共轭类). 5 个点上的偶循环型只有 15、221、312、5。后一个型分裂，前
两个非平凡型分别含重复长度 2、重复不动点 1，均不分裂。因而

循环型 代表 |CS5(σ)| |CA5(σ)| A5 类大小
15 e 120 60 1

221 (12)(34) 8 4 15

312 (123) 6 3 20

5 (12345) 5 5 12

5 (13524) 5 5 12

未分裂的中心化子含奇置换，符号在其中满射，故与 A5 相交的阶恰减半。分裂的中心化子已
包含于 A5，阶不变。这说明表中每一列的来源。

还要确认两个五循环代表确实来自不同类。令 c = (12345)。把 c 共轭为 c2 = (13524) 的
一个置换为

u = (2354), ucu−1 = (13524).

u 是奇置换。若还存在偶置换 v 完成同一共轭，则 u−1v ∈ CS5(c) = 〈c〉 ≤ A5，但 u−1v 为奇，
矛盾。因此 c, c2 不在同一个 A5 类中。

表的类大小之和为 1 + 15+ 20+ 12+ 12 = 60。还可仅用这些数字证明 A5 单。正规子群
N 是完整共轭类的并，包含 e，所以

|N | = 1 + 15a+ 20b+ 12d, a, b ∈ {0, 1}, d ∈ {0, 1, 2}.

将 d = 0, 1, 2 分别代入，全部可能数为

d (a, b) = (0, 0) (1, 0) (0, 1) (1, 1)

0 1 16 21 36

1 13 28 33 48

2 25 40 45 60

其中整除 60 的只有 1, 60。Lagrange 定理迫使 N = 1 或 A5。这为下一节的一般单性证明提
供一个可独立核查的起点。
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5.8 最小支撑与交错群的单性

引理 5.21 (三循环在交错群中共轭). 当 n ≥ 5 时，所有三循环在 An 中共轭。

证明. 设三循环为 c, d，由循环型相同，存在 τ ∈ Sn 使 τcτ−1 = d。若 τ 偶，已经完成。若 τ

奇，d 的支撑外至少有两个点 u, v，取 s = (uv)。s 与 d 不交而交换，且 sτ 为偶，所以

(sτ)c(sτ)−1 = sds−1 = d.

引理 5.22 (支撑的乘积上界). 对 α, β ∈ Sn，

supp(αβ) ⊆ supp(α) ∪ supp(β), supp(τατ−1) = τ(supp(α)).

证明. 若 x 在右侧并集以外，则 αx = x = βx，于是 αβx = x，得到第一式。第二式来自

(τατ−1)(x) 6= x⇐⇒ α(τ−1x) 6= τ−1x.

定理 5.23 (交错群的单性). 当 n ≥ 5 时，An 是非交换单群。

证明. 设 1 6= N ⊴ An。从有限非空集合 N \{e}中，选支撑大小最小的 σ，记 m = | supp(σ)|。
置换不能只移动一点；只移动两点的置换为换位，是奇置换。因此 m ≥ 3。

对任意三循环 τ，交换子

ρ = [σ, τ ] = στσ−1τ−1 = σ(τσ−1τ−1)

属于 N，因为 τ ∈ An 且 N 正规。它非单位当且仅当 στσ−1 6= τ。由支撑上界，ρ 至多移动
六点。

若 m > 6，取 a使 b = σ(a) 6= a，再取互异的 c, d /∈ {a, b}，令 τ = (acd)。共轭循环 στσ−1

的支撑包含 b，而 τ 的支撑不包含 b，故二者不同。于是 e 6= ρ ∈ N，支撑不超过 6 < m，与
选择矛盾。故只需讨论 m = 3, 4, 5, 6。

若 m = 3，支撑上的无不动点置换只能是三循环，已经得到 N 中的三循环。

若 m = 4，无不动点的循环长度分拆只有 4 或 2 + 2；四循环为奇，故 σ = (ab)(cd)。取
支撑外一点 u，令 τ = (abu)。因 σ(u) = u，

στσ−1 = (bau) = (aub) = τ−1, [σ, τ ] = τ−2 = τ.

这直接给出 N 中支撑为 3 < 4 的三循环，也与最小性矛盾。

若 m = 5，可能分拆只有 5 或 3 + 2；后者符号为 −1，因此 σ = (abcdu)。取 τ = (abc)，
则

στσ−1 = (bcd), [σ, τ ] = (bcd)(acb) = (adb).

最后一步的非固定点计算为 a 7→ c 7→ d、d 7→ d 7→ b、b 7→ a 7→ a；点 c 先到 b 再到 c，因而
固定。得到一个支撑为 3 < 5 的非单位元，矛盾。

若 m = 6，不含 1 的分拆为 6, 4+2, 3+3, 2+2+2；其中 6 与 2+2+2 为奇，剩下两型。
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第一型 σ = (abc)(duv)，取 τ = (abd)。有

στσ−1 = (bcu), [σ, τ ] = (bcu)(adb) = (a d c u b).

最后的五循环按 a 7→ d 7→ c 7→ u 7→ b 7→ a 运行，故其支撑为 5 < 6，矛盾。

第二型 σ = (abcd)(uv)，取 τ = (abc)，仍有

στσ−1 = (bcd), [σ, τ ] = (bcd)(acb) = (adb),

支撑为 3 < 6，再次矛盾。至此最小支撑元必为三循环。

正规性和引理 5.21 使 N 包含全部三循环；命题 5.11 使 N = An。最后，α = (123)、
β = (124) 均在 An 中，而

(αβ)(1) = 3, (βα)(1) = 4,

故群非交换。

这里的 n ≥ 5 同时用于两处：改变三循环共轭元的奇偶性时需要两个外部点；从双换位
取得三循环时需要第五个点。A3

∼= C3 为交换单群，而 A4 有第一章构造的真正规子群 V4，不
能删掉次数条件。

5.9 对称群的正规子群与导出列

引理 5.24 (对称群中心平凡). 若 n ≥ 3，则 Z(Sn) = 1。

证明. 设 z 中心，则对任意互异的 i, j，共轭公式给出

(z(i) z(j)) = z(ij)z−1 = (ij),

所以 {z(i), z(j)} = {i, j}。固定 i，取与它互异的 j, k，则

z(i) ∈ {i, j} ∩ {i, k} = {i}.

故每个点均被固定，z = e。

定理 5.25 (对称群的正规子群). 若 n ≥ 5，则 Sn 的正规子群恰为 1, An, Sn。

证明. 设 N ⊴ Sn。交 N ∩An 正规于 An，由单性为 1 或 An。若为 An，则 N ⊇ An。若 N

还含一个奇置换 t，每个奇置换 g 满足 t−1g ∈ An，故 g ∈ tAn ⊆ N，于是 N = Sn；不含奇
置换则 N = An。

若 N ∩An = 1，则 sgn |N 核平凡，故单射，|N | ≤ 2。若 |N | = 2，写 N = {e, z}。任意
g ∈ Sn 的共轭把 N 送到自身，且不把 z 6= e 送到 e，所以 gzg−1 = z。这使 z ∈ Z(Sn)，与引
理矛盾。故 N = 1。

命题 5.26 (完美性与不可解性). 若 n ≥ 5，则

A′
n = An, S′

n = An.

因此 An, Sn 都不可解。称满足 G′ = G 的群为完美群。
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证明. 第二章已证明导出子群特征，故 A′
n ⊴ An。非交换性使某个交换子非单位，故 A′

n 6= 1；
单性迫使 A′

n = An。其导出列恒为 An 6= 1，所以不可解。

符号商 Sn/An
∼= C2 交换，第二章交换商判别给出 S′

n ≤ An；另一方面，An 内的交换子
也是 Sn 内的交换子，故 An = A′

n ≤ S′
n。得到相等。于是 Sn 导出列从第一步起恒为 An，也

不终止。

例 5.27 (S4 为何仍可解). 沿用第一章的 V = {e, a, b, c}，其中

a = (12)(34), b = (13)(24), c = (14)(23).

第一章已逐项核对 V ∼= C2 × C2 及 V ⊴ A4 ⊴ S4。现精确计算导出列。符号商交换，故
S′
4 ≤ A4；而

[(12), (23)] = (12)(23)(12)(23) = (132) ∈ S′
4.

S′
4 正规于 S4，所有三循环在 S4 共轭，故 S′

4 含所有三循环，等于 A4。

商 A4/V 阶为 3，所以循环且交换，故 A′
4 ≤ V。取 x = (123), y = (124)，直接计算

[x, y] = (234)(142) = (12)(34) = a.

右侧在 1, 2, 3, 4 上的像依次为 2, 1, 4, 3。用 x 共轭有

xax−1 = (23)(14) = c, xcx−1 = (24)(13) = b.

正规性给出 a, b, c ∈ A′
4，所以 A′

4 = V。V 交换，故 V ′ = 1。最终

S
(0)
4 = S4, S

(1)
4 = A4, S

(2)
4 = V, S

(3)
4 = 1,

导出长度为 3。S3 的导出长度为 2 已在第二章计算，S2 = C2 的导出长度为 1。因此对 n ≥ 2，
Sn 可解当且仅当 n ≤ 4。

5.10 块、本原作用与极大子群

以下 G 传递地作用于有限集合 X，|X| ≥ 2。

定义 5.28 (块与本原作用). 非空子集 B ⊆ X 称为块，若对每个 g ∈ G，要么 gB = B，要么
gB ∩B = ∅。单点和 X 称为平凡块。若只有平凡块，称此传递作用为本原作用。

块条件比“某个子集被某些元素保持”更强：每个群元素都必须把它整体移到自身，或移
到与它完全不交的地方。

命题 5.29 (块的平移构成分割). 若 B 是块，则不同的平移 gB 两两不交，全部平移覆盖 X，
且 G 置换这些块。反过来，若 G 置换某个分割中的各部分，则每个部分都是块。有限时每块
大小整除 |X|。

证明. 若 gB∩hB 6= ∅，施加 h−1 得 h−1gB∩B 6= ∅，块条件给出 h−1gB = B，故 gB = hB。
取 b ∈ B；传递性使每个 x ∈ X 写成 gb，所以被某个 gB 覆盖。a(gB) = (ag)B 说明 G 置换
各部分。

反过来，同一分割中的两个部分相交就相同，而 gB 仍为一个部分，恰是块条件。各平移
通过双射 g 与 B 等势，若共有 r 块，则 |X| = r|B|。
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定理 5.30 (含定点的块与中间子群). 固定 x ∈ X。含 x 的块与满足 Gx ≤ H ≤ G 的子群一
一对应，映射为

B 7−→ GB = {g : gB = B}, H 7−→ Hx.

因而作用本原当且仅当 Gx 是 G 的极大真子群。

证明. 先给定块 B 3 x。集合稳定子 GB 为子群，因为 eB = B，且若 gB = B = hB，则
h−1B = B，于是 gh−1B = B。若 g ∈ Gx，则 x = gx ∈ gB ∩B，故 gB = B，得到 Gx ≤ GB。

有 GBx ⊆ B。对任意 y ∈ B，传递性给出 g 使 gx = y。此时 y ∈ gB ∩ B，块条件使
g ∈ GB，故 y ∈ GBx，得到 B = GBx。

再给定 Gx ≤ H ≤ G，令 B = Hx。若 gB ∩B 6= ∅，则存在 h1, h2 ∈ H 使 gh1x = h2x，
因此

h−1
2 gh1 ∈ Gx ≤ H, g = h2(h

−1
2 gh1)h

−1
1 ∈ H.

于是 gB = gHx = Hx = B，证明 B 是块。每个 h ∈ H 保持 Hx，所以 H ≤ GB；若 g ∈ GB，
则 gx ∈ Hx，写 gx = hx，得到 h−1g ∈ Gx ≤ H，故 g ∈ H。因此 GB = H，两映射互逆。

H = Gx 对应 {x}；H = G 对应 X。因此没有非平凡块，当且仅当没有严格中间子群。
传递且 |X| ≥ 2 使 Gx < G，这就是极大真子群条件。

推论 5.31 (素数次数与二重传递). 传递作用的点数若为素数，则作用本原。二重传递作用也
本原，其中二重传递指对任意有序互异点对 (x, y)、(u, v)，存在同一个 g 使 gx = u, gy = v。

证明. 素数点数情形，块大小整除该素数，故只能为 1 或 |X|。
二重传递情形，若块 B 含互异 x, y 且 B 6= X，取 z /∈ B。二重传递给出 g 使 gx =

x, gy = z。因 x ∈ gB ∩B，块条件使 gB = B，但 z = gy ∈ gB 却不属于 B，矛盾。

5.11 换位生成的图与传递性的边界

引理 5.32 (连通图的边换位). 设有限无向图的顶点集为 X，边 {u, v} 对应换位 (uv)。边换
位生成的群，在每个连通分支上恰为全对称群；不同分支的这些对称群构成直积。特别地，图
连通当且仅当边换位生成 Sym(X)。

证明. 每个边换位只移动同一分支中的两个点，所以生成群保持每个分支。反过来，若 a, b 属
于同一分支，取简单路径

v0 = a, v1, . . . , vr = b.

r = 1 时 (ab) 就是边换位。r ≥ 2 时令

w = (v0v1)(v1v2) · · · (vr−2vr−1).

从右向左作用，vr−1 依次到 vr−2, . . . , v0，故 w(vr−1) = v0；简单路径使 vr 不在 w 的支撑内，
故 w(vr) = vr。共轭公式给出

w(vr−1vr)w
−1 = (v0vr) = (ab).

因此同一分支内任意两点的换位均已生成，它们生成该分支上的全部置换。

不同分支支撑不交，所以逐元素交换，交也平凡。任意保持每个分支的置换唯一由各分支
上的限制决定，逐点相乘对应坐标相乘；因此生成群是这些对称群的直积。单点分支贡献平凡
群。
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定理 5.33 (本原群含换位的判别). 设 G ≤ Sym(X) 忠实本原地作用，且含一个换位，则
G = Sym(X)。特别地，素数次数的传递置换群含换位时就是全对称群。

证明. 设换位为 t = (ab)。把所有 gtg−1 的两个支撑点作为边，构成顶点集为 X 的图。共轭
公式给出边 {ga, gb}。任意 h ∈ G 将这条边送到 {hga, hgb}，仍为边；所以 G 的每个元素都
是图自同构，置换图的连通分支。

由命题 5.29，分支是块。图含边 {a, b}，其分支至少两点；本原性使这一分支等于 X，故
图连通。所有边换位都在 G 中，由上一引理生成整个 Sym(X)。于是 G 包含整个对称群，而
原先已是其子群，所以相等。素数情形用推论 5.31。

例 5.34 (传递且含换位仍可能不够). 在 S4 中取

r = (1234), t = (24), G = 〈r, t〉.

有 r4 = t2 = e、trt−1 = (1432) = r−1。关系 tr = r−1t 使每个乘积都可归到 ratε，0 ≤ a < 4、
ε ∈ {0, 1}。四个 ra 不同，t /∈ 〈r〉，故这八个元素不同，|G| = 8。它传递，因为包含四循环，
也含换位 t；但 |S4| = 24，所以 G 6= S4。

t 在 G 中的共轭只有 (24), (13)：r 共轭将二者互换，t 共轭保持二者；生成元保持此二元
集合，所以全部共轭都在其中，而两者均已出现。对应图有两个分支

B1 = {1, 3}, B2 = {2, 4}.

1

3

2

4

B1 = {1, 3} B2 = {2, 4}

r

r

图 5.2: 换位共轭图的两个分支与块的交换

图 5.2 的两条实线恰是共轭换位对应的边。rB1 = B2、rB2 = B1，t 保持两块，所以块系
被 G 保持；没有跨分支的边。这明确指出了上一证明中需要本原性的环节。

5.12 正规子群的轨道与仿射结构

命题 5.35 (正规子群的轨道组成块系). 设 G 传递地作用于 X，N ⊴ G。则 N 的轨道组成被
G 保持的分割，而且各轨道等大。若作用忠实且本原，则每个非平凡正规子群都传递。

证明. 对任意 g ∈ G, x ∈ X，

g(Nx) = {gnx : n ∈ N} = {(gng−1)gx : n ∈ N} = N(gx),
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其中最后一步用 gNg−1 = N。故 G 置换这些轨道。G 在 X 传递，使任意两个 N 轨道由某
个 g 双射对应，因而等大。

若作用本原，轨道分割只能是单点分割或 {X}。若全是单点，则每个 n ∈ N 固定每一点，
忠实性使 N = 1。所以非平凡 N 必传递。

不能把“正规”省去。例如 〈(12)〉 ≤ S3 在三点上的轨道为 {1, 2}, {3}，大小不同。

定义 5.36 (正则作用). 忠实传递作用若一点的稳定子平凡，称为正则作用。由稳定子共轭公
式，此时每一点的稳定子都平凡；对任意有序点对 (x, y)，传递性给出将 x 送到 y 的元素；若
gx = hx = y，则 h−1g ∈ Gx = 1，故 g = h，这样的元素唯一。

定理 5.37 (交换正规子群迫使仿射形式). 设有限群 G ≤ Sym(X) 忠实本原地作用于 |X| ≥ 2

的集合，且含非平凡交换正规子群 N。则存在素数 p 和 d ≥ 1，使

|X| = pd, N ∼= (Cp)
d.

选定一点 x 与 N 的一组 Fp 基以后，可以将 X 识别为向量空间 Fd
p，将 G 识别为仿射群的

子群
N ⋊Gx ≤ (Fd

p,+)⋊ GLd(Fp).

其中 N 作用为全部平移，Gx 的线性作用没有非零真不变子空间。

证明. 命题 5.35 使 N 传递。若 n ∈ N 固定 x，任取 y = mx（m ∈ N），交换性给出

ny = nmx = mnx = mx = y.

所以 n 固定全体点，由忠实性得 n = e。因此 N 正则，映射 N → X,n 7→ nx 为双射，
|N | = |X|。

任何非平凡特征子群 M 特征于 N，而 N ⊴ G，所以 M ⊴ G。它由本原性传递，因而
Mx = X。但 N → X 单射，Mx = Nx 使 M = N，故 N 没有非平凡真特征子群。

取整除 |N | 的素数 p。Cauchy 定理给出一个阶 p 元素。把 N 改写为加法，集合

N [p] = {a ∈ N : pa = 0}

是子群，因为 p(a− b) = pa− pb = 0；它特征，因为 pα(a) = α(pa) = 0，且对 α−1 可得反向
包含。它非平凡，所以 N [p] = N。由 pa = 0，对 k ∈ Z 定义

[k]p a = ka.

若 k− l 是 p的倍数，则 (k− l)a = 0，故标量乘法良定义。整数分配律给出两条分配律及标量
结合律，[1]pa = a，所以 N 成为 Fp 向量空间。有限性使其有有限基，记维数 d，故 |N | = pd、
N ∼= (Cp)

d。

令 H = Gx。正则性使 N ∩H = 1。对任意 g ∈ G，传递性给出 n ∈ N 使 nx = gx，于
是 n−1g ∈ H，得到 G = NH。第四章内部半直积定理给出 G ∼= N ⋊H，作用为共轭。每个
h ∈ H 的共轭自同构 αh 保持加法，且

αh(ka) = kαh(a),

故为 Fp 线性自同构。
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此线性作用忠实：若 h 与所有 n ∈ N 交换，则对任意点 nx，

h(nx) = (hnh−1)(hx) = nx,

所以 h = e。选基给出单同态 H ↪→ GLd(Fp)。在 a↔ ax 的点坐标下（a 是加法记号的 N 元
素），元素 nh 将 a 送到

a 7−→ n+ αh(a).

因为 nh(ax) = n(hah−1)x。这就是所述仿射作用，且半直积映射保持乘法、由唯一分解双射，
故得到忠实仿射实现。

最后若 0 < W < N 是 H 不变子空间，N 交换使 W 被 N 共轭保持，又被 H 保持；
G = NH 使 W ⊴ G。非平凡正规子群必须传递，但正则点坐标下 Wx 只有 |W | < |N | = |X|
个点，矛盾。所以没有这样的子空间。

例 5.38 (有限域上的一维仿射群). 取素数 p > 2，群 Aff(Fp) = {t 7→ at + b : a 6= 0} 具有交
换正规平移子群。它实际上二重传递：给定 x 6= y, u 6= v，要求

ax+ b = u, ay + b = v,

相减得到唯一解
a =

v − u

y − x
6= 0, b = u− ax.

因此它本原，阶为 p(p− 1)。p = 3 时阶为 6，忠实嵌入 S3 后阶相等，故为 S3；p = 5 时阶为
20，小于 |S5| = 120，所以是真子群。它不含换位：非单位平移 t 7→ t+ b 在五点上无不动点，
而 a 6= 1 时方程 at+ b = t 恰有一个解；换位却有三个不动点。

这也核对了定理 5.33 的条件：本原性本身不会迫使群是整个对称群，换位条件确实起作
用。

文献说明

本章核读 Milne [1] 第四章第 57–62 页的群作用、轨道、稳定子与陪集模型，第 66–70 页
的循环型、三循环生成和交错群单性，第 72–73 页的本原作用；另核对第 130 页习题 4-11、
4-12 解答中的类分裂判别，以及第 122 页习题 56、第 123 页习题 59 的正规子群轨道问题。
正文将中心化子进一步写成显式半直积坐标，完整证明分裂判别并列出 A5 共轭表；最小支撑
证明的交换子逐个计算。轨道计数、图上的换位生成和交换正规子群导致仿射形式的结果，均
在这里给出独立证明。本章不使用域扩张或 Galois 理论，相关根作用留到后续分册。
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本章把前面建立的群作用、有限 p 群的中心、Sylow 理论与半直积用于分类；覆盖所有
不超过三十一阶的群、三十六阶群，以及 p2、pq、p3、p4、2p2、3p2、4p、6p 等一般阶族，并
对八阶、十二阶以及非交换奇素数立方阶模型继续求其子群结构。这里的“分类”包含三个任
务：构造实际存在的模型；证明不同模型互不同构；证明任何满足条件的群都在列表中。仅列
出群名不能完成第三个任务，写出生成关系也不能自动完成第一个任务。

6.1 分类中的生成元、关系与计数

引理 6.1 (由唯一坐标构造同构). 设 G,H 为群，每个元素分别具有唯一表达式

g = ai11 · · · aiss , h = bi11 · · · biss , (i1, . . . , is) ∈ I.

若两个群中的坐标乘法公式相同，则把第一种表达式送到第二种表达式的映射是群同构。

证明. 定义 Φ(ai11 · · · aiss ) = bi11 · · · biss 。G 中坐标的唯一性保证同一元素不会给出两个像，故映
射良定义。H 中坐标的唯一性保证不同坐标不对应同一像，故 Φ 单射；H 中表达式的存在性
保证满射。

若 g, g′ 的坐标分别为 i, j，共同的乘法公式给出乘积坐标 M(i, j)。于是 Φ(gg′) 的坐标是
M(i, j)，Φ(g)Φ(g′) 的坐标也是 M(i, j)；唯一性给出两者相等。故 Φ 是同构。

注 6.2. 下面使用关系 bab−1 = au 时，会先说明模型或坐标为何存在，再由 ba = aub 推导乘
法。因此不会把“生成元满足同样关系”直接当成“群已经同构”。关系可能不能唯一确定群，
也可能迫使某个生成元的阶缩小。

引理 6.3 (中心商循环的判别). 若 G/Z(G) 循环，则 G 交换。

证明. 取 gZ(G) 为商群生成元。每个 x ∈ G 都可写成 x = giz，其中 i ∈ Z、z ∈ Z(G)。任取
x = giz、y = gjw，利用 z, w 与所有元素交换，得

xy = gi+jzw = gj+iwz = yx.

故 G 交换。注意这里只要求模去整个中心后的商循环；一般正规子群的循环商不保证原群交
换。

引理 6.4 (本章使用的两个有限 p 群事实). 设 |G| = pn，n ≥ 1。则 Z(G) 6= 1；每个指数为 p

的子群 H 都正规。

证明. 对共轭作用使用轨道–稳定子公式。任一共轭类大小为 [G : CG(g)]，是 p 的幂；大小为
一恰当且仅当 g ∈ Z(G)。故类方程为

pn = |Z(G)|+
∑
i

pai , ai ≥ 1,

其中和遍历非中央共轭类。因此 p | |Z(G)|，而中心包含单位，故 |Z(G)| ≥ p。

59
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指数为 p 时，左陪集作用给出 ρ : G→ Sp，核 K 包含在 H 中。像的阶既整除 pn 又整除
p!，而 p! 中素因子 p 只出现一次，所以 | im ρ| 只能是一或 p。作用在 p 个陪集上传递，其像
的轨道有 p 个元素，轨道–稳定子公式使 p | | im ρ|，故像阶为 p。于是 [G : K] = p = [G : H]，
结合 K ≤ H 得 K = H，所以 H 正规。这也为本章调用第五章最小素因子指数判据的所有 p

群情形给出了独立短证明。

6.2 素数平方阶：两个模型与完整性

定理 6.5. 设 p 是素数，|G| = p2。则

G ∼= Cp2 或 G ∼= Cp × Cp,

且两者不同构。

证明. 由引理 6.4，有限 p 群的中心非平凡，所以 |Z(G)| 是 p 或 p2。若为 p，则 G/Z(G) 阶
为 p，因而循环；引理 6.3 推出 G 交换，与中心只有 p 个元素矛盾。因此 Z(G) = G。

若有 x ∈ G 的阶为 p2，则 G = 〈x〉。否则每个非单位元阶为 p。取 x 6= e，再取 y /∈ 〈x〉。
定义

Φ : (Z/pZ)2 −→ G, (̄i, j̄) 7−→ xiyj .

因为 xp = yp = e，改变 i, j 的整数代表元不改变像；交换性给出

xiyjxkyℓ = xi+kyj+ℓ,

所以 Φ 是同态。若 xiyj = e 且 j̄ 6= 0，取整数 t 使 jt ≡ 1 (mod p)，则

y = (yj)t = x−it ∈ 〈x〉,

矛盾。因此 j̄ = 0，继而 ī = 0。这证明单射；定义域和值域均有 p2 个元素，故也满射。

两个模型存在，因为循环群和直积都已构造。它们不同构，因为第一个含阶 p2 元，第二
个所有非单位元阶为 p。

命题 6.6 (四阶群的完整分类). 若 |G| = 4，则

G ∼= C4 或 G ∼= C2 × C2.

证明. 取 g 6= e。若 |g| = 4，则 G = 〈g〉 ∼= C4。若不存在阶 4 元，则每个非单位元阶为 2。取
x 6= e，再取 y /∈ 〈x〉。四个元素

e, x, y, xy

互异并遍历 G。因为 yx 也是不在 {e, x, y} 中的元素，所以 yx = xy。于是

(̄i, j̄) 7−→ xiyj

是 C2 × C2 到 G 的双射同态。两种模型分别有阶 4 元和没有阶 4 元，故不同构。

例 6.7. 将同一论证取 p = 3，便得到九阶群只有 C9 和 C2
3；这里不是额外引用，而是定理 6.5

的具体实例。
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6.3 素数乘积阶：作用参数与同构类型

先补出本节所需的乘法群性质，以说明非平凡作用存在的依据。

引理 6.8. 域 F 的乘法群的任意有限子群 A 都是循环群。特别地，F×
q 在 q 为素数时是阶

q − 1 的循环群。

证明. 令 d 为 A 中所有元素阶的最小公倍数。对每个整除 d 的素数 `，设 `rℓ 是 d 中的最高
` 次幂。按最小公倍数的定义，有 xℓ ∈ A 的阶为 `rℓmℓ，其中 ` ∤ mℓ。于是 yℓ = xmℓ

ℓ 的阶恰
为 `rℓ。

A 交换。两个交换元素 u, v 若阶互素，记两阶为 m,n，则 uv 的阶为 mn：若 (uv)k = e，
则 uk = v−k 属于 〈u〉 ∩ 〈v〉；交的元素阶同时整除两阶，因此交平凡，得到 m | k, n | k，故
mn | k。反过来，(uv)mn = umnvmn = e。逐个应用此论证，

∏
ℓ yℓ 的阶为 d。所以 d ≤ |A|。

每个 x ∈ A 都满足 xd = 1，而域上的非零多项式 T d − 1 至多有 d 个根：每找到一个根
c，多项式除法给出一个因子 T − c；不同根使剩余商仍在其余根处为零，逐次分解至多能做 d

次，否则次数小于零。因此 |A| ≤ d。两边合并得 |A| = d，上面构造的阶 d 元生成 A。

定理 6.9 (阶 pq 的分类). 设 p < q 为素数，|G| = pq。

1. 若 p ∤ (q − 1)，则 G ∼= Cpq。

2. 若 p | (q − 1)，则恰有两个同构类型：Cpq 和一个非交换的 Cq ⋊ Cp。

证明. 设 nq 为 Sylow q 子群个数。Sylow 定理给出 nq | p 且 nq ≡ 1 (mod q)。因 1 < p < q，
只能 nq = 1。所以有正规子群 N = 〈a〉，|a| = q。任取 Sylow p 子群 H = 〈b〉，|b| = p。两子
群交平凡，且 N 正规，故 NH 是子群，阶为 qp = |G|。因此每个元素唯一写成

aibj , i ∈ Z/qZ, j ∈ Z/pZ.

共轭作用给出 bab−1 = au，其中 u ∈ (Z/qZ)×。由 bp = e，

a = bpab−p = au
p
, up ≡ 1 (mod q).

反复使用 ba = aub 得坐标乘法

(i, j)(k, `) = (i+ ujk, j + `). (6.1)

第一坐标模 q，第二坐标模 p。

反过来，对每个满足 up = 1 的非零剩余类 u，第四章的外部半直积构造保证式 (6.1) 在
(Z/qZ)× (Z/pZ) 上定义一个群，且其阶确为 pq。引理 6.1 说明上面得到的任意 G 都同构于
对应模型。

Aut(Cq) 通过 a 7→ av 识别为 F×
q ，由引理 6.8 为阶 q− 1 的循环群。若 p ∤ q− 1，没有阶

为 p 的元素，故 u = 1。此时模型是直积。元素 (1, 1) 的阶为 pq，因为它的 k 次幂为 (k, k)，
为单位当且仅当 q | k 且 p | k。所以模型是 Cpq。

若 p | q− 1，循环群 F×
q 有唯一的阶 p 子群 U。u 6= 1 时必生成 U，故至少存在一个非交

换模型。若参数 u, v 均生成 U，选 r 满足

vr = u, 1 ≤ r < p.
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定义从 u 模型到 v 模型的映射
Ψ(i, j) = (i, rj).

因为 r 模 p 可逆，Ψ 双射。由 vrj = uj，

Ψ
(
(i, j)(k, `)

)
= (i+ ujk, r(j + `)) = Ψ(i, j)Ψ(k, `).

所以所有非平凡参数给出同一个同构类型。该模型不交换，因为

(0, 1)(1, 0) = (u, 1), (1, 0)(0, 1) = (1, 1),

且 u 6= 1。故它也不与循环模型同构。

例 6.10 (阶 21与阶 15). 阶 21时取 p = 3, q = 7。模 7的 2阶为 3，因为 23 ≡ 1而 2, 22 6≡ 1。
故非交换模型可取

(i, j)(k, `) = (i+ 2jk, j + `), i, k ∈ Z/7Z, j, ` ∈ Z/3Z.

参数 4 = 22 给出同构模型，不能再算成第三种群。阶 15 时，3 ∤ 5− 1，所以只有 C15。

推论 6.11. 若 q 为奇素数，则阶 2q 的群只有 C2q 和 D2q。

证明. F×
q 中阶为 2 的唯一元素是 −1：若 u2 = 1，域上 (u− 1)(u+ 1) = 0，故 u = 1 或 −1，

且奇特征下二者不同。非平凡模型因此满足 bab−1 = a−1，正是第四章构造的二面体群。两种
群一个交换、一个不交换。

命题 6.12 (平方阶与非交换素数乘积阶的子群). Cp2 有唯一阶 p 子群，C2
p 有 p + 1 个阶 p

子群。二者的全部子群都正规，任一阶 p 子群的商都是 Cp。

若 p < q、p | q− 1，令 G = Cq ⋊Cp 为非交换模型，N = 〈a〉、H = 〈b〉。则 G 的真非平
凡子群恰为 N 以及 q 个共轭的阶 p 子群，正规子群恰为 1, N,G。此外

Z(G) = 1, G′ = N, G/N ∼= Cp.

证明. 循环群子群由阶唯一决定，所以 Cp2 的结论成立。二维向量空间中每个非零向量生成
一个阶 p 子群，每个这样的子群有 p − 1 个非零向量，且不同子群非零部分不交；故数量为
(p2 − 1)/(p− 1) = p+ 1。两群交换，故所有子群正规；商阶为 p，因而循环。

在 pq 阶模型中，Sylow q 子群 N 已知唯一。若 Sylow p 子群也唯一，则 N,H 同时正规，
任取 n ∈ N,h ∈ H，交换子 [n, h] 同时属于 N,H，故属于平凡交。这会使 G = NH 交换，矛
盾。因此 Sylow 数 np | q 不能为一，只能为 q。Sylow 共轭定理说明所有阶 p 子群为 H 的共
轭；它们都不正规。由 Lagrange 定理，真非平凡子群阶只能为 p, q，所以子群与正规子群列
表完整。

写 bab−1 = au，u 6= 1 且模 q 阶为 p。若 aibj 中央，与 a 交换先要求 uj = 1，故 j = 0

（模 p）；再与 b 交换要求 (u− 1)i = 0（模 q），域中 u− 1 非零，故 i = 0。所以中心平凡。又
[b, a] = au−1 生成 N，因为 q 为素数且 u− 1 6= 0；于是 N ≤ G′。商 G/N ∼= Cp 交换给出反
向包含 G′ ≤ N，所以 G′ = N。
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6.4 八阶交换群：先拆出循环因子

命题 6.13. 八阶交换群的同构类型恰为 C8, C4 × C2, C
3
2。

证明. 若有阶 8 元，群循环。否则，若有阶 4 元 a，取 b /∈ 〈a〉。由于指数为 2，b2 ∈ 〈a〉。b2

不能为 a 或 a3：这会使 b2 阶为 4，进而 b 阶为 8。所以 b2 = e 或 a2。

若 b2 = e，令 c = b；若 b2 = a2，令 c = ba−1，交换性给出

c2 = b2a−2 = e.

两种情况下 c /∈ 〈a〉，否则 b 也在其中。故 〈a〉 ∩ 〈c〉 = 1，且两者相乘得到 8 个元素。坐标映射

C4 × C2 −→ G, (̄i, j̄) 7−→ aicj

保持乘法、代表元独立且双射，故为同构。

若没有阶 4元，所有非单位元阶为 2。取 a 6= e，再取 b /∈ 〈a〉，则 〈a, b〉含互异的 e, a, b, ab。
取 c /∈ 〈a, b〉，八个乘积 aibjck（i, j, k ∈ {0, 1}）互异：两个表达式相等时，移项会把 c 放入
〈a, b〉，除非 k 相同；再依次消去 b、a。因此 G ∼= C3

2。

三个模型存在，且最大元素阶分别为 8, 4, 2，所以互不同构。

6.5 八阶非交换群：二阶元决定分岔

定理 6.14. 八阶群恰有五个同构类型：

C8, C4 × C2, C3
2 , D8, Q8.

证明. 只需分类非交换群 G。由引理 6.4，有限 2 群中心非平凡，所以 |Z(G)| 是 2, 4 或 8。后
两种可能均被排除：中心阶为 8 就交换；中心阶为 4 则中心商阶为 2，由引理 6.3 仍交换。因
此写

Z(G) = {e, z}, z2 = e.

中心商阶为 4 且不能循环，故由定理 6.5

G/Z(G) ∼= C2
2 .

取 x, y 使 xZ(G), yZ(G) 为商群的两个独立非零元素。商群中的基表示说明每个元素都能写
成 zϵxiyj，其中 ε, i, j ∈ {0, 1}。若两个表达式相同，投到商群得 i, j 分别相同，消去 xiyj 后
再由 z 的阶得 ε 相同，故坐标唯一。若 x, y 交换，这些表达式之间都交换，导致 G 交换。因
此 [x, y] 6= e。由于商群交换，[x, y] ∈ Z(G)，故

[x, y] = z, xy = z yx, x2, y2 ∈ {e, z}. (6.2)

第一种情形为 x2 = y2 = z。第四章的四元数模型有唯一坐标 (−1)ϵi ij j，满足 i2 = j2 = −1、
ij = (−1)ji。G 中的坐标乘法完全由式 (6.2) 决定：相邻的 y 移过 x 产生一个 z，两次 x 或两
次 y 也产生一个 z，且 z 中央。写成公式为

(zϵxiyj)(zηxkyℓ) = zϵ+η+jk+b(i+k)/2c+b(j+ℓ)/2cx i+k mod 2y j+ℓ mod 2.

z 的指数模 2。这也是四元数模型的乘法公式。因此引理 6.1 给出 G ∼= Q8。
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第二种情形为 x2 = e, y2 = z。令 r = y, s = x，则 r 阶为 4，s 阶为 2，且

srs−1 = xyx−1 = zy = y−1 = r−1.

若 x2 = z, y2 = e，令 r = x, s = y，由 (6.2)得到相同关系。这两种情况下 〈r〉阶为 4，s /∈ 〈r〉；
否则 x, y 同在循环群中会交换。于是每个元素唯一为 risj（0 ≤ i < 4, 0 ≤ j < 2），乘法为

(risj)(rksℓ) = ri+(−1)jksj+ℓ.

这与二面体模型的乘法相同，故 G ∼= D8。

第三种情形为 x2 = y2 = e。令 r = xy, s = x。利用 yx = zxy，

r2 = x(yx)y = x(zxy)y = z, srs−1 = x(xy)x = yx.

又 r2 = z 且 z2 = e，故 r−1 = r3 = zr = zxy = yx。因此 r 阶为 4、s阶为 2，且 srs−1 = r−1。
r, s 生成 G，因为 x = s, y = sr。由上一段的唯一坐标与乘法，再得 G ∼= D8。

这些情形穷尽 x2, y2 ∈ {e, z} 的四种组合。最后区分同构类型：三个交换群已由最大元素
阶区分；D8, Q8 均不交换，不能与前三者同构。在 D8 中，r2 与四个 ris 都为二阶元，其他
非单位旋转阶为 4，所以二阶元恰有五个。在 Q8 中，−1 是唯一二阶元，±i,±j,±k 均平方
为 −1。所以后二者也不同构。

命题 6.15 (八阶五个模型的全部子群). 沿用定理 6.14 的记号。五个模型的子群可以逐一列
出如下；记号 〈X〉 表示由集合 X 生成的子群。

模型 G 阶 2 子群 阶 4 子群 子群总数
C8 = 〈a〉 〈a4〉 〈a2〉 4

C4 × C2 = 〈a, b | a4 = b2 = 1, ab = ba〉 〈a2〉, 〈b〉, 〈a2b〉 〈a〉, 〈ab〉, 〈a2, b〉 8

C3
2 7 个 7 个 C2

2 16

D8 = 〈r, s | r4 = s2 = 1, srs = r−1〉 〈r2〉, 〈ris〉 (0 ≤ i < 4) 〈r〉, 〈r2, s〉, 〈r2, rs〉 10

Q8 〈−1〉 〈i〉, 〈j〉, 〈k〉 6

除表中列出的子群外，每一行还包括平凡子群 1 与整个群 G；在 C8 一行，〈a4〉 与 〈a2〉 已包
含全部真非平凡子群。

证明. 先看循环群。C8 的子群与 8 的正因子一一对应，分别是

1, 〈a4〉, 〈a2〉, 〈a〉.

对 C4 × C2，每个元素唯一写成 aibj，其中 0 ≤ i < 4、j ∈ {0, 1}。平方为

(aibj)2 = a2i.

所以非单位二阶元恰为 a2, b, a2b，从而得到表中的三个阶二子群。阶四元恰为 a, a3, ab, a3b；
它们分别生成 〈a〉 与 〈ab〉。最后，任何阶四子群若不含阶四元，就只能由两个独立二阶元生
成；三阶二子群中只有

〈a2, b〉 = {1, a2, b, a2b}

具有这种情形。由于子群阶只能为 1, 2, 4, 8，列举已穷尽全部子群。

把 C3
2 看成三维向量空间 V = F3

2。子群对加法封闭，而 F2 的标量只有 0, 1，故子群恰为
线性子空间。每个非零向量独自生成一条直线，所以一维子空间有 23 − 1 = 7 个。为数二维
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子空间，先数有序线性无关向量对：第一向量有 7 种选择，第二向量不能在第一向量生成的
二元子空间中，故有 8− 2 = 6 种选择。每个二维子空间中第一向量有 3 种、第二向量有 2 种
选择。因此二维子空间数为

7 · 6
3 · 2

= 7.

另有零空间与全空间，总计 1 + 7 + 7 + 1 = 16 个子群。

对 D8，每个元素唯一为 ri 或 ris。其中 r2 是唯一的非单位旋转二阶元，而

(ris)2 = risris = ri(sris) = rir−i = 1

说明四个反射也各自生成阶二子群。于是表中列出的五个阶二子群已经穷尽所有阶二子群。阶
四子群若含 r，便是 〈r〉；若含另一个阶四元 r3，也因 (r3)3 = r 而回到该情形。剩下的阶四
子群中每个非单位元阶为二；它必须含反射。若含两个不同反射，其乘积为非单位旋转，只
能是 r2；若只含一个反射，则至多含 1, r2 与这个反射，不能有四个元素。因此它必含 r2 以
及两个反射。两个反射 ris, rjs 的乘积为 ri−j；要使生成子群只有四个元素，必须 i − j ≡ 2

(mod 4)。因此只有

〈r2, s〉 = {1, r2, s, r2s}, 〈r2, rs〉 = {1, r2, rs, r3s}.

不存在其他阶四子群；加上 1, D8 后总数为 10。

最后在 Q8 = {±1,±i,±j,±k}中，−1是唯一二阶元，且每个 ±i,±j,±k 的平方都是 −1。
因此三个阶四子群恰为 〈i〉, 〈j〉, 〈k〉；任何含有其中一个四阶元的子群都已经包含相应的阶四
子群，故不再产生新的真子群。连同 1 与 Q8，总数为 6。

例 6.16 (四元数中心的扩张不分裂). 精确列

1 −→ {1,−1} −→ Q8 −→ C2
2 −→ 1

没有补子群。先列出全部子群：非单位元除了 −1 外都为四阶元，每个生成 〈i〉, 〈j〉, 〈k〉 中的
一者。任意非平凡子群若含一个四阶元，就含其平方 −1；若不含四阶元，只能为 {1,−1}。阶
四子群还必须循环，因为若不循环则为 C2

2，会有三个二阶元，而 Q8 只有一个。因此全部子
群正是图 6.1 中的六个。

Q8

⟨i⟩ ⟨j⟩ ⟨k⟩

{1,−1}

{1}

图 6.1: 四元数群的全部子群
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图中每条线表示紧邻的真包含，下方的群包含于上方的群。若存在中心的补子群 H，则
|H| = 4 且 H ∩ {1,−1} = 1；但上面已经证明每个非平凡子群都含 −1，矛盾。这给出一个有
完整模型的非分裂扩张。

6.6 十二阶群：非正规 Sylow 子群产生忠实作用

引理 6.17. 若 |G| = 12，且 Sylow 3 子群不正规，则 G ∼= A4。

证明. 取 Sylow 3 子群 P，令 G 左乘作用在四个左陪集 G/P 上，得到

ρ : G −→ Sym(G/P ) ∼= S4.

第五章已经证明作用核为
⋂

g∈G gPg
−1，因而是包含在 P 中的正规子群。因 |P | = 3，核只能

为 1 或 P。若核为 P，则 P 正规，与假设矛盾。所以 ρ 单射，像是 S4 中的十二阶子群。

记 K = ρ(G)。其指数为 2，故正规。商群 S4/K 阶为 2，交换，所以 S′
4 ≤ K。第五章已

算出 S′
4 = A4：符号使导出群包含于 A4，而换位的交换子给出三循环，三循环生成 A4。因此

A4 ≤ K；两者阶均为 12，故 K = A4。

定理 6.18. 十二阶群恰有五个同构类型：

C12, C6 × C2, A4, S3 × C2, T,

其中 T = C3 ⋊ C4 的作用把 C4 的生成元送到 C3 的取逆自同构。

证明. 若 Sylow 3子群不正规，引理给出 A4。以下设 N = 〈a〉为正规 Sylow 3子群。取 Sylow
2 子群 H，则 |H| = 4。N ∩H = 1 且 NH = G，所以 G = N ⋊H。四阶群分类给出 H ∼= C4

或 C2
2。作用的值域为

Aut(C3) = {1, ι} ∼= C2, ι(a) = a−1.

先设 H = 〈b〉 ∼= C4。作用由 b 的像确定，只能为 1 或 ι。平凡作用给出 C3 × C4
∼= C12。

非平凡作用给出 T，具体坐标为

T = (Z/3Z)× (Z/4Z), (i, j)(k, `) = (i+ (−1)jk, j + `). (6.3)

这是合法的半直积，因为 j 7→ ((−1)j) 是从 C4 到 Aut(C3) 的同态；所以 T 确有 12 个元素，
而不是仅由关系猜得的模型。

再设 H ∼= C2
2。平凡作用给出

C3 × C2
2
∼= C6 × C2.

若作用 θ : H → C2 非平凡，其核有两个元素，写成 〈c〉。取 b /∈ ker θ，则 H = 〈b〉 × 〈c〉，b 取
逆 a、c 固定 a。任意群元唯一为 aibjck，其中 0 ≤ i < 3，j, k ∈ {0, 1}。其乘法为

(aibjck)(ai
′
bj

′
ck

′
) = ai+(−1)ji′bj+j′ck+k′ .

所以坐标映射给出
G ∼= (C3 ⋊−1 C2)× C2

∼= S3 × C2.
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最后一个同构可以具体取 a 7→ (123)、b 7→ (12)；这两个置换满足取逆关系，并生成 S3。任何
非平凡 θ 都可以选择上述 b, c，所以三个可能的非平凡同态并不产生三个不同构类型。

这已经证明列表完整，且五个模型均存在。下面证明互不同构。两个交换模型分别含有和
不含有阶 12 元。其余三个不交换：A4 中 (123) 与 (124) 不交换；后两个模型的取逆作用非平
凡。

A4 的阶 3 元恰为八个三循环，因为 S4 中阶 3 元必须具有一个三循环和一个不动点，其
个数为 4 · 2 = 8。另外两个非交换模型的三阶元都只能在正规 C3 中：三阶元投影到四阶补群
后的阶同时整除 3 和 4，故像为单位。因此它们各只有两个三阶元，与 A4 不同构。

最后，T 中的 (0, 1) 阶为 4，而 S3 × C2 的元素阶是两个分量阶的最小公倍数；S3 的元
素阶仅为 1, 2, 3，故直积中元素阶只能是 1, 2, 3, 6，没有阶 4 元。所以最后两个模型也不同
构。

命题 6.19 (十二阶五个模型的全部子群). 十二阶分类定理中的五个模型的子群如下。每一项
只列出平凡子群与整个群之间的子群。

(1) C12 = 〈r〉：
〈r6〉 ∼= C2, 〈r4〉 ∼= C3, 〈r3〉 ∼= C4, 〈r2〉 ∼= C6.

因此共有 6 个子群。

(2) C6 × C2
∼= C3 × C2

2：有三个阶 2 子群、一个阶 3 子群、三个阶 6 子群以及一个 C2
2 子

群，因此共有 10 个子群。

(3) A4：有四个 C3 子群、三个阶 2 子群和一个正规子群 V4，因此共有 10 个子群。

(4) S3 × C2
∼= D12 = 〈r, s | r6 = s2 = 1, srs = r−1〉：有一个 C2 = 〈r3〉、六个反射

C2 = 〈ris〉、一个 C3 = 〈r2〉、一个 C6 = 〈r〉、三个 V4、两个 S3 ；加上平凡子群与整个
群，共有 16 个子群。

(5) T = 〈a, b | a3 = b4 = 1, bab−1 = a−1〉：有唯一的 C2 = 〈b2〉、唯一的 C3 = 〈a〉、三个 C4

子群
〈b〉, 〈ab〉, 〈a2b〉,

以及唯一的 C6 = 〈a, b2〉，共有 8 个子群。

证明. C12 的子群由 12 的正因子唯一决定，故第一项直接由循环群子群定理得到。

对 C6 × C2
∼= C3 × V4，把两个直积分量识别为 C3 × 1 与 1 × V4。设 H 为子群，任取

(x, y) ∈ H。由 x3 = 1, y2 = 1，有

(x, y)4 = (x, 1), (x, y)3 = (1, y).

两个分量都在 H，且 (x, y) = (x, 1)(1, y)，从而

H =
(
H ∩ (C3 × 1)

)(
H ∩ (1× V4)

)
.

交平凡且两个因子相互交换，这个乘积是内部直积。第一交有 1, C3 两种可能；第二交有 1、三
个阶二子群、V4 共五种可能。设 V4 = 〈u, v〉，三个阶二子群为 L1 = 〈u〉, L2 = 〈v〉, L3 = 〈uv〉。
全部子群便是

1, 1× Li, C3 × 1, 1× V4, C3 × Li, C3 × V4 (1 ≤ i ≤ 3).
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各交可由 H 唯一恢复，故这些子群没有重复，总数 2 · 5 = 10。

在 A4 中，三个双换位生成三个阶二子群；八个三循环每两个互为逆元，生成四个阶三子
群。它们可以取为

〈(123)〉, 〈(124)〉, 〈(134)〉, 〈(234)〉.

阶四子群中没有四阶元，故由四阶分类必须是 V4；它的三个非单位元只能是全部三个双换位，
所以这样的子群唯一。

还须排除阶六子群。若 H ≤ A4 阶为六，则其指数为二，故正规，A4/H 阶为二，因而
A′

4 ≤ H。第五章算得 A′
4 = V4，于是 4 | |H| = 6，与 Lagrange 定理矛盾。子群阶只能是

1, 2, 3, 4, 6, 12，故列表已穷尽，总数 1 + 3 + 4 + 1 + 1 = 10。

对 D12，本章例 6.20 给出了它与 S3 ×C2 的显式同构。令 R = 〈r〉。若 H ⊆ R，则 H 为

1, 〈r3〉, 〈r2〉, R

之一。若 H 含反射 ris，令 H ∩R = 〈rd〉，其中 d | 6。对任一另一个反射 rjs ∈ H，

(rjs)(ris) = rj−i ∈ H ∩R,

故 d | j − i。反过来，rkd(ris) = ri+kds 都属于 H。因此

H = {rkd : 0 ≤ k < 6/d} ∪ {ri+kds : 0 ≤ k < 6/d}.

这还证明了：固定 d 时，两个 i 给出相同子群当且仅当它们模 d 相同；不同 d 则有不同旋转
部分。阶为 12/d。逐个代入 d = 6, 3, 2, 1，分别得到六个阶二子群，三个

〈r3, ris〉 ∼= V4 (0 ≤ i < 3),

两个
〈r2, ris〉 ∼= D6

∼= S3 (0 ≤ i < 2),

以及整个群。第一组中 r3 中央、两个生成元均为二阶，且交平凡；第二组中 r2 为三阶、反射
对它取逆，故有标明的同构。总数为 4 + 6 + 3 + 2 + 1 = 16。

最后在 T 中置 a = (1, 0), b = (0, 1)，使用式 (6.3)。偶数第二坐标组成子群

K = {aib2j : 0 ≤ i < 3, 0 ≤ j < 2} = 〈a〉 × 〈b2〉 ∼= C6.

元素 ab2 阶为六，因为其 m 次幂为 amb2m，为单位恰在 3 | m 且 2 | m 时成立。故 K 的子
群正是 1, 〈b2〉, 〈a〉,K。

对奇数 j，有
(aibj)2 = ai(bjaib−j)b2j = aia−ib2 = b2.

所以六个奇坐标元素都为四阶元。gi = aib 满足 g−1
i = g3i = aib3，故六个元素恰生成三个不

同的 〈gi〉，0 ≤ i < 3。

设 H 不包含在 K 中，取其中一个奇坐标元素；换成它的逆元后可写为 gi ∈ H，于是
b2 ∈ H。若 H ∩K = 〈b2〉，任意奇坐标元素 h ∈ H 都满足 hg−1

i ∈ H ∩K，故

H = {1, b2, gi, b2gi} = 〈gi〉.

若 H ∩ K 更大，由 K 的子群列表及 b2 ∈ H 可知只能 H ∩ K = K。此时 a ∈ H，又
b = a−igi ∈ H，故 H = T。因此没有其他子群，总计 4 + 3 + 1 = 8。
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例 6.20 (同一群的两种结构). S3 × C2 也同构于 D12。在直积中取

r = ((123), 1̄), s = ((12), 0̄).

r 阶为 6，s 阶为 2，且 srs−1 = r−1。s /∈ 〈r〉，因为 〈r〉 在 S3 分量中的像只含 e, (123), (132)。
所以十二个 risj 互异，构成全群，且乘法为二面体坐标公式。故该例不应被误算成第六种十
二阶群。

6.7 素数立方阶：中央交换子与幂公式

下面固定 p 为奇素数。先建立非交换 p3 阶群共享的结构，再区分两种模型。

引理 6.21. 设 G 非交换且 |G| = p3。则

|Z(G)| = p, G/Z(G) ∼= C2
p , G′ = Z(G).

特别地，每个 x ∈ G 满足 xp ∈ Z(G)，且所有交换子都是中央元素。

证明. 中心非平凡，阶为 p, p2 或 p3。若中心阶为 p3，则交换；若中心阶为 p2，中心商阶为 p，
由引理 6.3 仍交换。所以中心阶为 p。商群阶为 p2，由定理 6.5 为交换群，并且不能循环，故
为 C2

p。

交换商说明 G′ ≤ Z(G)。非交换性说明 G′ 6= 1；而 Z(G) 阶为素数，只能 G′ = Z(G)。商
群每个元素的 p 次幂为单位，所以 xp ∈ Z(G)。

引理 6.22 (中央交换子下的乘积幂). 若群中 [x, y] 中央，则对正整数 n，

(xy)n = xnyn[y, x]n(n−1)/2.

因此在引理 6.21 的群中，幂映射

P : G −→ Z(G), x 7−→ xp

是群同态。

证明. 置 c = [y, x]，于是 yx = cxy，且 c 中央。先对 n 归纳得 ynx = cnxyn：n = 1 就是定
义；若对 n 成立，则

yn+1x = y(cnxyn) = cn(yx)yn = cn+1xyn+1.

再对乘积幂归纳。n = 1 成立。若对 n 成立，则

(xy)n+1 = xnyncn(n−1)/2xy

= xn(ynx)y cn(n−1)/2

= xn+1yn+1cn+n(n−1)/2

= xn+1yn+1cn(n+1)/2.

这证明公式。

在 p3 阶非交换群中，c ∈ Z(G) 且 cp = e。奇素数 p 整除 p(p− 1)/2，因此

(xy)p = xpyp.

由引理 6.21，右侧属于 Z(G)，故 P 是取值于中心的群同态。

注 6.23. p 为奇数用在 p | p(p− 1)/2。p = 2 时乘积平方含有交换子修正项，不能删去。这正
是后面分裂结论不能直接套用到 Q8 的原因。
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6.8 立方阶的第一个非交换模型：三阶幺上三角群

命题 6.24. 设 p 为奇素数，|G| = p3，G 非交换，且每个非单位元阶为 p。则 G ∼= U3(Fp)。

证明. 由引理 6.21，取 x, y 使 xZ(G), yZ(G)是 G/Z(G)的一组基。因为这些余类生成商，若
x, y 交换，则它们与中央元素一起生成一个交换的 G，矛盾。因此

z = [x, y] 6= e.

z 生成阶为 p 的 Z(G)。每个元素唯一写成

xiyjzk, i, j, k ∈ {0, . . . , p− 1}.

存在性来自商群的基表示；若两个表达式相同，投到商群先得到 i, j 模 p 相同，再用 z 的阶
得到 k 相同。

交换子约定给出 xy = zyx，即 yx = z−1xy。中央性使反复交换合法，故

yjxi
′
= z−ji′xi

′
yj .

于是
(xiyjzk)(xi

′
yj

′
zk

′
) = xi+i′yj+j′zk+k′−ji′ . (6.4)

各指数模 p，因为题设给出 xp = yp = zp = e。

在 U3(Fp) 中取矩阵

X = I + E12, Y = I + E23, Z = I + E13.

矩阵单位满足 E12E23 = E13，而反序乘积为零，所以 XY = ZY X。Z 中央，且三个矩阵的
p 次幂均为 I。每个 XiY jZk 的矩阵是1 i ij + k

0 1 j

0 0 1

 .

三个参数唯一，且遍历所有幺上三角矩阵。因此这些矩阵也有式 (6.4) 的坐标乘法。引理 6.1
给出所求同构。

还需验证该模型确实满足“非单位元阶为 p”。任取严格上三角三阶矩阵 N，有 N3 = 0。
因 p ≥ 3，Np = 0；又二项式系数

(
p
k

)
（1 ≤ k < p）在特征 p 中为零，故

(I +N)p = I +Np = I.

非单位元阶整除素数 p，所以恰为 p。X,Y 不交换，故模型非交换。

6.9 立方阶的第二个非交换模型：循环核的分裂

命题 6.25. 设 p 为奇素数，|G| = p3，G 非交换且有阶 p2 元。则

G ∼=Mp := Cp2 ⋊ Cp,

其中补群生成元对循环核生成元的作用为 a 7→ a1+p。
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证明. 取 |a| = p2，置 N = 〈a〉。[G : N ] = p，由第五章最小素因子指数的正规性判据，N 正
规。这里所有素因子均为 p，满足该判据。

先证明存在阶为 p 的元素 b /∈ N。由引理 6.22，P (x) = xp 为同态，像包含 ap 6= e，且
包含在阶 p 的中心中。因此像恰等于中心，核有 p2 个元素。N 中被 P 杀掉的元素恰为

e, ap, a2p, . . . , a(p−1)p,

仅有 p 个。因此存在 b ∈ kerP \N。b 6= e 且 bp = e，所以 |b| = p。

N ∩ 〈b〉 = 1，而两者乘积阶为 p3，故 G = N ⋊ 〈b〉。写

bab−1 = au, u ∈ (Z/p2Z)×.

作用非平凡，否则 a, b 交换并生成一个交换群。又因 bp = e，有 up ≡ 1 (mod p2)。把它模 p

化简，并用 ūp = ū，得 ū = 1。所以

u = 1 + cp (mod p2), c 6≡ 0 (mod p).

取 r 使 cr ≡ 1 (mod p)，令 b′ = br。b′ 仍生成同一补群；二项式展开给出

ur = (1 + cp)r ≡ 1 + crp ≡ 1 + p (mod p2).

因此 b′ab′−1 = a1+p。

反过来，u0 = 1 + p 在模 p2 的单位群中阶恰为 p，因为

(1 + p)j ≡ 1 + jp (mod p2),

而 1 ≤ j < p 时右侧不为 1。所以此作用定义实际存在的半直积 Mp。其坐标及乘法为

Mp = (Z/p2Z)× (Z/pZ), (i, j)(k, `) = (i+ (1 + p)jk, j + `). (6.5)

原群中每个元素唯一为 ai(b′)j，且有同样乘法，故与模型同构。该模型的 (1, 0) 阶为 p2，所
以不与命题 6.24 的模型同构。

6.10 奇素数立方阶的完整表

命题 6.26. 阶为 p3 的交换群恰有三个同构类型：

Cp3 , Cp2 × Cp, C3
p .

此结论对 p = 2 也成立。

证明. 有阶 p3 元时群循环。否则，若存在 |a| = p2，取 b /∈ 〈a〉。商群阶为 p，所以 bp ∈ 〈a〉。因
为没有阶 p3 元，bp2 = e，于是 bp 的阶整除 p。循环群 〈a〉 中这类元素恰为 apt，故 bp = apt。
令 c = ba−t，由交换性，

cp = bpa−pt = e.

c /∈ 〈a〉，否则 b 也在其中。因此 〈c〉 阶为 p、与 〈a〉 交平凡，两者乘积为 G，给出 Cp2 × Cp。

若没有阶 p2 元，则每个非单位元阶为 p。取 a 6= e，再取 b /∈ 〈a〉。若 aibj = e 且 j 模 p

非零，取 jt ≡ 1 (mod p)，由交换性有 b = (bj)t = a−it ∈ 〈a〉，矛盾。因此 j = 0，再由 a 的
阶得 i = 0。所以 a, b 生成的子群是含 p2 个元素的交换群。
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再取 c /∈ 〈a, b〉。若 aibjck = e 且 k 6= 0（模 p），取 kt ≡ 1 (mod p)，得到 c = (a−ib−j)t ∈
〈a, b〉，矛盾。故 k = 0，进而由上一段得到 i = j = 0。映射

F3
p −→ G, (i, j, k) 7−→ aibjck

因三生成元的 p 次幂为一而良定义，因交换性而保持加法，因上述核计算而单射，因两端都
有 p3 元素而满射。因此 G ∼= C3

p。

模型均存在，且最大元素阶分别是 p3, p2, p，所以互不同构。

定理 6.27. 若 p 为奇素数，阶为 p3 的群恰有五个同构类型：

Cp3 , Cp2 × Cp, C3
p , U3(Fp), Mp.

证明. 交换情形由命题 6.26 分类。非交换群没有阶为 p3 的元素，否则循环；因此非单位元阶
只能为 p 或 p2。若全部为 p，由命题 6.24 得 U3(Fp)；若有阶 p2 元，由命题 6.25 得 Mp。

前三个群交换，后两个不交换；前三者已由最大元素阶区分，后两者也由是否存在阶 p2

元区分。所以五者互不同构，且所有模型均已构造。

例 6.28 (阶 27). 取 p = 3，五种模型为

C27, C9 × C3, C3
3 , U3(F3), M3.

M3 的乘法中作用参数为 1 + 3 = 4（模 9），因为 43 ≡ 1 (mod 9) 而 4, 42 6≡ 1。U3(F3) 的所
有非单位元阶为 3，M3 则含阶 9 元。它们都是幂零类为 2 的群，但幂零类并不能区分这两个
同构类型。

6.11 结构不变量：从分类表回到群本身

命题 6.29 (十二阶模型的独立不变量表). 五个十二阶模型可以用下列不变量独立区分：

G |Z(G)| |G′| #{g : |g| = 3} #{g : |g| = 4}
C12 12 1 2 2

C6 × C2 12 1 2 0

A4 1 4 8 0

S3 × C2 2 3 2 0

T 2 3 2 6

这里第一列的 |G′| = 1 表示导出群平凡，最后两列均不计单位元。

证明. C12 的元素阶由循环群公式给出：阶 3 元有 ϕ(3) = 2 个，阶 4 元有 ϕ(4) = 2 个。
C6 × C2 中元素阶为两个分量阶的最小公倍数；前一分量的阶只能为 1, 2, 3, 6，后一分量的阶
只能为 1, 2，故没有阶 4 元，而阶 3 元恰来自 C6 的两个三阶元与 C2 的单位元。两者交换，
故中心为自身、导出群平凡。

A4 的非单位元由三个双换位和八个三循环组成。三循环给出八个三阶元，没有四阶元；
中心只有单位元：三循环与另一个三循环有不相交的三阶子群且不全交换，而三个双换位被
(123) 共轭循环置换，故没有非单位双换位中央；更具体地 [(123), (124)] = (12)(34) 6= 1，共
轭重新标号使任一三循环也不中央。第五章已经证明 A′

4 = V4，故导出群阶为 4。
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S3 ×C2 的中心是 1×C2，所以中心阶为 2。阶 3 元只能由 S3 的两个三循环与第二分量
单位元组成；两分量阶的最小公倍数不可能为 4。又

(S3 × C2)
′ = S′

3 × 1 ∼= C3,

所以导出群阶为 3。

对 T，正规核 〈a〉给出两个非单位三阶元。若 (i, j)与 (1, 0)交换，由式 (6.3)得 (−1)j = 1，
故 j = 0 或 2。再要求 (i, j) 与 (0, 1) 交换，由

(i, j)(0, 1) = (i, j + 1), (0, 1)(i, j) = (−i, j + 1)

得 2i = 0（模 3），即 i = 0。与 a, b 都交换的元素与它们的任意乘积都交换，所以这两个条件
也充分。因此

Z(T ) = {(0, 0), (0, 2)}, |Z(T )| = 2.

由
[(0, 1), (1, 0)] = (1, 0)

可知 〈(1, 0)〉 ≤ T ′。另一方面，模去此子群的商为交换群 C4，故 T ′ ≤ 〈(1, 0)〉；两边合并得到
|T ′| = 3。奇数 j 时，上述子群计算已经给出 (i, j)2 = (0, 2)、(i, j)4 = (0, 0)，故六个元素均为
四阶。偶数 j 时元素位于循环群 K ∼= C6，阶整除六，不可能为四。因此四阶元恰有六个。表
中关于 T 的数据随即得到。

命题 6.30. 对奇素数 p，Mp 满足

Z(Mp) =M ′
p = 〈ap〉, Mp/Z(Mp) ∼= C2

p .

其阶为 p 的非单位元恰有 p2 − 1 个，阶为 p2 的元素恰有 p3 − p2 个。

证明. 沿用式 (6.5)，把 (i, j) 写为 aibj。若它与 a 交换，则

aibjab−ja−i = a(1+p)j = a

要求 (1 + p)j ≡ 1 (mod p2)，因此 j = 0（模 p）。接着 ai 与 b 交换当且仅当

a(1+p)i = ai, p2 | pi,

即 p | i。所以中心恰为 〈ap〉。
又

[b, a] = bab−1a−1 = ap.

所以 〈ap〉 ≤M ′
p。模去此子群后，a, b 的像阶均为 p 且交换，故商群交换，推出反向包含。中

心商有 p2 个元素，且两个生成元的像独立，所以为 C2
p。

最后计算元素的 p 次幂。由坐标乘法归纳，

(aibj)p = a i
∑p−1

t=0 (1+p)tjbpj .

模 p2 有 (1 + p)tj ≡ 1 + tjp，因此
p−1∑
t=0

(1 + p)tj ≡ p+ jp
p(p− 1)

2
≡ p (mod p2).

于是 (aibj)p = aip，为单位当且仅当 p | i。满足条件的 i 有 p 个，j 有 p 个，故包括单位在
内恰有 p2 个元素被 p 次幂杀掉。去掉单位就是 p2 − 1 个阶 p 元，余下 p3 − p2 个元素阶为
p2。
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6.12 中心商上的交替形式与正规子群

命题 6.31. 设 G 非交换且 |G| = p3，其中 p 为奇素数。选 x, y 使其余类生成 V = G/Z(G)，
并令 z = [x, y]。把 V 识别为二维 Fp 向量空间、把 Z(G) = 〈z〉 识别为 Fp 的加法群。公式

[g, h] = z β(gZ(G),hZ(G))

定义 V 上一个非退化交替双线性形式，且

β((i, j), (k, `)) = i`− jk.

p 次幂还诱导一个线性映射 V → Fp，在 U3(Fp) 中为零，在 Mp 中非零。

证明. 若把 g, h 换成 gza, hzb，中央因子在交换子中全部抵消：

(gza)(hzb)(gza)−1(hzb)−1 = ghg−1h−1.

所以 β 与代表元选择无关。z 阶为 p，故其指数在 Fp 中唯一。又因 V ∼= C2
p，其标量乘法由

t(gZ(G)) = gtZ(G) 给出，整数 t 改变 p 的倍数不改变余类；这使加法群成为 Fp 向量空间。

写 g = xiyjza, h = xkyℓzb。因 yx = z−1xy，

gh = xi+kyj+ℓza+b−jk, hg = xi+kyj+ℓza+b−ℓi.

两式中的 x, y 幂相同，即便指数超过 p− 1 也可相互消去，故

gh = ziℓ−jkhg, [g, h] = ziℓ−jk.

由这个坐标公式，β 对两个变量分别线性，且 β(v, v) = 0。若 β((i, j), w) = 0 对所有 w 成立，
先代 w = (0, 1) 得 i = 0，再代 w = (1, 0) 得 j = 0，故非退化。

已知 P (g) = gp 为中心值同态。若 g 换成 gza，则

(gza)p = gpzap = gp,

故 P 降到 V；同态性给出加法性，P (gt) = P (g)t 给出 Fp 标量相容性。因此降下的映射线性。
U3(Fp) 的元素 p 次幂都为单位，故为零映射；Mp 中 P (a) = ap 6= e，故非零。

推论 6.32. 两个非交换 p3 阶群都恰有 p2 + p− 1 个共轭类；其中 p 个类为单点，其余 p2 − 1

个类大小为 p。

证明. 中心的 p 个元素各自形成单点类。固定 g /∈ Z(G)，其余类 v 非零。元素 h 中心化 g 当
且仅当 β(v, hZ(G)) = 0。若 v = (i, j) 且 i 6= 0，则 i`− jk = 0 等价于 ` = ji−1k，恰有 p 个
解；若 i = 0，则 j 6= 0，方程要求 k = 0，也恰有 p 个解。因此 CG(g) 的中心商有 p 个元素，
而每个余类包含 p 个元素，得到 |CG(g)| = p2。

轨道–稳定子公式给出共轭类大小 [G : CG(g)] = p。非中心元素共 p3 − p 个，故类数为
(p3 − p)/p = p2 − 1；加上中央类就得到 p2 + p− 1。

命题 6.33. 非交换 p3 阶群的正规子群恰为

1, Z(G), 全部p+ 1 个阶p2 子群, G.

阶 p2 子群与 V = G/Z(G) 的一维子空间一一对应。
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证明. 若 H 阶为 p2，则 H 指数为最小素因子 p，所以正规。G/H 阶为 p，交换，故 G′ =

Z(G) ≤ H。反过来，V 的任意一维子空间 L 是子群，其原像阶为 p · p = p2。子群对应给出
双射。二维空间的非零向量有 p2 − 1 个，每条直线有 p − 1 个非零向量，不同直线的非零向
量不相交，所以直线数为

p2 − 1

p− 1
= p+ 1.

若 K 是阶为 p 的正规子群，共轭定义同态 G → Aut(K)。其像阶整除 p3，也整除
|Aut(Cp)| = p − 1，故像平凡。因此所有 G 元素与 K 交换，得到 K ≤ Z(G)。两者阶相
同，故 K = Z(G)。Lagrange 定理说明其他子群阶只可能为 1, p3，对应列表中的两端；列表
因而完整。

注 6.34. U3(Fp) 与 Mp 不仅中心阶、导出群阶、中心商相同，还具有相同的共轭类大小分布
和上述正规子群结构。这些不变量依然不能判定同构；区分它们的是幂映射，而不是分类表的
外观。中心商上的 β 与 P 将交换关系和幂关系分开记录，也把本章的具体分类接到第四章的
扩张坐标。

6.13 八阶与十二阶的正规子群、商群和 Sylow 数据

命题 6.35 (二面体群的子群、正规性与商). 在 D2n = 〈r, s | rn = s2 = 1, srs = r−1〉 中，全
部子群恰为

Rd = 〈rd〉 (d | n), Hd,i = 〈rd, ris〉 (d | n, 0 ≤ i < d).

Rd 阶为 n/d，全部正规，且 D2n/Rd
∼= D2d。Hd,i 阶为 2n/d；它正规当且仅当 d = 1或 d = 2。

后一种情形的商为 C2。这里 D2 = C2、D4 = C2
2 按同一坐标模型解释。

证明. 令 R = 〈r〉。子群若包含于 R，由循环群子群定理恰为 Rd。否则取其中一个 ris，并写
其与 R 的交为 Rd。两个反射乘积为旋转的论证与十二阶情形完全一致，展开为

(rjs)(ris) = rj−i ∈ Rd ⇐⇒ d | j − i.

因此子群恰由 Rd 与一个陪集 Rdr
is 构成；每部分各 n/d 个元素。i 模 d 唯一，所以列表无

重复。

r 共轭固定 Rd，s 把 rd 送到 r−d，故 Rd 正规。映射

D2n −→ D2d, risj 7−→ (i mod d, j)

由二面体乘法公式为满同态，核恰为 Rd，得到所述商。

Hd,i 的旋转部分已被共轭保持。对它的一个反射生成元，

r(ris)r−1 = ri+2s, s(ris)s−1 = r−is.

要使第一个属于 Hd,i，必须 d | 2。若 d = 1或二，则又有 d | 2i，所以第二个也属于该子群；两
个生成元 r, s 的共轭均保持它，故正规。d = 1 给全群；d = 2 给指数二子群，其商为 C2。

命题 6.36 (八阶模型的正规子群与商). 三个交换八阶模型的每个子群都正规。其商可由以下
列表完全读出：

1. C8/〈ad〉 ∼= Cd，d | 8。
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2. 在 C4 × C2 = 〈a, b〉 中，模去 〈a2〉 得 C2
2；模去 〈b〉 或 〈a2b〉 得 C4；模去任一阶四子群

得 C2。

3. C3
2/W

∼= C3−dimW
2 。

D8 的正规子群恰为
1, 〈r2〉, 〈r〉, 〈r2, s〉, 〈r2, rs〉, D8.

模去 〈r2〉 得 C2
2，模去任一阶四子群得 C2。Q8 的六个子群全部正规；模去中心得 C2

2，模去
任一阶四子群得 C2。两端的商分别为原群与平凡群。

证明. 交换群的子群由共轭恒等而全部正规。循环商公式由 a 的像阶为 d 得到。对 C4 × C2，
模去 〈a2〉 后 a, b 的像均二阶且独立，故为 C2

2；模去 〈b〉 后 a 的像仍四阶并生成商；模去
〈a2b〉 后 b 的像等于 a2 的像，而 a2 不在该二元核中，故 a 的像仍四阶。任一阶四子群的商
为二阶，故循环。向量空间商取一组 W 的基再扩为全空间的基，剩下的基向量余类给出维数
3− dimW，所以第三式成立。

D8 的列表和商由命题 6.35 取 n = 4 得到。Q8 的阶四子群指数二，故正规；中心与平凡
子群、全群也正规，已有全部六个。模去中心后 i, j 的像均为二阶，彼此交换且独立，所以商
为 C2

2；其余非平凡真商阶二，所以为 C2。

命题 6.37 (十二阶模型的正规子群与商). 前述全部子群列表中，正规者及其非平凡真商如下：

1. C12 的子群全正规，C12/〈rd〉 ∼= Cd。

2. C3 × V4 的子群全正规，且

(C3 × V4)/(B ×W ) ∼= (C3/B)× (V4/W ).

3. A4 的正规子群恰为 1, V4, A4，且 A4/V4 ∼= C3。

4. D12 的正规子群恰为

1, 〈r3〉, 〈r2〉, 〈r〉, 〈r2, s〉, 〈r2, rs〉, D12.

其中分别模去三个非平凡旋转子群，得到 S3, C
2
2 , C2；模去后面两个阶六子群都得到 C2。

5. T 的正规子群恰为
1, 〈b2〉, 〈a〉, 〈a, b2〉, T.

三个非平凡真商依次为 S3, C4, C2。

证明. 第一、二项由交换性以及直积商映射给出；后者映射 (x, y) 7→ (xB, yW ) 的核正是 B ×
W。

在 A4 中，三个双换位被一个三循环共轭循环置换，所以三个阶二子群均不正规。四个阶
三子群是 Sylow 子群，彼此共轭且有四个，所以也不正规。唯一阶四子群 V4 在任何自同构下
不变，尤其正规。子群列表中已无其他阶，故正规列表穷尽；商阶为三，所以循环。

D12 的结论由二面体命题取 n = 6 得到。D6
∼= S3 的同构把三阶旋转送到 (123)、反射送

到 (12)，六个唯一坐标相符；D4
∼= C2

2，因为旋转与反射均二阶且交换。

在 T 中，〈b2〉 中央；〈a〉 是半直积核；K = 〈a, b2〉 指数二，故三者正规。三个阶四子群
不正规：用 abia−1 的关系，特别是

aba−1 = a2b,
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说明 a 共轭把 〈b〉 送到另一个阶四子群；继续共轭依次得到全部三个，故没有一个固定。模
去 〈b2〉，a 的像三阶、b 的像二阶且对 a 取逆，所以商为 S3；模去 〈a〉 得 C4；模去 K 得 C2。
这给出全部商。

命题 6.38 (十二阶完整元素阶与 Sylow 数表). 记 n2, n3 为 Sylow 二子群、三子群的个数。以
下每行的元素阶数之和加上单位元均为十二：

G ν2 ν3 ν4 ν6 ν12 n2 n3

C12 1 2 2 2 4 1 1

C6 × C2 3 2 0 6 0 1 1

A4 3 8 0 0 0 1 4

D12 7 2 0 2 0 3 1

T 1 2 6 2 0 3 1

证明. C12 中阶 d 的元素为 r12k/d、1 ≤ k ≤ d 且 gcd(k, d) = 1，逐个数 d = 2, 3, 4, 6, 12 得到
第一行。C3 × V4 中，非单位二分量有三个；三分量非单位有两个；两个分量均非单位时阶为
六，共 2 · 3 = 6 个。交换群的 Sylow 子群唯一。

A4 的三双换位、八三循环已计数；唯一阶四子群为 Sylow二子群，四个三阶子群为 Sylow
三子群。

D12 的旋转部分 C6 提供一个二阶、两个三阶、两个六阶元，六个反射再提供六个二阶元。
阶四子群从全部子群表中有三个，三阶子群唯一，故 Sylow 数为三与一。

T 的偶坐标部分为 C6，提供与前述相同的旋转元素数；六个奇坐标元素全为四阶。三个
四阶循环子群正是 Sylow 二子群；〈a〉 是唯一 Sylow 三子群。所有元素都已落在这两个坐标
部分内，故表中没有未计入的元素。

6.14 立方阶模型的全部子群与扩张的两种核

命题 6.39 (两种模型的全部子群). 设 p 为奇素数，U = U3(Fp)，M = Mp。两者都有 p + 1

个阶 p2 子群，且任意两个不同的阶 p2 子群交于中心。更精确地：

1. U 的全部阶 p2 子群都同构于 C2
p；阶 p 子群有 p2 + p+ 1 个，子群总数为 p2 + 2p+ 4。

2. M 的阶 p2 子群中，一个是 C2
p，其余 p 个是 Cp2；阶 p 子群有 p+ 1 个，子群总数为

2p+ 4。

3. 两者的正规子群数均为 p+ 4。非中心阶 p 子群的正规化子阶为 p2，每个这样的子群有
p 个共轭子群。

证明. 由命题 6.33，阶 p2 子群正是中心商 V 中直线的原像，已有 p+ 1 个。不同直线只交于
零向量，取原像便得两个不同极大子群的交恰为 Z(G)。

先在 U 中使用 x = X, y = Y, z = [X,Y ]。全部直线可以无重复地写成

Lt = Fp(1, t) (t ∈ Fp), L∞ = Fp(0, 1).

对应的阶 p2 子群为
Ht = 〈xyt, z〉, H∞ = 〈y, z〉.
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每个 H 阶为 p2，故交换；它的非单位元在 U 中都为 p 阶，故 H ∼= C2
p。全群有 p3 − 1 个非

单位元，每个阶 p 子群含 p − 1 个；两个不同的阶 p 子群交平凡，因为它们的交阶只能为 1

或 p。因此这类子群数为
p3 − 1

p− 1
= p2 + p+ 1.

若要逐个写出，可取中心 〈z〉，以及

〈xytzc〉 (t, c ∈ Fp), 〈yzc〉 (c ∈ Fp).

固定直线后，若两个所列生成元生成同一子群，存在 1 ≤ k < p 使其中一个为另一个的 k 次
幂；投到 V 后，规范化的首个非零坐标都是一，故 k = 1，再消去共同因子得 c 相同。不同
直线的子群在 V 中像不同。所列数为 1 + p2 + p，所以没有重复也没有遗漏。

再在 M 中使用 a, b 坐标。已知

(aibj)p = aip.

因而阶整除 p 的元素恰组成
Ω = 〈ap, b〉.

这里 bapb−1 = ap(1+p) = ap，两个生成元均为 p 阶，且由唯一坐标可见交平凡，故 Ω ∼= C2
p。

每个阶 p 子群必须包含于 Ω，它们恰为

〈ap〉, 〈bapc〉 (c ∈ Fp),

共 p+ 1 个。

M 的中心为 〈ap〉，在商中采用 aZ, bZ 为基。与 Fp(bZ) 对应的极大子群为 Ω。其余直线
为 Fp(aZ + tbZ)，t ∈ Fp。元素 abt 投到相应直线，并满足 (abt)p = ap 6= 1，所以阶为 p2。因
此这些极大子群为

〈abt〉 ∼= Cp2 (t ∈ Fp).

这恰给出其余 p 个极大子群。Lagrange 定理限定子群阶为 1, p, p2, p3，所以分别把各阶计数
相加，就得到命题中的两个总数。

正规子群的列表已由命题 6.33 给出，数量为 1 + 1 + (p+ 1) + 1 = p+ 4。设 K = 〈g〉 为
非中心阶 p 子群。共轭给出

NG(K) −→ Aut(K), ker = CG(K).

像阶既整除 |NG(K)| 这个 p的幂，又整除 p− 1，只能为一。因此 NG(K) = CG(K) = CG(g)。
推论 6.32 中已求得这个中心化子阶为 p2，所以 K 的共轭轨道大小为 [G : NG(K)] = p。

命题 6.40 (同一模型的不同扩张问题). 设 G 为两个非交换 p3 阶模型中的任一个。中心扩张

1 −→ Z(G) −→ G −→ C2
p −→ 1

均不分裂。但 U 与 M 都有别的分裂扩张表示：

U ∼= C2
p ⋊ Cp, M ∼= Cp2 ⋊ Cp.

不能仅凭中间群的名称判断一个扩张分裂；必须同时指定核与商映射。
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证明. 若中心扩张有补子群H，则H ∼= C2
p，G = Z(G)H，Z(G)∩H = 1。对任意 z1h1, z2h2 ∈ G，

中心性与 H 的交换性给出

(z1h1)(z2h2) = z1z2h1h2 = z2z1h2h1 = (z2h2)(z1h1).

于是 G 交换，与模型的非交换性矛盾。因此两个中心扩张都不分裂。

在 U 中置 A = 〈X,Z〉、B = 〈Y 〉。A ∼= C2
p；由 XY = ZY X 得

Y XY −1 = Z−1X, Y ZY −1 = Z.

所以 Y 正规化 A，而 X,Z 本已属于 A，故 A ⊴ U。唯一坐标说明 A ∩B = 1，且 AB = U。
这给出第一个内部半直积；作用在基 X,Z 下为(

1 0

−1 1

)
.

M 的循环核 〈a〉 与补子群 〈b〉 已在构造时给出。它们相交平凡、阶乘积为 p3、核正规，给出
第二个内部半直积。两个结论使用的核阶均为 p2，不是前面的阶 p 中心。

命题 6.41 (由交换与幂约束计算自同构的数量). 对奇素数 p，

|Aut(U3(Fp))| = p2(p2 − 1)(p2 − p), |Aut(Mp)| = p3(p− 1).

证明. 先在 U 中使用 x, y, z = [x, y] 的唯一坐标。自同构在 U/Z(U) 上诱导可逆矩阵

A =

(
i k

j `

)
.

x, y 的像分别必为 xiyjzc, xkyℓzd。交换子公式要求 z 的像为 ziℓ−jk。反过来，给任意可逆 A

与 c, d ∈ Fp，以上像满足三个生成元的 p 次幂为一、z 中央以及 xy = zyx 的关系。

为说明这确实给出同态，把任意两个规范表达式相乘时，只须依次使用 yx = z−1xy 把所
有 x 移到左边，把 z 移到右边，再把三指数模 p 约化。这些操作在像中均合法，因此将规范
表达式逐个代入像保持乘法。像在中心商上生成二维空间，z 的像又生成中心，故像为全群；
有限性使该同态为自同构。一个可逆矩阵的第一列可取任意非零向量，共 p2 − 1 种；第二列
不能在第一列张成的直线上，共 p2 − p 种；c, d 各有 p 种。因此得到第一个计数。

在 M 中直接求 a, b 的像。a 阶为 p2，故必有

a 7−→ A = aibj , p ∤ i; b 7−→ B = apkbℓ,

其中 i ∈ Z/p2Z，j, k, ` ∈ Fp。b 的像必须为阶 p，其形式来自 Ω 的计算。由 [b, a] = ap，像必
须满足 [B,A] = Ap。中央交换子公式给出

[B,A] = apiℓ, Ap = api,

因此 pi(`− 1) = 0（模 p2），又 i 模 p 非零，故 ` = 1。

反过来，任取 p ∤ i 与 j, k ∈ Fp，上述 A,B = apkb 满足

Ap2 = 1, Bp = 1, BAB−1 = A1+p.
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利用 BA = A1+pB 收集坐标可知 arbs 7→ ArBs 为同态：乘积中的 BsAt 被改写为 A(1+p)stBs，
与式 (6.5) 完全相同。中心商上的矩阵为 (

ī 0

j 1

)
,

行列式 ī 6= 0；而 Ap = aip 生成中心。因此像包含中心并满射到中心商，进而等于全群。这给
出自同构。i 有 p2 − p 种，j, k 各 p 种，共 (p2 − p)p2 = p3(p− 1) 种。

引理 6.42 (交换核半直积的同构判据). 设 A,B 为交换群，θ : H → Aut(A)、η : K → Aut(B)

为作用。若同构
f : A⋊θ H −→ B ⋊η K

把指定核 A× {e} 送到 B × {e}，则它在核与商上诱导同构 β : A→ B、γ : H → K，且

βθ(h)β−1 = η(γ(h)) (h ∈ H).

反过来，存在满足该式的 β, γ 时，两个半直积同构。

证明. 限制 f 到核得到 β；对核取商得到 γ。将 f(e, h) 唯一写成 (ch, γ(h))。在目标群中共轭
(b, e)，由半直积乘法得到

(ch, γ(h))(b, e)(ch, γ(h))
−1 =

(
chη(γ(h))(b)c

−1
h , e

)
=
(
η(γ(h))(b), e

)
.

最后一步使用 B 交换，所以核内的 ch 不影响作用。另一方面，在源群先共轭 (a, e) 再施 f，
结果为 (β(θ(h)(a)), e)。同态保持共轭，令 b = β(a) 比较便得所列等式。

反向定义 F (a, h) = (β(a), γ(h))。它是两个双射的乘积，故双射；且

F
(
(a, h)(a′, h′)

)
=
(
β(a)β(θ(h)(a′)), γ(h)γ(h′)

)
=
(
β(a)η(γ(h))(β(a′)), γ(h)γ(h′)

)
= F (a, h)F (a′, h′).

因此 F 为群同构。后续分类中，指定核通常是唯一 Sylow 子群，同构必然保持它；循环补群
的生成元更换与向量核的换基，正分别对应 γ 与 β。

6.15 阶 2p2：二阶作用的特征空间

定理 6.43. 若 p 为奇素数，则阶为 2p2 的群恰有五个同构类型：

C2p2 , C2
p × C2, D2p2 , D2p × Cp, Dih(C2

p).

最后一个模型为 C2
p ⋊ C2，其中非单位二阶元对整个 C2

p 取逆。

证明. Sylow 数 np 满足 np | 2、np ≡ 1 (mod p)，因 p ≥ 3，只能为一。故 Sylow p 子群 P 正
规，阶为 p2，已知交换。取 Sylow 二子群 〈b〉，b2 = 1。两因子交平凡，乘积阶为全群，所以

G = P ⋊ 〈b〉.

作用 α 满足 α2 = I。
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若 P = 〈a〉 ∼= Cp2，写 α(a) = au。条件为 u2 = 1（模 p2）。p 是奇数，所以 p 不可能同
时整除 u − 1, u + 1，否则会整除差二；而 p2 | (u − 1)(u + 1)，故 p2 必完全整除其中一个因
子。因此 u = 1 或 −1。前者是循环直积 Cp2 × C2

∼= C2p2，后者是二面体模型 D2p2。

若 P ∼= F2
p，二在 Fp 中可逆。对任一向量 v 定义

v+ =
v + α(v)

2
, v− =

v − α(v)

2
.

利用 α2 = I 逐项代入得 α(v+) = v+、α(v−) = −v−，且 v = v+ + v−。两特征空间的交为零：
若 w = α(w) = −w，则 2w = 0，从而 w = 0。所以

P = P+ ⊕ P−, α|P+ = I, α|P− = −I.

负特征空间维数只能为 0, 1, 2。选取各空间的基后，分别得到平凡作用、一个方向取逆、两个
方向均取逆。对应模型正为 C2

p × C2, D2p × Cp,Dih(C2
p)。更换基就是核的自同构，所以同一

维数组合不会产生新的抽象同构类型。所有模型均由外部半直积存在。

最后区分五者。两个交换模型由是否存在阶 p2 元区分；三个非交换模型中，D2p2 含阶
p2 元，而另外两个的奇阶元都在指数为 p 的 P 内，因此没有阶 p2 元。其余两者的二阶元个
数不同：在向量坐标下，

(v, b)2 = (v + α(v), 1) = (2v+, 1).

故二阶元恰对应 v+ = 0，数量为 pdimP−，分别是 p, p2。这完成去重。

例 6.44 (十八阶五种模型). 取 p = 3，得到

C18, C2
3 × C2, D18, S3 × C3, Dih(C2

3 ).

最后两个模型的二阶元分别有三与九个；D18 则含九阶旋转。因此同阶、同样可解都不足以把
它们认作同一个群。

6.16 阶 4p：同一作用像的生成元更换

定理 6.45. 设 p ≥ 5 为素数。若 p ≡ 3 (mod 4)，阶 4p 群恰有四种：

C4p, C2p × C2, D2p × C2, Tp.

其中 Tp = Cp ⋊ C4，四阶生成元对 Cp 取逆。若 p ≡ 1 (mod 4)，还多一个忠实作用模型

Fp = Cp ⋊ C4, bab−1 = au, |u| = 4 于F×
p .

这里符号 Fp 仅为该群名，域始终用 Fp 表示。

证明. Sylow 数 np | 4 且 np ≡ 1 (mod p)。因 p ≥ 5，1, 2, 4 中只有一满足条件，所以 P ∼= Cp

正规。取 Sylow 二子群 H，|H| = 4，与 P 交平凡，乘积为全群。因此 G = P ⋊H，H = C4

或 V4。

自同构群 Aut(P ) ∼= F×
p 循环，阶为 p − 1。若 H = 〈b〉 = C4，作用由满足 u4 = 1 的

参数确定。u 的阶只能是 1, 2, 4，分别给平凡作用、取逆作用与忠实作用。阶四参数存在恰在
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4 | p − 1 时成立：循环群中唯一阶四子群的两个生成元互为逆元。如果两个参数为 u, v 且阶
同为四，存在奇数 r ∈ {1, 3} 使 vr = u。坐标映射

(i, j) 7−→ (i, rj)

从 u 模型到 v 模型双射且保持乘法，因为 vrj = uj。所以忠实作用只有一个同构类型。阶二
参数唯一为 −1，所以得到 Tp；平凡作用给出循环群 C4p。

若 H = V4，其像是循环群中指数至多二的子群，只能平凡或为 {1,−1}。平凡作用给出
C2p ×C2。非平凡时核为阶二子群，选取核的生成元 c 及核外元素 b，则 b 取逆、c 平凡作用，
故

Cp ⋊ (〈b〉 × 〈c〉) ∼= (Cp ⋊ 〈b〉)× 〈c〉 ∼= D2p × C2.

该同构在唯一坐标 aibjck 上保持乘法，因此不是单靠生成关系猜得的分解。选择不同的非平
凡作用核，只相当于更换 V4 的基，不再产生新群。

两个交换模型分别有和没有阶 4p 元。D2p × C2 没有四阶元，因为两分量阶的最小公倍
数只能为 1, 2, p, 2p；Tp,Fp 都含四阶的 b。Tp 的中心恰为 〈b2〉：与 a 交换要求 b 指数为偶数，
与 b 交换要求 a 指数为零。Fp 与 a 交换要求 b 指数为零，再与 b 交换要求 a 指数为零，所
以中心平凡。因此所有模型彼此不同构。

例 6.46 (二十阶与二十八阶). p = 5 时有五种二十阶群：

C20, C10 × C2, D10 × C2, T5, F5.

在忠实模型中可以取 u = 2（模五），因为 22 = −1、24 = 1。p = 7 时 4 ∤ 6，所以二十八阶
只有前四种对应模型。p = 3 不能代入本定理的 Sylow 正规性论证：此时 n3 = 4 也符合条件，
正是十二阶分类中额外的 A4 分支。

6.17 阶三倍素数平方的分类

定理 6.47. 若 p ≥ 5 为素数，则阶 3p2 群有如下完整列表。

1. 若 p ≡ 2 (mod 3)，共有三种：C3p2、C2
p × C3，以及 C2

p ⋊ C3，后者的三阶作用为

J3 =

(
0 −1

1 −1

)
.

2. 若 p ≡ 1 (mod 3)，取 ζ ∈ F×
p 阶为三。共有六种：循环核 Cp2 的平凡与非平凡三阶作

用各一种；核 C2
p 上的作用可取

I, diag(1, ζ), ζI, diag(ζ, ζ−1),

各一种。所有商与补群均为 C3。

p = 3 的阶二十七已由立方阶定理分类；p = 2 的阶十二包含 A4 的例外，不能套用本定理。

证明. np | 3、np ≡ 1 (mod p)，p ≥ 5 时只能 np = 1。取三阶 Sylow 补群便得 G = P ⋊ C3，
P = Cp2 或 C2

p。
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循环核的自同构对应模 p2 单位。三阶自同构存在恰在 3 | p− 1：模 p 化简的核由 1 + cp

组成，这个核阶为 p，所以三阶元素模 p 仍为三阶。反过来，若 u0 ∈ F×
p 阶三，取任一整数

提升 u，令 u3 = 1 + kp（模 p2）；改成 u+ tp 后，其立方为

u3 + 3u2tp (mod p2).

因 3u2 模 p 可逆，唯一 t 使 k + 3u2t = 0（模 p），故存在且唯一三次单位根提升。三个三次
单位根中非平凡的两个互为逆，更换 C3 生成元使二者给出同构模型。因此循环核贡献一类或
两类。

在 P = F2
p 上，三阶作用 T 满足 T 3 = I，且 p 6= 3。若 p ≡ 1 (mod 3)，多项式分解为三

个不同线性因子
X3 − 1 = (X − 1)(X − ζ)(X − ζ−1).

这里可用显式投影证明可对角化：对三个根 λ 定义

Πλ =
∏
µ 6=λ

T − µI

λ− µ
.

把 Πλ 对应的二次多项式记为

qλ(X) =
∏
µ 6=λ

X − µ

λ− µ
.

对任一根 ν ∈ {1, ζ, ζ−1}，逐项代入得 qλ(ν) = 1（ν = λ）或 0（ν 6= λ）。因此二次以下多项
式
∑

λ qλ(X)− 1 有三个不同的根，只能恒为零：若非零，依次除以三个不同的一次因子会使
次数至少为三。代入 T 得

∑
λΠλ = I。又 (T − λI)Πλ = 0，因为其分子为 T 3 − I。故每个向

量 v 都是三个特征向量 Πλv 之和。为证明这是直和，设
∑

λ vλ = 0，其中 Tvλ = λvλ。对任
一固定的根 ν 作用 Πν，有

0 =
∑
λ

qν(T )vλ =
∑
λ

qν(λ)vλ = vν .

对三个 ν 分别使用该式，所有分量均为零。于是得到所需的特征空间直和。二维特征值无序
对在交换两根及同时取逆下，恰有

(1, 1), (1, ζ), (ζ, ζ), (ζ, ζ−1)

四种，给出定理所列矩阵。

若 p ≡ 2 (mod 3)，X2 +X +1 没有根，否则一个非单位三次根会使 3 | p− 1。两个互素
因子 X − 1 与 X2 +X + 1 给出

P = ker(T − I)⊕ ker(T 2 + T + I).

可由投影 (I+T+T 2)/3验证第一分量，剩余投影给第二分量。第二空间若非零不可能一维，因
其上没有一维特征值，故为全部二维空间。任取 v 6= 0，则 v, Tv独立，在此基下 T 2v = −v−Tv，
矩阵即 J3。因此只有 I 与 J3 两类。J−1

3 与 J3 也相似：v, T−1v 是另一组同类基，故更换补
群生成元不增加类型。

两种核类型由唯一 Sylow p 子群区分。可分裂特征值情形的四种作用中，I 的像平凡；
diag(1, ζ) 的固定空间一维；另外两种固定空间为零，但其中一个为标量变换、另一个有两个
不同特征值。标量性与特征值重复次数在共轭和生成元取逆下不变，故四者不同构。不可分裂
情形则由作用是否平凡区分。模型均由半直积构造存在，分类完成。
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6.18 六倍素数阶：平均二余循环与分裂

引理 6.48 (素数阶核与互素阶商的显式分裂). 若 N ⊴ G 为 p 阶循环群，p ∤ |G/N | = m，则
精确列 1 → N → G→ G/N → 1 分裂。

证明. 把 N 识别为 Fp 加法群。核交换，故商 Q = G/N 对核的共轭作用良定义：两个提升
相差一个核元素，它在交换核上的共轭恒等。取单位处归一的集合截面，第四章的扩张坐标给
出乘法

(a, q)(b, r) = (a+ q · b+ f(q, r), qr),

其中 f 归一且满足
f(q, r) + f(qr, s) = q · f(r, s) + f(q, rs).

置 S(q) =
∑

s∈Q f(q, s)。固定 q, r 并对 s 求和，因为 s 7→ rs 为 Q 的置换，得到

mf(q, r) + S(qr) = q · S(r) + S(q).

m 在 Fp 中可逆，故令 t(q) = m−1S(q)，便有

f(q, r) = t(q) + q · t(r)− t(qr).

又 t(1) = 0。把截面 s(q) 改成 (−t(q))s(q)，其新二余循环为

f(q, r)− t(q)− q · t(r) + t(qr) = 0.

所以新截面保持乘法、在商投影下为恒等，给出补子群。这是具体的截面计算，不需另引一般
Schur–Zassenhaus 定理。

定理 6.49. 设 p ≥ 5 为素数。阶 6p 群都含正规 Sylow p 子群，且为 Cp ⋊H，H = C6 或 S3。

1. H = C6 时，作用像阶 d 可且只可取 d | gcd(6, p− 1)，每个 d 给一个同构类型。

2. H = S3 时，作用平凡或通过符号商 S3/A3
∼= C2 取逆，共两类。

因此 p ≡ 5 (mod 6) 时共四类，p ≡ 1 (mod 6) 时共六类。

证明. p ≥ 7 时 np | 6 且 np ≡ 1 (mod p)，所以 np = 1；p = 5 时后文定理 6.57 将独立证明
存在正规十五阶循环子群，其五阶子群唯一而特征，故也正规于 G。引理 6.48 在 m = 6 时适
用，得到 G = Cp ⋊H。商 H 阶六，由 pq 定理只有 C6, S3。

目标 Aut(Cp) = F×
p 循环。对 C6，生成元的像阶必须整除六与 p − 1，每个允许阶 d 的

像子群在循环目标中唯一。d = 1, 2 时生成元唯一；d = 3, 6 时两个生成元互为逆，取 C6 生
成元的逆便把二者互换。因此每个 d 恰一个类型。

对 S3，交换目标使作用消去 S′
3 = A3，故通过阶二交换化；只有平凡与取逆两种。同构

保持唯一的 Sylow p 核，并诱导商的同构。商 C6 与 S3 不同构，故两组不混同；第一组的作
用像阶 d 可由 [G : CG(Cp)] 恢复，第二组的平凡与非平凡作用也由该指数区分。所以列表无
重复。

p > 3 只能模六余一或五。余五时 gcd(6, p − 1) = 2，允许 d = 1, 2；余一时公因子为六，
允许 d = 1, 2, 3, 6。各再加 S3 商的两类，即得四或六。
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6.19 四次幂阶的入口：交换正规子群与进位坐标

引理 6.50 (四次幂阶必有交换的指数 p 子群). 对任意素数 p，每个阶为 p4 的群都含有阶为
p3 的交换正规子群。

证明. 若 G 交换，只须找阶 p3 子群。更一般地，每个阶为 pn 的群都有每种阶 pk 的子群：对
n 归纳，中心含有阶 p 子群 C；在 G/C 中取阶 pk−1 子群再取原像，便得阶 pk 子群。k = 0

时取平凡子群；中心中阶 p 元由中心非平凡及 Cauchy 定理保证。因此交换情形已得结论。
以下 G 非交换。中心阶不能是 p3，否则中心商循环导致 G 交换；也不能是 p4，所以中

心阶只可能是 p 或 p2。

若 |Z(G)| = p2，商 G/Z(G)阶为 p2，其中取一个阶 p子群 〈xZ(G)〉。它的原像 〈Z(G), x〉
阶为 p3。此群交换，因为元素均为 zxi，中心因子和 x 的幂彼此交换。

若 |Z(G)| = p，每个非中心 x 的中心化子都包含 〈Z(G), x〉，后者至少有 p2 个元素。因
此 |CG(x)| 为 p2 或 p3；不可能为 p4，否则 x 中央。假如所有非中心元素的中心化子都为 p2

阶，它们的共轭类便都为 p2 大小。然而非中心元素总数为

p4 − p = p(p3 − 1),

不被 p2 整除，不可能分割成大小全为 p2 的类。故有某个 x 的中心化子 C 阶为 p3。Z(G) 与
x 都属于 Z(C)，所以 |Z(C)| ≥ p2。若恰为 p2，则 C/Z(C) 为阶 p 的循环群，中心商判别使
C 交换，于是中心其实为全 C；若中心已经为 p3，同样交换。因此 C 为所求交换子群。

上述子群指数为 p，第五章最小素因子指数判据说明它正规。该判据在这里的假设满足，
因为 |G| 的唯一素因子为 p。

命题 6.51 (交换核、循环素数阶商的完整坐标). 设 A 为交换群，用加法记号。设 α ∈ Aut(A)
满足 αp = id，t ∈ A 满足 α(t) = t。在 A× {0, . . . , p− 1} 上定义

(a, i)(b, j) =

(
a+ αi(b) +

⌊
i+ j

p

⌋
t, i+ j mod p

)
.

它给出一个群 E(A,α, t)，其中 A ⊴ E、E/A ∼= Cp。反过来，每个具有交换正规子群 A、商
为 Cp 的群都由此构造得到。

证明. 置 c(i, j) = b(i + j)/pc。因为指标均在 0, . . . , p − 1 中，c 为零或一。对三指标 i, j, k，
有整数恒等式

c(i, j) + c(i+ j mod p, k) = c(j, k) + c(i, j + k mod p) =
⌊
i+ j + k

p

⌋
.

把 i + j = pc(i, j) + (i + j mod p) 代入即得第一个等号的共同值；把 j + k 分拆得到另一边。
又 αp = id、α(t) = t，所以两种三重乘法的第一坐标分别归结为

a+ αi(b) + αi+j(d) +

⌊
i+ j + k

p

⌋
t.

第二坐标均为 i+ j + k mod p，故结合律成立。单位为 (0, 0)；i = 0 时逆元为 (−a, 0)，i > 0

时逆元为 (
−α−i(a+ t), p− i

)
.

把这两个表达式从左、右分别乘回，第一坐标都为零、第二坐标也为零，所以群公理全部成立。
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置 x = (0, 1)，则 xp = (t, 0)，且 x(a, 0)x−1 = (α(a), 0)。第二坐标投影为到 Cp 的满同
态，核为 A× {0}，故核正规且商为 Cp。

反过来，在给定群中取 xA生成 G/A。每个元素唯一为 axi，0 ≤ i < p。令 α(a) = xax−1、
t = xp ∈ A。因 A 交换，αp 是 t 的内部共轭，故为恒等；而 x 与自己的 p 次幂交换，故
α(t) = t。移动 xib = αi(b)xi 并把 xi+j 约化，得到命题中的乘法。唯一坐标同构引理完成证
明。

注 6.52 (更换补元的精确影响). 若保持 A 不变，把 x 改成 sx，s ∈ A，则作用仍为 α，而

t 7−→ t+Nα(s), Nα(s) = s+ α(s) + · · ·+ αp−1(s).

这是把 (sx)p 逐次移动为 sα(s) · · ·αp−1(s)xp 的结果。若再用 β ∈ Aut(A) 重新标记核，则

(α, t) 7−→ (βαβ−1, β(t)).

还可以把商生成元改为 xkA，其中 1 ≤ k < p。因 k 模 p 可逆，这仍生成 G/A；此时作用为
αk，而 (xk)p = (xp)k 给出新进位 kt。两类更换合并为

x 7−→ sxk : (α, t) 7−→
(
αk, kt+Nαk(s)

)
.

核交换，故 s 的内部共轭不改变 αk；逐次移动 xk 穿过 s，恰产生 s, αk(s), . . . , α(p−1)k(s)，所
以以上进位公式包含了全部因子。下面的十六阶与奇素数四次幂阶分类使用这些变换逐项约
化参数；不同交换核也可能产生同构的中间群，最后还须跨核去重。

6.20 十六阶群：十四个模型的完整分类

引理 6.50 把分类分成以下三支。箭头表示选择核后的分类步骤，不表示群同态。

|G| = 16

A ⊴ G, [G : A] = 2, A 交换

A ∼= C8 A ∼= C4 × C2 A ∼= C3
2

图 6.2: 十六阶分类的三个核分支；最后仍须跨分支去重。

定理 6.53. 十六阶群恰有十四个同构类型。五个交换模型为

C16, C8 × C2, C2
4 , C4 × C2

2 , C4
2 .

九个非交换模型可取为

D16, Q16, SD16, M16, D8 × C2, Q8 × C2, K16, L16, R16.

这里后面的模型由以下坐标数据定义，名字只作为这些具体模型的缩写。
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对四个具有循环八阶核的模型，取 A = Z/8Z，p = 2，α(i) = ui，用命题 6.51 构造：

G D16 Q16 SD16 M16

u 7 7 3 5

t 0 4 0 0

作用参数 u 用模八整数表示。另外三个新模型取 A = 〈a〉 × 〈b〉 ∼= C4 × C2，使用乘法记号列
出作用与 x2：

G α(a) α(b) x2

K16 a a2b 1

L16 a−1 b b

R16 ab b 1

每行的作用平方为恒等，x2 被作用固定，所以以上均为确有十六个元素的模型。

证明. 引理 6.50 给出八阶交换正规子群 A。它由八阶交换群分类只可能是 C8, C4 × C2, C
3
2。

取 x /∈ A，记作用为 α、x2 = t。只须按这三类核穷尽 α2 = 1、α(t) = t 的数据。

第一类：A = C8。取 A = 〈r〉，α(r) = ru。u 必为奇数，而 1, 3, 5, 7 的平方模八均为一，
所以四种作用全部列出。t 记为 rv。固定条件为 (u− 1)v = 0（模八），更换 x 为 rsx 则

v 7−→ v + (1 + u)s (mod 8).

逐项求解得到
u 允许的v (1 + u)Z/8Z 可取的代表v
1 Z/8Z {0, 2, 4, 6} 0, 1

3 {0, 4} {0, 4} 0

5 {0, 2, 4, 6} {0, 2, 4, 6} 0

7 {0, 4} {0} 0, 4

u = 1, v = 0 是 C8 ×C2。u = 1, v = 1 时 x2 = r，所以 x 阶为十六并生成全群，即 C16。其余
四行正是定理给出的四个非交换循环核模型。这里每一次约化都是更换同一群的生成元，故
没有失去同构类型。

第二类：A = C3
2。把 A 视为 F2 三维空间。令 N = α− I。由特征二及 α2 = I，

N2 = 0, imN ⊆ kerN.

秩 r 因而满足 r ≤ 3− r，故 r = 0或一。r = 0时作用平凡；t = 0给出 C4
2，t 6= 0时取 e1 = t

并扩为基，x2 = e1 使 x 为四阶，另两基向量给出 C4 × C2
2。

r = 1 时取 e1 生成 imN，再取 e2 满足 Ne2 = e1，并取 e3 ∈ kerN 补足 e1。于是

α(e1) = e1, α(e2) = e2 + e1, α(e3) = e3.

t 必在 kerN = 〈e1, e3〉 中，而 Nα = I +α = N，故更换 x 可以消去 t 的 e1 分量。只余 t = 0

或 e3。

t = 0 时 〈e1, e2, x〉 有八个唯一坐标 ei1e
j
2x

k；这里暂把 e1, e2 作为群元素使用乘法记号。
x, e2 不交换，(e2x)

2 = e1，且 x 为二阶，故八阶分类给出 D8。e3 中央，且由唯一坐标不在
该子群中，所以全群为 D8 × C2。
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t = e3 时，令 a′ = x、b′ = e1、y′ = e2。由 xe2x
−1 = e2e1 得

(a′)2 = e3, (b′)2 = 1, y′a′(y′)−1 = b′a′, (y′)2 = 1.

e1, e3 中央，且 e1 独立于 e3，所以 〈a′, b′〉 ∼= C4 × C2。y′ 在这个八阶子群外，故这些数据恰
为 R16 的定义。两类非平凡作用已全部归入列表。

第三类：A = C4 × C2。用 a, b 为规范生成元。任意自同构必且只可能写成

α(a) = aubv, α(b) = a2wb, u ∈ {1, 3}, v, w ∈ {0, 1}.

理由是：四阶像的 a 指数必须为奇数；b 的像阶整除二，且不能在 〈a2〉 中，否则像在 A/〈a2〉
上不满。反过来，这些像在该商上独立，并含有 a2，故生成 A。

在坐标 (i, j) 中，上式为

α(i, j) = (ui+ 2wj, vi+ j).

再作用一次，第一坐标为 (1 + 2wv)i，第二坐标为 j。因此 α2 = I 当且仅当 wv = 0；八个自
同构中只有 (v, w) = (1, 1) 的两项被排除。

剩下六项中有两对共轭。设 α1 = (3, 0, 1)，β(a) = ab, β(b) = b，则 β−1 = β，且

βα1β
−1(a) = β(a−1a2b) = a, βα1β

−1(b) = β(a2b) = a2b.

所以它与 (1, 0, 1) 共轭。设 α2 = (3, 1, 0)，γ(a) = a, γ(b) = a2b，则 γ−1 = γ，且

γα2γ
−1(a) = γ(a−1b) = ab, γα2γ

−1(b) = γ(a2b) = b.

所以它与 (1, 1, 0) 共轭。自同构由 a, b 的像决定，上述两个等式分别验证了整个作用的共轭。
因此只须以下四种作用。记 Nα(A) = {sα(s) : s ∈ A}，此处使用乘法记号；相应的参数约化
为

(α(a), α(b)) Fix(α) Nα(A) t 的代表
(a, b) A 〈a2〉 1, b, a

(a, a2b) 〈a〉 〈a2〉 1, a

(ab, b) 〈a2, b〉 〈a2b〉 1, b

(a−1, b) 〈a2, b〉 1 1, b, a2

下面补出表中除取商之外的两个约化。在第一行，模 〈a2〉有 1, a, b, ab；核自同构 a 7→ ab, b 7→ b

把 a 与 ab 交换，故可留 1, b, a。第四行模范数不减少参数，但与作用交换的核自同构 a 7→
a, b 7→ a2b 把 b 与 a2b 交换，故只留 1, b, a2。第二、三行的固定群模范数群都为二阶，表中已
列其两个余类代表。固定群与范数群逐项由

α(i, j) = (ui+ 2wj, vi+ j), (i, j) + α(i, j) = ((1 + u)i+ 2wj, vi)

求出，因此表中未隐藏其他参数。

第一行三个参数 1, b, a 分别给出 C4 × C2
2 , C

2
4 , C8 × C2：前者 x 独立二阶；中者 x2 = b，

故 a, x 为独立四阶生成元；后者 x2 = a，故 x 为八阶并与独立的 b 交换。

第二行 t = 1 是 K16。t = a 时，x 阶八，a = x2，且由 xbx−1 = a2b = x4b 得

bxb−1 = x5.
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所以以 x 为循环核生成元、b 为补元，就是M16。

第三行 t = 1 是 R16。t = b 时，x2 = b，并有 xax−1 = ab = ax2，即 xa = ax3。这给出
axa−1 = x−1。令新核生成元为 a′ = x, b′ = a2，新外元为 y = a，则

|a′| = 4, |b′| = 2, [a′, b′] = 1, ya′y−1 = (a′)−1, yb′y−1 = b′, y2 = b′.

唯一坐标保证 〈a′, b′〉 为八阶，所以这是 L16。

第四行 t = 1 时 〈a, x〉 ∼= D8，b 为独立中央二阶元，故为 D8 ×C2；t = b 是 L16；t = a2

时 〈a, x〉 ∼= Q8，b 仍为独立中央二阶元，故为 Q8 ×C2。至此所有数据都已构造、归入十四个
候选模型。

还须证明候选模型互不同构，这由下一命题的不变量表完成；该表的计算只使用上述模
型坐标，不再依赖分类结论。因此证明不存在循环论证。

命题 6.54 (十六阶列表的去重证据). 记 νd(G) = #{g ∈ G : |g| = d}，记

G(2) = 〈g2 : g ∈ G〉

为所有平方生成的子群；这里不是导出群，也不是二阶元的集合。九个非交换模型的不变量为

G Z(G) ν2(G) ν8(G) G(2)

D16 C2 9 4 C4

Q16 C2 1 4 C4

SD16 C2 5 4 C4

M16 C4 3 8 C4

D8 × C2 C2
2 11 0 C2

Q8 × C2 C2
2 3 0 C2

K16 C4 7 0 C2

L16 C2
2 3 0 C2

2

R16 C2
2 7 0 C2

2

九行互不相同，五个交换模型也彼此不同构。

证明. 先计算循环八阶核的四行。元素唯一为 ri 或 rix，且

(rix)2 = r(1+u)i+v, x2 = rv.

旋转部分有一个二阶元 r4、四个八阶元。外陪集元素不可能中央，因为它对 r 的共轭为非恒
等的 r 7→ ru。旋转 ri 中央恰在 (u− 1)i = 0（模八）时成立；u = 7, 3 给中心 〈r4〉，u = 5 给
中心 〈r2〉。

在 D16 外陪集的八个平方全为一，故新增八个二阶元；在 Q16 全为 r4，故外面全为四
阶。在 SD16 平方为 r4i，四个为一、四个为 r4。在M16 平方为 r6i：i = 0, 4 得一，i = 2, 6

得 r4，四个奇 i 得阶四的旋转，故对应元素阶八。这给出前四行的 ν2, ν8。旋转的平方已生成
〈r2〉，外面的平方也在其中，所以四行的平方生成群均为 C4。

D8 有包括单位在内六个平方为一的元素，Q8 有两个；乘上 C2 后分别有十二个与四个。
扣除单位即得十一与三个二阶元。中心为两个因子中心的直积，均为 C2

2；所有元素阶至多四，
平方生成群均由第一个因子的唯一非平凡旋转平方生成，为 C2。
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后三个模型的核 A = C4 ×C2 含三个二阶元，八个元素的平方都在 〈a2〉。因作用非平凡，
外陪集无中央元素，中心恰为 Fix(α)，已在分类参数表中求出。外元素的平方分别为

G (aibjx)2

K16 a2(i+j)

L16 b

R16 a2ibi

其中 0 ≤ i < 4、0 ≤ j < 2。在 K 行，i+ j 偶数给四个单位平方；在 L 行没有单位平方；在
R 行，i 偶数给四个单位平方。因此二阶元数为七、三、七。三个模型平方都阶至多二，所以
没有八阶元；平方生成群由 a2 与外元素的平方生成，分别为 〈a2〉, 〈a2, b〉, 〈a2, b〉。这证明表中
全部数据。

交换模型中，C16 含十六阶元，C8 × C2 的最大元素阶为八，另三者的最大元素阶为四、
四、二。剩下两个四指数模型 C2

4 , C4 ×C2
2 的二阶元数分别为 22 − 1 = 3 与 23 − 1 = 7：一个

坐标在 C4 中平方为一有两种选择，在 C2 中也有两种。于是五者彼此区分。交换性又把这五
者与九个非交换模型区分开来。

6.21 奇素数四次幂阶：十五种模型与特征三例外

为避免同一个群的不同交换核导致重复，本节把类二与类三模型分开。下文的 Gp = 〈gp :
g ∈ G〉 表示 p 次幂生成的子群。所有坐标模型均使用命题 6.51，其中核 A 用乘法记号，外元
为 x，xp = t。

定理 6.55. 对每个奇素数 p，阶 p4 的群恰有十五个同构类型，其中五个交换、六个幂零类二、
四个幂零类三。

五个交换模型为
Cp4 , Cp3 × Cp, C2

p2 , Cp2 × C2
p , C4

p .

六个类二模型为以下表格中的六行，每一行都定义一个群：

记名 A α(a) α(b) t

Cp Cp3 = 〈a〉 a1+p2 无b 1

Up U3(Fp)× Cp

Vp Mp × Cp

Kp Cp2 × Cp = 〈a, b〉 a apb 1

Ep Cp2 × Cp = 〈a, b〉 ab b 1

Hp Cp2 × Cp = 〈a, b〉 a1+p b b

类三模型分为两种核类型。第一种取 A = Cp2 × Cp = 〈a, b〉，定义

Dp(d, s) : α(a) = ab, α(b) = apdb, t = aps.

这里 d ∈ F×
p。若 p ≥ 5，可且只可取 (d, s) = (1, 0), (ε, 0)，ε 为任一非平方元。若 p = 3，可

且只可取
(d, s) = (1, 0), (2, 0), (2, 1).

第二种取 A = C3
p = 〈u, v, w〉，定义

Jp(e) : α(u) = u, α(v) = uv, α(w) = vw, t = ue.

p ≥ 5 时取 e = 0, 1；p = 3 时只取 e = 0。所以两种核合计总为四个类三模型。
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证明. 每个群由引理 6.50 有交换指数 p 核，其类型为 Cp3、Cp2 × Cp、C3
p。以下穷尽相应作

用与进位参数；模型的存在均由进位坐标命题保证。

循环核。写 α(a) = au，αp = 1。模 p 后 ūp = 1，而非零域元素满足 ūp = ū，故
u = 1 + pc+ p2d。二项式展开给出

up ≡ 1 + p2c (mod p3),

所以 c = 0（模 p）。作用平凡时，更换外元使 t 在 A/Ap 中取零或一个非零代表，分别给
Cp3 × Cp 与 Cp4。作用非平凡时，换 x 为 xk，k 6≡ 0 (mod p)，可以把 d 归一为一。固定点
群为 〈ap〉，而范数为

Nα(a
i) = ai

∑p−1
j=0 (1+p2)j = api,

这里逐项展开为

p−1∑
j=0

(1 + p2)j ≡
p−1∑
j=0

(1 + jp2) = p+ p2
p(p− 1)

2
≡ p (mod p3).

因为 p 为奇素数，(p − 1)/2 为整数，最后一项被 p3 整除。于是范数像恰为 〈ap〉，等于固定
点群；每个固定 t = apq 都可把外元改成 a−qx 而消去，只得到 Cp。

混合核。取 A = Cp2 × Cp，用加法坐标 (i, j)，第一坐标模 p2。任意自同构可写为

β(i, j) = (ri+ phj, `i+ zj), r ∈ (Z/p2Z)×, z ∈ F×
p , h, ` ∈ Fp.

理由是阶整除 p 的 b 像第一坐标必须被 p 整除；在 A/pA 上可逆要求 r̄, z 非零。反过来，这
些条件使两个像在该商上生成，并且 β(a)p = apr 生成 pA，所以整个像为 A。

若 αp = I，模 p 的三角矩阵的两个对角元都满足 λp = 1，故都为一。因此必有

α(i, j) = ((1 + pc)i+ pwj, vi+ j), c, v, w ∈ Fp.

置 N = α− I，则逐次代入得到

N(i, j) = (pci+ pwj, vi), N2(i, j) = (pwvi, 0), N3 = 0.

反过来，每组 (c, v, w) 都给 αp = I：pN = 0、
(
p
2

)
N2 = 0，所以 (I +N)p = I。

现说明所有作用的约化。设 R = r̄，共轭 α′ = βαβ−1 的参数满足

v′ = zv/R, w′ = Rw/z, c′ = c+ (hv − w′`)/R.

这来自分别比较 βN 与 N ′β 的两个坐标；其第一坐标的 i, j 系数为

p(Rc+ hv), pRw, p(c′R+ w′`), pw′z,

第二坐标的 i 系数为 zv 与 v′R。所以只要 v 或 w 非零，就能选 h 或 ` 消去 c。更换商生成
元 x 7→ xk 则把作用改为

αk = I + kN +

(
k

2

)
N2, (v, w, c) 7→ (kv, kw, kc+

(
k
2

)
vw).

因此全部非平凡作用可约化为

(c, v, w) = (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1), (0, 1, d),
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最后一项 d 6= 0 按平方类取值。具体说，核重标记保持 vw 不变，商生成元更换使它乘 k2；取
R, z 使新 v = 1，再消去 c，便得新 w = k2vw。域的非零乘法群循环，平方子群指数二，故
恰取 d = 1, ε 两类。

范数的精确式为

Nα = pI +

(
p

2

)
N +

(
p

3

)
N2.

用
∑p−1

j=0 j =
(
p
2

)
与
∑p−1

j=0

(
j
2

)
=
(
p
3

)
可得此式，后一个求和由三元子集中最大元素的选择数得

到。p ≥ 5 时它简化为
Nα(i, j) = (pi, 0).

p = 3 时则为 Nα(i, j) = (3(1 + vw)i, 0)。所以只有 p = 3, vw = −1 时范数像降为零。

把固定点条件 vi = 0（模 p）、ci+ wj = 0（模 p）逐行求出，再模去范数像，得到

(c, v, w) Fix(α) t 代表
(0, 0, 0) A 1, b, a

(1, 0, 0) 〈ap, b〉 1, b

(0, 1, 0) 〈ap, b〉 1, b

(0, 0, 1) 〈a〉 1, a

(0, 1, d) 〈ap〉 1 (p ≥ 5)

(0, 1, 1) 〈a3〉 1 (p = 3)

(0, 1, 2) 〈a3〉 1, a3 (p = 3)

补充非零代表归一的依据：第一行在 A/pA 上的三角自同构分为零、非零纯 b、首坐标非零三
轨道。其余前三个非平凡作用的固定群模范数均为一维，逐一给出缩放映射如下。对 (1, 0, 0)，
取 β(a) = a, β(b) = bq；对 (0, 1, 0) 和 (0, 0, 1)，取 β(a) = aq, β(b) = bq，其中整数 q 的模 p

余类任取非零值。代入共轭参数公式，这些 β 均保持原作用。前三行的非零余类分别由 b, b, a

生成，以上映射分别将其送到 bq, bq, aq，所以每一行的所有非零余类确实落在一个轨道内。在
最后一行，取 z = R、h = d` 就保持该作用，且把 ap 送到 (ap)R，故所有非零参数等价。没
有把非零轨道中的不同值另算模型。

还须跨行去重。平凡作用三项依次为 Cp2 ×C2
p , C

2
p2 , Cp3 ×Cp。(1, 0, 0), t = 1为Mp×Cp =

Vp，t = b 为 Hp。(0, 1, 0), t = 1 为 Ep；t = b 也为 Hp：此时 xp = b、[x, a] = xp，改取循环核
生成元 a′ = x、中央元 b′ = ap、外元 y = a−1，则

ya′y−1 = (a′)1+p, yp = (b′)−1.

再把 b′ 换成 (b′)−1，便是 Hp 的同一坐标。(0, 0, 1), t = 1 为 Kp；t = a 时 xp = a，所以 x

阶为 p3，且 [x, b] = xp
2。因而 bxb−1 = x1−p2，把 b 换成 b−1 即得 Cp。最后三行正是定理的

Dp(d, s) 模型。

初等交换核。取 A = F3
p，仍记 N = α− I。特征 p 下 I 与 α 交换，二项式系数的中间项

被 p 整除，所以
Np = (α− I)p = αp − I = 0.

先证明 N3 = 0，以便后面的选基论证不预先使用待证的标准形。若 N 6= 0，令 m 为 Nm = 0

的最小正整数；取 w 使 Nm−1w 6= 0。向量

w,Nw, . . . , Nm−1w
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线性独立：若
∑m−1

i=0 ciN
iw = 0，先作用 Nm−1，得到 c0N

m−1w = 0，故 c0 = 0；已知
c0, . . . , cj−1 = 0 时，作用 Nm−1−j 得 cjN

m−1w = 0，故 cj = 0。归纳得所有系数为零。空间
维数为三，所以 m ≤ 3，从而 N3 = 0；N = 0 时该结论也成立。

现在分三种情形。N = 0 时为平凡作用。N 6= 0, N2 = 0 时，由 imN ⊆ kerN 和秩–零度
公式，若秩为 r，则 r ≤ 3− r；非零性使 r = 1。取 u 6= 0 生成 imN，再取 v 使 Nv = u，最
后在二维的 kerN 中选 w 补足 u。v /∈ kerN，所以 u, v, w 为基，并有

Nu = 0, Nv = u, Nw = 0.

若 N2 6= 0，取 w 使 N2w 6= 0，置 u = N2w, v = Nw。已证 N3 = 0，所以对关系 c0w +

c1Nw + c2N
2w = 0，先作用 N2 得 c0 = 0，再作用 N 得 c1 = 0，最后得 c2 = 0。故 u, v, w

为基，且
Nu = 0, Nv = u, Nw = v.

平凡作用下范数为零，固定 t = 0 或非零，分别给 C4
p 与 Cp2 × C2

p。秩一时范数也为零，
因为 pI =

(
p
2

)
N = 0、N2 = 0；固定空间为 〈u,w〉。保持作用的基变换保留直线 imN = 〈u〉，

所以 t 可取 0, u, w：在直线内缩放 u 及 v；在线外则直接选 w = t。t = 0 给 Up；t = u 时
xp = u、[x, v] = u = xp。令 a = x, b = v−1，则 |a| = p2, |b| = p，且

bab−1 = v−1xv = ux = x1+p = a1+p.

〈x, v〉包含 u = xp，其元素为 xivj（0 ≤ i < p2, 0 ≤ j < p），由原坐标的唯一性恰有 p3 个；它不
含非平凡的 w幂。因此它是Mp，并与独立中央的 w组成 Vp；t = w时以 a = x, b = u, y = v−1

得
|a| = p2, |b| = p, yay−1 = ab, yp = 1,

所以为 Ep。
秩二时固定空间只有 〈u〉。范数式在 Fp 上给

Nα = 0 (p ≥ 5), Nα = N2 (p = 3).

因此 p ≥ 5 时 t = 0, u 两轨道（共同非零缩放三个基向量即可归一）；p = 3 时范数像等于固
定空间，t 全部可消去。它们就是 Jp(e) 的列表。

上述三个核的全部数据已进入定理列表。尚须证明没有剩余重复；下面两段分别完成类
二与类三的去重。

六个非交换类二模型的中心、幂子群及其与导出群的交为

G Z(G) Gp |G′ ∩Gp|
Cp Cp2 Cp2 p

Up C2
p 1 1

Vp C2
p Cp p

Kp Cp2 Cp p

Ep C2
p Cp 1

Hp C2
p C2

p p

逐项计算如下。循环核模型中与 x 交换的核元素为 〈ap〉，外陪集不中央，导出群为 〈ap2〉，p
次幂生成 〈ap〉。Up,Vp 的数据由已算出的 p3 因子与一个独立中央 Cp 得到。在 Kp 中中心为
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〈a〉，交换子 [x, b] = ap，而 p 次幂生成 〈ap〉。在 Ep 中中心为 〈ap, b〉，导出群为 〈b〉，幂子群
为 〈ap〉，两者独立。Hp 的中心为 〈ap, b〉，导出群为 〈ap〉，又 ap 和 xp = b 生成整个中心。所
有模型的交换子均中央且阶 p，所以奇 p 的乘积幂公式使 p 次幂逐因子相乘；这证明上述幂
子群没有遗漏额外生成元。六行各不相同，故六模型互不等价。

对类三的 D, J 模型，G′ = N(A)、[G,G′] = N2(A) 6= 1、下一次交换子为一，故幂零类
恰为三。在 D 中 G′ = 〈b, ap〉；若一个外元素含非零 xk，它对 b 的共轭乘上 apdk 6= 1，所以

CG(G
′) = A ∼= Cp2 × Cp.

在 J 中 G′ = 〈u, v〉，非零 xk 把 v 送到 ukv 6= v，所以同样 CG(G
′) = A，但此处 A ∼= C3

p。这
个中心化子为特征子群，因为 G′ 特征，故任意自同构保持它。于是两类核绝不混同。

D 模型之间的任何同构因此必须保持该核，已经证明的参数变换表明 d 只会乘非零平方，
所以两平方类不同。p = 3, d = 2 时，对任一商生成元更换 x 7→ a0x

k，k = 1, 2，相应作用参
数的乘积仍为 2k2 = 2，范数仍为零。新的 t 只经非零标量变为原 t 的非零倍数，所以 t = 1

与 t = a3 不可能互换。J 模型在 p ≥ 5 时 e = 0 的全群指数为 p，而 e = 1 含 p2 阶的 x：具
体地，1 ≤ k < p 时 αk 的各次幂恰为 α 的各次幂的一次重排，所以 Nαk = Nα = 0。逐次移
动外元给

(axk)p = Nαk(a) + kt = kt

（此式核坐标用加法记号）。核内元素也全被 p 次幂消去，因此 e = 0 时全群指数为 p；e = 1

时 xp = u 6= 1，x 阶为 p2。这两个模型不同构。p = 3 本就只余一类。类三恰有四类。

五个交换模型的最大元素阶依次为 p4, p3, p2, p2, p；两个最大阶同为 p2 的模型中，阶整除
p 的元素分别有 p2 与 p3 个，所以也不同构。交换性、幂零类二和类三把三组区分。最终类型
总数为 5 + 6 + 4 = 15。

6.22 二十四阶：正规三阶核与四点作用的分岔

定理 6.56. 二十四阶群恰有十五个同构类型。其中十二个有正规 Sylow 三子群；它们均为
C3 ⋊ P，P 为八阶群，作用数据如下。表中的 K 为非平凡作用 P → Aut(C3) = C2 的核。

P 作用平凡的类型数 非平凡作用的核代表
C8 = 〈r〉 1 〈r2〉 ∼= C4

C4 × C2 = 〈a, b〉 1 〈a〉 ∼= C4; 〈a2, b〉 ∼= V4

C3
2 1 C2

2

D8 = 〈r, s〉 1 〈r〉 ∼= C4; 〈r2, s〉 ∼= V4

Q8 1 〈i〉 ∼= C4

每个核代表给出一个非平凡作用类型，核外元素均对 C3 取逆。其余三个模型为

S4, A4 × C2, B24 = Q8 ⋊ C3,

其中 C3 的生成元按 i 7→ j 7→ k 7→ i 作用。

证明. 若 Sylow 三子群 N 正规，取 Sylow 二子群 P，则 N ∩P = 1、NP = G，得到半直积。
作用像只可能是平凡群或 C2，所以非平凡作用由一个指数二核 K ≤ P 唯一决定。

现逐行约化这些核。C8 只有一个指数二子群。C4 × C2 的三个指数二子群已在八阶表中
给出，两个循环的 〈a〉, 〈ab〉 被自同构 a 7→ ab, b 7→ b 交换，非循环的 〈a2, b〉 单独一类。C3

2 的



6 低阶群的结构与分类 95

二维子空间都能选基再扩基，故任意两个被某个线性自同构互相送到。D8 的指数二子群为一
个 C4 与两个 V4；自同构 r 7→ r, s 7→ rs 交换两个 V4。Q8 的三个阶四循环子群被 i, j, k 的循
环置换交换。因此表中列出的恰为全部核轨道。

核的重标记若相差 β ∈ Aut(P )，在半直积坐标中用 (a, h) 7→ (a, β(h))即得同构。反过来，
若两个中间群同构，其唯一 Sylow 三子群必彼此对应，Sylow 二子群的像可再经内部共轭调
到所选 P，所以诱导 P 的同构，且把

K = CP (N)

送到另一作用核。因此不同的 P 类型不能混同，同一行中 C4 与 V4 核也不能混同；平凡作用
的核阶八，非平凡作用核阶四，更不能混同。故表中给出恰好 2 + 3 + 2 + 3 + 2 = 12 个不同
模型。

以下 Sylow三子群不正规，所以有四个。共轭作用给出到 S4 的传递像。核 L包含于一个
Sylow三子群的正规化子，其阶为 24/4 = 6；像阶又被四整除，故 |L|只能为 1, 2, 3, 6。|L| = 3

时 L 是正规 Sylow 三子群，矛盾。|L| = 6 时，L 中 Sylow 三子群的个数整除二且模三余一，
所以为一。任一 L 的自同构都把三阶子群送到三阶子群，故这个唯一子群 Q 特征于 L。因 L

是作用核而正规于 G，任意 g ∈ G 的共轭在 L 上限制为自同构，遂有 gQg−1 = Q。于是 Q

是 G 的正规 Sylow 三子群，仍矛盾。于是只余 |L| = 1 或二。

若 L = 1，像阶二十四，故 G ∼= S4。若 |L| = 2，像是十二阶的 S4 子群，已知只能为
A4。L 二阶正规，共轭到 Aut(C2) = 1，所以 L 中央。令 P 为 V4 ⊴ A4 的原像，得八阶正规
Sylow 二子群，并取三阶补群 C，所以 G = P ⋊ C3。

作用必须非平凡，否则 C 正规。八阶五个模型中，Aut(C8) 阶四，Aut(C4 × C2) 阶八；
Aut(D8) 也阶八，因为 r 的像有两个四阶生成元可选，s 的像有四个反射可选，任意这样的选
择均给自同构。因此这三类没有阶三作用。剩下 P = C3

2 或 Q8。

在 C3
2 上，Aut(P ) = GL3(F2) 阶为

(8− 1)(8− 2)(8− 4) = 168.

三个因子依次为选第一个非零列、第二个不在第一列直线内、第三个不在前两列平面内的选
择数。三在该阶数中只出现一次，所以任何阶三子群都是 Sylow三子群，彼此共轭。取代表作
用在一个二维子空间上循环置换三个非零向量，固定补出的一维空间。V4 ⋊ C3

∼= A4：在 A4

中三个双换位被 (123) 循环共轭，核与补群交平凡、阶乘积十二。因此代表模型为 A4 × C2。

在 Q8 上，i 的像可取六个四阶元之一，j 的像可取不在同一循环子群中的四个四阶元之
一。任何这类像都有平方 −1且反交换，唯一四元数坐标表明它们定义自同构，故 |Aut(Q8)| =
6 · 4 = 24。阶三子群仍均为 Sylow 三子群，彼此共轭；代表可取 i 7→ j 7→ k 7→ i，得到 B24。
换掉 C3 的生成元只把作用生成元取逆，不增加类型。

两个非平凡半直积的 Sylow 三子群都不正规：若它与正规 P 同时正规，则两者的交换子
属于交，交平凡使二者相互中央化，与非平凡作用矛盾。故确实属于这一分支。S4、A4 ×C2、
B24 的 Sylow 二子群分别为 D8, C

3
2 , Q8，彼此不同构；第一种可取由 (1234)、(13) 生成的二

面体子群。它们也不可能与前十二个模型同构，因为 Sylow 三子群数不同。十五种已全部构
造并去重。
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6.23 三十阶：元素计数与十五阶正规核

定理 6.57. 阶为三十的群恰有四种：

C30, S3 × C5, D10 × C3, D30.

证明. Sylow 数满足 n5 = 1 或六，n3 = 1 或十。若二者都不为一，不同五阶子群只有单位相
交，不同三阶子群也只有单位相交，且三阶元不可能为五阶元，于是非单位元至少有

6(5− 1) + 10(3− 1) = 44 > 29,

矛盾。所以至少一个 Sylow 子群正规。
若五阶子群 P 正规，取任意三阶子群 Q。共轭同态 Q→ Aut(P )的像阶同时整除三与四，

故平凡，Q中央化 P。N = PQ因 P 正规而为子群，交平凡且相互交换，故N ∼= C5×C3
∼= C15。

其指数二，故正规。

若三阶子群 Q 正规，取任意五阶子群 P。共轭同态 P → Aut(Q) 的像阶同时整除五与
二，亦平凡。于是 N = QP ∼= C15，仍由指数二而正规。两种分支均得十五阶循环正规核；它
的三阶与五阶子群唯一，因而也都正规于全群。

取 Sylow 二子群 〈b〉，与 N 交平凡，故 G = N ⋊ 〈b〉。把 N = C3 ×C5，共轭保持每个唯
一素数阶子群，在每个分量上的二阶作用只能为恒等或取逆：若模相应奇素数有 u2 = 1，则
(u − 1)(u + 1) = 0，域中只能 u = 1 或 −1。因此两个分量共有四种符号组合。全正给 C30；
只反转三阶分量给 S3 × C5；只反转五阶分量给 D10 × C3；同时反转给 D30。

后三者的中心阶分别为五、三、一。求法是：在核中，受取逆的奇阶分量只有单位被固定；
外陪集任一元素在核上诱导同一个非平凡作用，故都不中央。第一个模型交换，后三者不交
换，所以四者不同构。所有作用均由外部半直积构造存在，分类完成。

6.24 三十六阶：线性作用与非正规九阶 Sylow 分支

定理 6.58. 三十六阶群恰有十四个同构类型。十二个有正规 Sylow三子群 P，它们均为 P⋊H，
其中 |P | = 9、|H| = 4，作用代表如下。

1. P = C9：H = C4 时其生成元作用为恒等或取逆；H = V4 时作用平凡或像为取逆二阶
群。共四类。

2. P = F2
3，H = C4：生成元作用为

I, −I,

(
1 0

0 −1

)
, J =

(
0 −1

1 0

)
.

共四类。

3. P = F2
3，H = V4：写 H 的非平凡符号特征为 χ, ψ, χψ，平凡特征为 1，则二维表示的

两条特征可取为
(1, 1), (1, χ), (χ, χ), (χ, ψ), χ 6= ψ.

共四类。
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其余两个模型为
A4 × C3, V4 ⋊ C9,

后一作用将九阶生成元送到 V4 的一个阶三自同构。

证明. 若 P 正规，取 Sylow 二子群 H，便得 G = P ⋊H。P 为 C9 或 C2
3，H 为 C4 或 V4。

Aut(C9) 的六个元素由模九单位 1, 2, 4, 5, 7, 8 给出。它们中阶整除四者只有 1,−1：单位
群阶为六，若 u4 = 1，则 u的阶同时整除四与六，故整除二，于是 u2 = 1。由 (u−1)(u+1) = 0

（模九）且三不同时整除两因子，必须有一个因子被九整除，得 u = ±1。故四阶循环作用只有
两种；V4 的非平凡作用都具有一个阶二核，不同核被 Aut(V4) 交换，所以也只有两种。这证
明第一组穷尽。

在 P = F2
3、H = C4 时，作用 T 满足 T 4 = I。对 T 2 应用正负特征分解，有

P = ker(T 2 − I)⊕ ker(T 2 + I).

具体地，因 2 在 F3 中可逆，对每个 z ∈ P 置

z+ =
z + T 2z

2
, z− =

z − T 2z

2
.

由 T 4 = I，T 2z+ = z+、T 2z− = −z−，且 z = z++z−。两空间的交中若有 y，则 T 2y = y = −y，
故 2y = 0，从而 y = 0；这证明了所写直和。又 T 与 T 2 ± I 交换，所以它保持两个核空间。
在第一空间上 T 2 = I，用 z 7→ (z ± Tz)/2 的相同投影公式，再按 T 的正负特征分解；在
第二空间上 T 2 = −I。后一空间不可能一维，因为 F3 中没有平方为负一的数。因此若第二
空间非零，它就是全部二维空间。任取 v 6= 0，v, Tv 必独立，否则 Tv = cv 导致 c2 = −1；
在基 v, Tv 下 T 正是矩阵 J。若第二空间为零，则 T 在两个一维特征空间上取正或负，只
给 I,−I, diag(1,−1) 三种。把循环生成元取逆不增加类型，因为 J−1 = −J 与 J 由基变换
diag(1,−1) 共轭。第二组因而穷尽。

H = V4 = 〈h1, h2〉 时，两个作用交换且平方为一。先把 h1 分为正负特征空间；因 h2 与
h1 交换，它保持这两个空间，再在各空间内按 h2 分解。这样得到共同特征基，每条基线由一
对正负号决定，恰是 V4 的四个符号特征。二维表示由两个允许重复的特征组成。更换二维基
可以交换这两个特征，Aut(V4) 则任意置换三个非平凡特征。于是：两个都平凡；一个平凡一
个非平凡；两个相同非平凡；两个不同非平凡，恰为四种。这证明第三组穷尽。

还须说明十二者彼此不同构。同构保持唯一 Sylow 三子群的类型，以及 Sylow 二子群的
类型，所以三大组之间不会混同。在第一组，相同 H 的平凡与非平凡作用由中心化子 CH(P )

的阶区分。第二组四作用的 (
| im(H → Aut(P ))|, dimCP (H)

)
依次为 (1, 2), (2, 0), (2, 1), (4, 0)；第三组依次为 (1, 2), (2, 1), (2, 0), (4, 0)。每一组内这些数对
不同。同构把 Sylow 二子群送到一个共轭 Sylow 子群，而共轭保持这些数对，故它们是所需
的抽象群不变量。

最后假定 Sylow 三子群不正规，此时个数为四。其共轭作用在四点上传递，像阶整除
gcd(36, 24) = 12 又被四整除，故为四或十二。像阶四会使核阶九，成为正规 Sylow 三子群，
矛盾。所以像阶十二，像为 A4，核 K 阶三。

共轭同态 G → Aut(K) ∼= C2 在 K 上平凡，故下降到 G/K ∼= A4。任一 A4 → C2 的同
态必平凡：其像若非平凡，核便为六阶子群，而十二阶子群分类已证明 A4 不含这种子群。因
此 K ≤ Z(G)。
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令 N 为 V4 ⊴ A4 的原像，|N | = 12。取 N 的 Sylow 二子群 B，则 K 中央、K ∩B = 1、
KB = N，所以 N = K ×B。从 N/K ∼= V4 得 B ∼= V4，且直积分解表明 B 是 N 唯一 Sylow
二子群。因此 B 特征于正规子群 N，故正规于 G。

取九阶 Sylow三子群 P，得到 G = B⋊P。作用非平凡，否则 P 正规。Aut(B) ∼= S3：它
任意置换三个非零向量，给出的六个置换均线性，故正是 S3。作用像为阶三子群。若 P = C9，
其生成元映到一个阶三元素，两个可能生成元互为逆且在 S3 共轭，故只得一个 V4 ⋊ C9。若
P = C2

3，非平凡同态的核为一维子空间，选核的基与补基后，作用只在补基方向非平凡，所
以

G ∼= (V4 ⋊ C3)× C3
∼= A4 × C3.

这两个模型的 Sylow 三子群类型不同，故不同构；非平凡作用又保证它们的 Sylow 三子群不
正规，与前十二者区分。十四种分类完成。

6.25 按阶分类的边界与本章结论表

本章的分类对象是明确列出的阶族。下表中的“完整”表示三个责任均已在正文完成：模
型确实存在、任意该阶群都进入列表、列表中没有重复同构类型；它不表示任意阶的有限群都
已分类。

群的阶 同构类型数 完成分类的主机制
p2 2 中心商与独立生成元

pq (p < q) 1 或2 唯一 Sylow 核与循环作用
p3 (p 奇) 5 中央交换子与幂映射

8 5 生成元平方的四种组合
12 5 陪集忠实作用或正规三阶核
16 14 八阶交换正规核及进位参数

p4 (p 奇) 15 三种交换核、范数、参数轨道与特征核
2p2 (p 奇) 5 二阶作用的正负特征空间
4p (p ≥ 5) 4 或5 四阶作用的像与生成元替换
3p2 (p ≥ 5) 3 或6 三阶作用的特征值与不可约多项式
6p (p ≥ 5) 4 或6 平均二余循环消去扩张参数

24 15 正规三阶核或四点共轭作用
30 4 Sylow 元素计数与十五阶正规核
36 14 二维线性作用或四点共轭作用

上述结果给出不超过三十一阶的逐阶完整分类。为防止把一般定理的例外阶漏掉，下面列出
每一阶的同构类型数 a(n)：

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

a(n) 1 1 1 2 1 2 1 5 2 2 1 5 1 2 1 14

n 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31

a(n) 1 5 1 5 2 2 1 15 2 2 5 4 1 4 1

这里一阶群唯一；素数阶群由任一非单位元生成，因为该元素阶必须整除群阶且不为一。其余
每个阶都属于表中的已证分类：四、九、二十五用平方阶；六、十、十四、十五、二十一、二
十二、二十六用 pq；八、十二、十六、二十四、三十有专门定理；十八用 2p2；二十、二十八
用 4p；二十七用奇素数立方阶。这个逐项对应给出计数表的依据，而非另引数表。
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例如阶九、十八、二十、二十七、二十八都已被这些定理覆盖。二十四阶与三十六阶的十
五种、十四种模型已另列定理证明。定理 6.55 还独立完成了每个奇素数 p 的 p4 阶十五种模
型；连同十六阶十四种模型，四次幂阶现已全部覆盖。这不是由十六阶结果外推，而是对奇特
征中的作用、范数与参数轨道另作计算。下面把其中使用的一般有限化步骤单独概括，以区别
“给出候选数据”与“完成同构类型去重”。

命题 6.59 (四次幂分类所用的有限化步骤). 给定素数 p，阶 p4 群的分类可以化为有限个交换
核上的自同构与进位参数问题：先取全部阶 p3 交换模型 A，再求

α ∈ Aut(A), αp = I, t ∈ Fix(α).

这些有限数据通过命题 6.51 产生全部阶 p4 群；仅有此参数化还没有消除重复，十六阶与奇
素数四次幂阶的分类定理分别完成了后续去重。

证明. 引理 6.50 保证每个群都有这样的核 A，交换 p3 分类给出 Cp3 , Cp2 ×Cp, C
3
p 三种核。每

个群因此至少产生一组所列数据。反过来，满足两个条件的任何数据均由进位坐标命题构造
出群，坐标数为 p3 · p = p4。核为有限集合，故其置换只有有限个，自同构是其中保持运算的
置换；每个固定点集合也有限，所以候选数据有限。

更换 x 与核标记会改变 t 与 α；此外，同一个中间群可能含有不同类型的交换指数 p 核。
十六阶证明中M16 同时以 C8 核和 C4 ×C2 核出现，就是实际例子。因此有限化必须接上逐
项参数约化与跨核去重，才能得到分类定理。本章已对二与奇素数分别完成这一步；这里的有
限化命题本身不承担去重结论。

注 6.60 (有限模型验算的责任边界). 本章的有限坐标模型可以逐元验证结合律、求中心、数
子群与元素阶。这些验算能发现表格或坐标的错误，却不能替代“任意满足条件的群都进入列
表”的证明；后者分别由 Sylow论证、中心商论证以及交换正规核引理承担。相同不变量也不
自动给同构：U3(Fp) 与 Mp 共有的中心与共轭类数据已提供反例。十六阶中 Q8 × C2 与 L16

的中心和元素阶分布相同，还必须使用平方生成子群区分。

文献说明

本章前半的分类路线核读 James S. Milne, Group Theory, Version 4.01 (2025)，第 48 页
例 3.11、3.14–3.15，第 63 页例 4.21，第 82–84 页例 5.14、5.16–5.17。参照的是半直积与低
阶分类的结构路线；本章重新给出坐标同构、中心商引理、中央交换子的幂公式、奇素数立方
阶的两种模型及元素阶计数。后续各节的子群、正规商群、混合阶族、二十四与三十六阶、自
同构计数及十六阶参数表，由正文列出的坐标、群作用和线性代数逐项推导；奇素数四次幂阶
的部分还按三个交换核逐项计算了作用、范数、特征三例外与跨核去重。它们都是标准群论
结论，这里不主张结果原创，也不把未核读的文献章节列为直接依据。本文的 D2n 表示阶 2n

的二面体群，与该文献的 Dn 记法不同。
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第六章把有限群压缩为生成元、作用与进位参数，但一个写出的关系式列表还不是分类证
明。本章先建立更一般的语言：关系式究竟规定哪个群；如何证明一个候选群没有额外关系；
如何从陪集计算子群的自由基。这里的“群的表示”指生成元与关系的表示式，写作 〈X | R〉；
线性表示 G→ GL(V ) 是后续的另一主题。

7.1 形式字母、词与约化算法

定义 7.1. 给定集合 X，使用带标记的不交并

X± = X × {+1,−1}.

把 (x,+1) 写为 x，把 (x,−1) 写为 x−1。这里 x−1 暂时只是形式符号；即使 X 本身由群元素
组成，两个标记仍区别对待。定义字母的逆 (xε)−1 = x−ε。一个词是有限序列 w = `1 · · · `n，
其中 `i ∈ X±；长度为 n。唯一的零长度词记为 ε。连接记为 uv，逆词定义为

w−1 = `−1
n · · · `−1

1 .

没有相邻互逆字母的词称为约化词。一次消去删除相邻的一对 ``−1。

不能仅由“反复消去直到不能消去”定义唯一的答案，因为可选的消去位置可能不止一
个。我们先指定算法，再证明选择无关。

从空序列开始，由左到右读词。当前存储序列为 s，读到字母 ` 时：若 s 的最后一个字母
是 `−1，就删除它；否则把 ` 接在末尾。每一步之后存储序列都约化：删除末字不会产生新的
相邻位置；接上字母时算法已排除唯一可能产生的互逆对。最后得到的约化词记为 R(w)。

引理 7.2 (读入互逆字母是互逆的操作). 在约化词的集合上，记读入 ` 的操作为 Tℓ，则

Tℓ−1Tℓ(s) = s.

于是，在任意词中插入或删除相邻互逆对，都不改变 R(w)。

证明. 若 s 不以 `−1 结尾，包括 s = ε 的情形，第一次操作把 ` 接上，第二次恰把这个新字母
删除，恢复 s。

若 s = t`−1，第一次操作得到 t。t 不以 ` 结尾，否则 s 不约化。因此第二次读入 `−1 时
不会删除 t 的末字，而是把 `−1 接回，得到 s。这证明等式。

设原词为 u``−1v。读完前缀 u时的存储序列是 R(u)。接下来的两步由刚证等式保持这一
序列，再读相同的后缀 v，所得结果与读入 uv 相同。所以

R(u``−1v) = R(uv).

插入是删除的逆过程，同样保持结果。

100
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定理 7.3 (约化词的唯一性). 任意词经过有限次消去都能变成约化词；无论选择哪些消去位
置，最后的约化词总是 R(w)。并且

R(R(u)v) = R(uv) = R(uR(v)). (7.1)

证明. 每次消去使长度减少二，故任何持续消去的过程至多进行 b|w|/2c 步，并在没有互逆
相邻对时停止。设终点为约化词 z。算法对一个已约化词逐字只作接入，所以 R(z) = z。引
理7.2又表明每一步消去保持 R，故 z = R(z) = R(w)。这同时证明存在与唯一。

把 u 中的一串消去放在连接词 uv 的前缀中实行，便从 uv 到 R(u)v；每一步仍是合法的
相邻消去，故二者的 R 相等。把 v 内的消去放在后缀中实行，得到另一个等号。消去可以在
前缀与后缀连接处产生新的互逆对，这不影响论证，因为此处仅声明两者最后的约化结果相
同。

例 7.4. 对 w = ab b−1a−1a b−1，依次删除 bb−1、前面新相邻的 aa−1，得到 ab−1；若先删除
原词第四、第五位置的 a−1a，则得到 abb−1b−1，再删中间一对，也得 ab−1。定理处理的是所
有词和所有消去顺序，而不只这两种选法。

7.2 自由群的构造与泛性质

定理 7.5. 在 X± 上全部约化词组成的集合上定义

u · v = R(uv).

它构成群 F (X)，单位元为 ε，逆元为逆词。把 x ∈ X 送到单字词 x 的映射 ι : X → F (X) 是
单射，并具有如下性质：对任意群 G 和集合映射 f : X → G，存在唯一群同态 f̂ : F (X) → G，
使 f̂ ◦ ι = f。

证明. 对约化词 u, v, t，由式(7.1)，

(u · v) · t = R(R(uv)t) = R(uvt) = R(uR(vt)) = u · (v · t).

这证明结合律。连接空词不改变原词，且原词已约化，故 ε 为双侧单位元。逆词仍约化：它若
有相邻互逆对，倒转并取逆后原词也有这样的对。ww−1 可从中间逐对删除直到空词，w−1w

也如此，所以它们约化后均为 ε。这证明双侧逆元。不同 x 给出不同的单字序列，故 ι 单射。

定义词的求值

evf (`1 · · · `n) = f(x1)
ε1 · · · f(xn)εn , `i = xεii ,

空词求值为 eG。删除相邻 ``−1 不改变求值，因为对应两因子乘积为 eG。故

evf (R(w)) = evf (w).

将求值限制在约化词上作为 f̂。对 u, v ∈ F (X)，

f̂(u · v) = evf (R(uv)) = evf (uv) = f̂(u)f̂(v),

所以它是群同态，并在每个 x 上等于 f。每个约化词都是单字生成元及其逆的乘积，同态在
这些单字上的值已经被 f 固定，因此没有第二个选择。
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X F (X)

G

ι

f
∃! f̂

图 7.1: 上边是集合映射，竖边要求为群同态；任意生成元赋值唯一延拓。

命题 7.6 (泛性质确定对象). 若另一个群 F ′ 与映射 ι′ : X → F ′ 有同样泛性质，则有唯一同
构 α : F (X) → F ′ 满足 αι = ι′。

证明. 由两边的泛性质分别得 α : F (X) → F ′、β : F ′ → F (X)，满足 αι = ι′、βι′ = ι。于是
βαι = ι，而 idF (X)ι = ι。唯一性使 βα = idF (X)。交换两群的角色得到 αβ = idF ′，故 α 为
同构；其唯一性已由第一边泛性质给出。

X = ∅ 时只有空词，故自由群平凡。X = {x} 时约化词只能是 xn，n ∈ Z；因为正负字
母若同时出现，两种符号首次交界处就可消去。映射 n 7→ xn 因而给出 Z ∼= F ({x})。X 至少
有两个不同元素 x, y 时，xy 和 yx 是不同约化词，故 F (X) 非交换。

7.3 循环约化、挠元与中心

定义 7.7. 非空约化词若首字不等于末字的逆，称为循环约化词；空词也约定为循环约化。群
中非单位元若有正整数次幂等于单位元，称为挠元；没有挠元的群称为无挠群。

命题 7.8. 每个非单位元 w ∈ F (X) 都能写成

w = tvt−1,

其中 v 是非空循环约化词，且所写连接本身已约化。对每个正整数 k，wk 的约化词为 tvkt−1，
所以自由群无挠。

证明. 从 w 的首尾开始：若首字为 `、末字为 `−1，剥去这两个字母，记录它们为外侧的共轭
字母。中间词是原约化词的一段，仍约化。每次长度减少二，所以有限次后停止，得到 tvt−1，
其中 v 的首尾不互逆或长度至多一。若原词非空，过程不能到空词：最后一次若从二字词到
空词，该二字词就由互逆字母相邻组成，不约化。因此 v 非空。原先剥离的字母按原顺序组
成 t，故连接 tvt−1 与原约化词完全相同。

在乘积 (tvt−1)k 中，毗邻的 t−1t 消去，剩 tvkt−1。每一份 v 内部约化；相邻两份的连接
处不消去，因为 v 循环约化；两端与 t, t−1 的接缝就是原词的接缝，也不消去。因此其长度为

2|t|+ k|v| > 0.

由唯一性，它不等于空词，所以 wk 6= e。

命题 7.9. 若 x ∈ X，则 CF (X)(x) = 〈x〉。特别地，若 |X| ≥ 2，则 Z(F (X)) = {e}。

证明. x 的整数幂当然与 x 交换。反之，设约化词 w 不是 x 的幂。从 w 中剥去开头与末尾全
部 x±1 字母，可唯一写成

w = xrvxs,
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其中 v 非空，首尾字母都不是 x 或 x−1，而 r, s ∈ Z。于是群中

wxw−1 = xrvxsxx−sv−1x−r = xrvxv−1x−r.

最后的连接约化：v 首尾都不涉及 x，排除了四个接缝的消去。其长度 2|r|+ 2|v|+ 1 大于一，
不可能等于单字词 x，所以 w 不在中心化子中。

若 x, y 是不同生成元，中心同时包含于 〈x〉 与 〈y〉。非零幂 xr 和 ys 的约化词使用不同
字母，不可能相等；两循环子群的交只有 e，故中心平凡。

7.4 正规闭包与表示式的准确含义

引理 7.10. 群 K 中子集 R 的正规闭包 〈〈R〉〉K 恰为所有有限乘积
t∏

i=1

uir
εi
i u

−1
i , t ≥ 0, ui ∈ K, ri ∈ R, εi ∈ {1,−1}.

空乘积为 e。

证明. 所列集合 N 含空乘积；连接两个有限乘积证明乘法封闭；一个乘积的逆按相反顺序排
列各因子的逆，而

(urεu−1)−1 = ur−εu−1,

仍是允许因子，所以 N 是子群。对 k ∈ K，

k

(∏
i

uir
εi
i u

−1
i

)
k−1 =

∏
i

(kui)r
εi
i (kui)

−1 ∈ N,

故 N 正规。取 t = 1, u1 = e, ε1 = 1，知 R ⊆ N。任意包含 R 的正规子群都包含每个共轭因
子及其有限乘积，因而包含 N。所以 N 正是最小的这样的正规子群。

定义 7.11. 给定字母集 X 和 F (X) 中的子集 R，定义

〈X | R〉 = F (X)/〈〈R〉〉F (X).

X 称为生成元集，R 中的词称为关系子。关系式 u = v 表示收入关系子 uv−1。一个群有这种
商群同构，便称此为它的表示式。X 和 R 都有限时称为有限表示。

定理 7.12 (表示式的泛性质). 设 P = 〈X | R〉，x̄ 是 x 在商中的像。任意映射 f : X → G 唯
一诱导同态 P → G，当且仅当每个 r ∈ R 在 f 下求值为 eG。

证明. f 首先唯一延拓为 f̂ : F (X) → G。它经商映射 q : F (X) → P 下降，当且仅当
〈〈R〉〉 ⊆ ker f̂：必要性由核直接得到；充分性下定义 q(w) 7→ f̂(w)，若 q(w) = q(w′)，则
w′−1w ∈ 〈〈R〉〉 ⊆ ker f̂，所以两像相同，映射良定义并保持乘法。核是正规子群，故 〈〈R〉〉 ⊆ ker f̂
又等价于 R ⊆ ker f̂。这正是所列关系求值为单位元。商群仍由所有 x̄ 生成，因此这样的同态
唯一。

由引理7.10，两个词 u, v 在 P 中相等，当且仅当 uv−1 在自由群中是关系子及其逆的有
限个共轭的乘积。这里需要的是正规闭包：仅取 R 生成的普通子群，通常不能形成商群。这
个等价条件说明一个具体等式要有什么代数凭证；它本身不保证已经给出判定任意两个词相
等的终止算法。
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命题 7.13. 每个群都是自由群的商，并有一个可能无限的表示式。

证明. 取生成集 X ⊆ G，例如 X = G。包含映射延拓为满同态 π : F (X) → G，因为它的像含
X，从而含整个 G。取 R = kerπ，它本来就正规，所以 〈〈R〉〉 = R，第一同构定理给出结论。

也可以把关系子完全显式写出。对每个 g ∈ G 引入符号 tg，收入所有

tgtht
−1
gh (g, h ∈ G).

所得群 P 中有 t̄g t̄h = t̄gh。先取 g = h = eG 得 t̄2eG = t̄eG，左右消去可得 t̄eG = eP；再取
h = g−1 得 t̄g−1 = t̄−1

g 。所以 g 7→ t̄g 是同态。反向映射由 tg 7→ g 诱导，因为所有关系在 G 中
成立。两复合分别固定每个 g 和每个生成元 t̄g，因此是恒等同态。于是 P ∼= G。

7.5 从正规形证明表示式：二面体群与交换化

例 7.14 (二面体关系为什么恰好给出二面体群). 对 n ≥ 3，置

Pn = 〈r, s | rn = e, s2 = e, srs−1 = r−1〉.

我们证明它恰有 2n 个元素，而不是只核验一个已知模型满足这些关系。

在 Pn 中，s−1 = s，且 sr = r−1s。对 i ≥ 0 作归纳，有 sri = r−is；对负整数 i，由
sr−1 = rs 同样归纳，所以该式对全部 i ∈ Z 成立。因而

(risε)(rjsδ) = ri+(−1)εjsε+δ, ε, δ ∈ {0, 1}.

ε = 0 时只是相邻 r 幂合并；ε = 1 时使用刚证的移位公式。指数分别模 n 与模二约化。所
有生成元、逆元均在所列形内，而这些形在乘法下封闭，所以 Pn 中每个元素均可写成 risε，
0 ≤ i < n，共有至多 2n 种。

反过来，在集合 (Z/nZ) × (Z/2Z) 上用上式的坐标乘法，第四章的半直积构造给出一个
恰有 2n 个元素的群。坐标元素 (1, 0), (0, 1) 满足所列关系，且生成全群，所以由定理7.12有
Pn 到该群的满同态。它的像有 2n 个元素，迫使前面的至多 2n 个正规形全部不同。满同态于
是为同构，得到 Pn

∼= D2n。

命题 7.15 (自由群与一般表示式的交换化). 记 Z(X) 为所有有限支撑的整数族 (mx)x∈X，按
坐标相加。对词 w，记 Ex(w) 为字母 x 的正次数减负次数，置 E(w) = (Ex(w))。则

F (X)ab ∼= Z(X).

若 P = 〈X | R〉，则
P ab ∼= Z(X)/〈E(r) : r ∈ R〉,

右侧分母为加法子群，无需再取共轭。

证明. 消去一对互逆字母不改变任一指数和，所以 E 在 F (X) 上有定义，连接使指数和相加，
故 E是同态；每个坐标单位向量是某个生成元的像，所以它满射。目标交换，故 F (X)′ ⊆ kerE，
诱导满同态

Ē : F (X)/F (X)′ → Z(X).
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反方向定义 (mx) 7→
∏

x x̄
mx。支撑有限保证乘积有限，商群交换保证次序无关。坐标加法对

应幂相加，故它是同态。与 Ē 的两复合分别固定所有坐标单位向量和所有 x̄，于是分别恒等，
得到第一个同构。

令 N = 〈〈R〉〉 ⊴ F (X)。商映射 q : F (X) → F (X)/N 把交换子送到对应像的交换子，
所以 q(F (X)′) ⊆ P ′；反过来，P 中每个交换子可提升为 F (X) 中某个交换子的像，所以
P ′ = q(F (X)′)。因此

P/P ′ ∼= F (X)/(F (X)′N).

在 E 下，一个共轭关系子的像为

E(uru−1) = E(u) + E(r)− E(u) = E(r).

由正规闭包的乘积公式，E(N) 恰为 E(r) 生成的加法子群。对第一个同构再取这一子群的商，
便得到第二个公式。

例 7.16. 二面体群的三个关系子可取 rn, s2, srs−1r，它们的指数和向量为 (n, 0), (0, 2), (2, 0)。
故

Dab
2n

∼=

C2, n 奇,

C2 × C2, n 偶.

当 n 奇，n 与二生成全部整数，使第一坐标被消去；当 n 偶，第一坐标只被模二。这也从表
示式重新得到第二章的交换化计算。

7.6 Tietze 变换：更换表示而保持群

命题 7.17 (两类基本变换). 下列变换保持所表示的群，并给出固定原生成元像的同构。

1. 若 s ∈ 〈〈R〉〉F (X)，可在 〈X | R〉 中加入关系子 s；反过来，若某关系子已属于其余关系
子的正规闭包，可删除它。

2. 若 t /∈ X，w ∈ F (X)，可加入新生成元 t 及关系 t = w。反过来，若有定义关系 t = w，
且 w 不含 t，可在其余全部关系中把 t 替为 w、t−1 替为 w−1，再删除 t 和这个定义关
系。

证明. 第一类中，因 s ∈ 〈〈R〉〉，包含 R∪{s} 的最小正规子群仍是 〈〈R〉〉，两个商完全相同。删
除是这一论证的反向使用。

第二类先看加入。设 P = 〈X | R〉，Q = 〈X, t | R, tw−1〉。将 x 7→ x̄ ∈ P、t 7→ w(X̄)，所
有 Q 的关系都成立，故得同态 α : Q → P。将 x ∈ X 送到其在 Q 中的像，得 β : P → Q。
αβ 固定 P 的每个生成元，故为恒等；βα 固定 Q 中的每个 x，并把 t 送到 w(X̄) = t，故也
为恒等。

一般的消元情况写成 Q = 〈X, t | tw−1, S(X, t)〉，并令

P = 〈X | S(X,w)〉.

代入 t = w 给出 Q → P。反向把 X 送入 Q，因 t = w，S(X,w) 与 S(X, t) 在 Q 内求值相
同，故确实给出 P → Q。两复合在 X 上恒等，在 t 上使用定义关系后也恒等。于是同样得到
所需同构。
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定理 7.18 (有限表示的 Tietze 定理). 两个有限表示所给出的群同构，当且仅当一个表示可经
有限次上述基本变换和生成元重命名变为另一个。

证明. 每步保持群，所以充分性成立。证明必要性。设

P = 〈X | R〉, Q = 〈Y | S〉,

并给定同构 φ : P → Q。先重命名使 X,Y 不交。对每个 y ∈ Y 选 X 中词 uy，使其在 P 中
的像为 φ−1(ȳ)；对每个 x ∈ X 选 Y 中词 vx，使其在 Q 中的像为 φ(x̄)。这些选择存在，因
为两边分别由 X,Y 生成；两集合有限，所以只有有限次选择。

从 P 出发，加入全部 y 与定义关系 y = uy(X)，得到

P1 = 〈X,Y | R(X), y = uy(X) (y ∈ Y )〉.

按刚证命题，P1
∼= P。在此识别下，y 代表 φ−1(ȳ)。因此 S(Y ) 的每个关系在 P1 中成立，

x = vx(Y ) 也在 P1 中成立。由表示的定义，“一个词在群中为单位元”恰指它属于所列关系
的正规闭包，所以可以逐个把这些关系加入，得到共同的较大表示

K = 〈X,Y | R(X), y = uy(X), S(Y ), x = vx(Y )〉.

另一方面，从 Q 加入全部 x = vx(Y )，得到

Q1 = 〈X,Y | S(Y ), x = vx(Y )〉 ∼= Q.

在 Q1 中，R(X) 成立，因为把 x 换为 φ(x̄) 后，它就是 φ 送来的关系。关系 y = uy(X) 也成
立，因为 φ(uy(X̄)) = ȳ。所以 K 中的 R(X) 和 y = uy(X) 都是 Q1 的关系的后果，可以从
K 逐个删除。剩下 Q1，再利用 x = vx(Y ) 消去全部 X，便回到 Q。

上述过程只添加或删除 |X|+ |Y |+ |R|+ |S| 所控制的有限个生成元与关系，因此变换次
数有限。这里没有声称能从两个未附同构的表示自动找出这些词；证明使用了给定同构 φ。

例 7.19 (两个二阶生成元与二面体表示). 从 〈a, b | a2 = e, b2 = e, (ab)n = e〉 加入 r = ab。由
a2 = e 得 b = ar，消去 b 后，b2 = e 成为

(ar)2 = e ⇐⇒ ara = r−1.

因此得到 〈r, a | rn = e, a2 = e, ara = r−1〉。把 a 重命名为 s，就是前节的 D2n 表示。转换时
保留了 a2 = e，所以从 arar = e 到 ara = r−1 的左右乘法均合法。

7.7 自由积及其交替正规形

定义 7.20. 群 A,B 的自由积是带同态 iA : A → A ∗ B、iB : B → A ∗ B 的群，使给定任意
α : A → G、β : B → G，都有唯一同态 A ∗ B → G 在两因子上分别等于 α, β。与直积不同，
定义没有要求两因子的像彼此交换。

定理 7.21 (交替正规形). 自由积存在，两个自然映射均为单射。每个元素唯一写成

g1 · · · gk,

其中每个 gi 为 A 或 B 的非单位元，相邻 gi 来自不同因子。单位元对应唯一的空序列。
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证明. 先对 A,B 的全部元素引入互不混同的符号，并各自加入乘法表关系。由表示的泛性质，
所得群 P 带有 A,B 到它的同态，且具有所述泛性质：两因子的任意同态恰使各乘法表关系
成立，进而唯一延拓到 P。故存在性已得。

任意词可以先在每个因子内部把相邻字母相乘，删除单位元；每步缩短因子项数，所以最
终得到一个交替序列。这只证明存在，还须证明不同序列给出不同元素。

令 W 为所有这种交替序列，包括空序列。对 a ∈ A，定义 La : W → W：a = e 时为恒
等；a 6= e 时，若序列为空或首项来自 B，就在前面接 a；若首项为 c ∈ A \ {e}，就把首项改
为 ac，当 ac = e 时删去这一首项。余下首项来自 B 或序列为空，所以操作后仍在 W 中。对
b ∈ B 定义同样的 Lb。

验证同一因子内 LaLa′ = Laa′。任一参数为单位元时等式由定义成立。以下设 a, a′ 6= e。
若序列为空或首项来自 B，La′ 先接上 a′，La 再将其合并为 aa′，乘积为单位元时删除，正与
Laa′ 一致。若序列为 cw′、c ∈ A \ {e}，分两支：

1. 若 a′c 6= e，两步把首项合并为 a(a′c) = (aa′)c，为单位元时删除。若 aa′ = e，该值为 c，
于是原序列被恢复，也与 Le 一致。

2. 若 a′c = e，第一步得到 w′，它为空或以 B 开头；第二步接上 a。另一方面 (aa′)c = a。
若 aa′ 6= e，Laa′ 直接把首项合并为 a；若 aa′ = e，则 a = c，恒等操作所得 cw′ = aw′

也相同。

这证明 A中的乘法关系。B 的论证逐项相同，只需交换两个因子的名称。特别地，L−1
a = La−1，

所以各操作都是双射，给出 A→ Sym(W ) 和 B → Sym(W ) 的同态。由 P 的泛性质，它们合
成同态 P → Sym(W )。

若 g1 · · · gk 是交替序列，相应置换 Lg1 · · ·Lgk 作用在空序列上时，从最右边开始，依次
把 gk, . . . , g1 接到前端；相邻因子不同，不发生合并，最后恰得原序列。因此两个交替序列若
在 P 中相等，对空序列的像也相等，迫使序列逐项相同。这证明唯一性。单项的非单位序列
不能等于空序列，所以两因子到 P 的映射均单射。

推论 7.22. 若 A = 〈X | R〉、B = 〈Y | S〉，且符号集 X,Y 不交，则

A ∗B ∼= 〈X t Y | R ∪ S〉.

特别地，F (X) ∗ F (Y ) ∼= F (X t Y )。

证明. 任意群中满足 R∪ S 的赋值恰分成满足 R 的 X 赋值与满足 S 的 Y 赋值，即分别给出
A,B 的同态。两种对象因而有相同泛性质；按定理7.5之后的双向复合证明，它们唯一同构。
取 R = S = ∅ 得最后的结论。

例 7.23 (有限阶生成元可以生成无限群). 若 A,B 都非平凡，选 a ∈ A \ {e}、b ∈ B \ {e}。
(ab)k 对每个 k ≥ 1 都是长度 2k 的交替正规形，所以 ab 有无限阶；即使 a, b 各自阶有限，这
一结论仍成立。

对 C2 ∗ C2 = 〈a, b | a2 = b2 = e〉，令 r = ab, s = a。交替正规形保证 r 有无限阶；同时
s2 = e 且 srs = r−1。每个交替词可改写为 rj 或 rjs：偶数长度的词为 (ab)k 或 (ba)k = r−k；
奇数长度的词为 (ab)ka = rks 或 (ba)kb = r−k−1s，后式使用 b = ar = r−1s。两种形的乘法因
此给出

C2 ∗ C2
∼= Z ⋊ C2,
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其中二阶元在 Z 上取负。这是无限二面体群。映射到半直积坐标的满同态与反向的 r, s 赋值
固定生成元，故确为同构。

命题 7.24 (自由积中有限阶元素的位置). A ∗ B 的每个有限阶非单位元都共轭于某个因子的
元素。

证明. 设交替正规形为 w = g1 · · · gk。若 k ≤ 1，已在因子中。若 k ≥ 2 且首尾属于不同因子，
连接 w 的任意正整数份时，每个接缝仍交替，所以 wm 长度为 mk > 0，它有无限阶。

若 k ≥ 2 且首尾同因子，则 k 必为奇数，故 k ≥ 3。共轭变为

g−1
1 wg1 = g2 · · · gkg1.

合并最后两个同因子项；若乘积非单位，长度由 k 减为 k − 1；若乘积为单位，删除它们，长
度减为 k − 2。其余相邻项仍交替。不断重复这种缩短，有限次后得到长度至多一，或首尾属
于不同因子的正规形。后一情况有无限阶，而共轭保持元素阶，所以有限阶非单位元只能落到
前一情况的单项。

7.8 边路径与生成树：只用组合定义

下面只使用图的顶点、边和有限路径，不预设基本群或覆盖空间。图允许重边与自环；端
点相同不表示边相同。每条几何边有两个形式方向 e, ē，满足 ¯̄e = e，且 e 6= ē；自环的两个方
向也须区别。记有向边的起点、终点为 o(e), t(e)，有 o(ē) = t(e)。

边路径 p = e1 · · · ek 要求 t(ei) = o(ei+1)。允许各顶点处的空路径。逆路径为 ēk · · · ē1。相
邻 eē 可以删除，这保持路径的起终点。约化词唯一性的算法与证明原样适用：把每个互逆边
对作为一对形式字母，且每次消去后路径仍合法。因此任意路径有唯一不回走的约化路径。

定义 7.25. 图连通，指任意两个顶点间都有有限边路径。连通图称为树，若从任一顶点出发
的非空闭路径都能消去至少一对相邻互逆边；等价地，没有非空约化闭路径。包含原图全部顶
点的树子图称为生成树。

引理 7.26. 树中任意两顶点间有唯一约化路径。任意连通图有生成树。在一般无限图的存在
性证明中，我们使用选择公理；有限图不需要无限选择。

证明. 在树中，连通性给出路径，约化后仍连接同样端点。若 p, q是同端点的约化路径，则 pq−1

是闭路径，其约化必须为空，否则违反树的定义。把 p, q当作有向边字母的约化词，R(pq−1) = ε

给出它们在相应自由群中相等；唯一约化词定理于是使 p = q。

现在在连通图 Γ 固定基点 v0。对每个顶点 v 定义 d(v) 为从 v0 到 v 的路径长度的最小
值。连通性使这些长度组成非空的非负整数集，所以最小值存在。对每个 v 6= v0，选一条从 v

到某个距离为 d(v)− 1 顶点的边，称为 v 的父边。这样的边存在：最短路径的倒数第二个顶
点距离必须为 d(v)− 1，否则会有更短路径。取全部父边及全部顶点为 T。不断沿父边行进使
距离每次减少一，恰在 d(v) 步后到基点，所以 T 连通。

证明 T 中没有非空约化闭路径。若有，从中取长度最短者 p。如果 p 首尾两边互逆，剥
去它们后是一个较短闭路径，其内部仍约化；所得路径不可能为空，因为原路径长二时已含
相邻互逆边。因此最短性迫使首尾也不互逆。把 p 的顶点按环状顺序观察，在其中选距离 d

最大的顶点 v。T 的每条边都连接距离相差一的两个顶点，故 v 在环中的两个邻点距离都是
d(v)− 1。但 v 只选了一条通往低一层的父边；其他顶点所选的、连接到 v 的父边都是从高一
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层下来。所以这两次经过必是同一父边的相反方向，在环上立即回走，与 p 在环状首尾处也
不回走矛盾。因此 T 是生成树。

命题 7.27 (Cayley 图是一棵树). 以 F (X) 的元素为顶点，对每个 g ∈ F (X), x ∈ X 放一条
标 x 的有向边 g → gx，并给其逆方向标 x−1。所得 Cayley 图是树。

证明. 任意约化词 `1 · · · `k 给出从 e 到它的逐字路径，所以图连通。从任一顶点出发，给定一
个字母都有唯一标该字母的出边：正字母用所定义的边，负字母 x−1 用 gx−1 → g 的逆方向。
因此相邻两步的标签互逆，当且仅当它们是同一条边的两个相反方向。

若有非空约化闭路径，从 g 出发，标签组成非空约化词 w。闭合给出 gw = g，在群中左
消去 g 得 w = e，与非空约化词不等于空词矛盾。故无这种闭路径，图为树。

7.9 陪集图与闭路径群

定义 7.28. 设 H ≤ F (X)。定义 Schreier 陪集图 ΓH：顶点为右陪集 Hg；对每个顶点 Hg 和
每个 x ∈ X，放置一条正向边

(Hg, x) : Hg −→ Hgx,

逆边标 x−1。边由“起点陪集、正标签”这对数据区分；即使端点相同，也不能合并不同边。
基点取 H。

若 Hg = Hg′，存在 h ∈ H 使 g′ = hg，从而 Hg′x = Hhgx = Hgx，所以终点定义不依
赖代表元。每个顶点有唯一的 x 出边和唯一的 x 入边，后者来自 Hgx−1；这也保证从任意顶
点读任意字母的路径唯一。对词 w，从 Hg 读它的终点是 Hgw。特别地，图连通，因为从 H

读 g 就到 Hg。

固定顶点 v0，把从 v0 出发并回到 v0 的路径，按插入、删除相邻 eē 视为等价；每类有唯
一约化路径。以路径连接后约化为乘法，得到群 Π(Γ, v0)。结合律、空路径与逆路径的验证完
全由式(7.1)给出，且所有被连接的路径起终点相容。这里约定路径乘积先走左边一条，再走右
边一条；它与路径标签词的书写次序一致。

命题 7.29. 读取标签给出群同构

λ : Π(ΓH ,H)
∼−−→ H.

证明. 闭路径的标签 w 满足 Hw = H，等价于 w ∈ H。插入或删除一对互逆边只在标签词中
插入或删除互逆字母，所以求出的自由群元素不变；连接路径对应词相乘，故 λ 良定义且为
同态。任意 h ∈ H 的词从 H 读起后回到 H，所以满射。

若一条闭路径标签在自由群中为 e，其标签词可以消去到空词。每当两个相邻标签为 x, x−1

或 x−1, x 时，唯一出边性质保证路径的这两步恰是同一边的相反方向，所以相同消去也能在
边路径上实行。最终路径消为空路径，故原闭路径类为单位元。核平凡，得到单射。

7.10 生成树给出的自由基与 Nielsen–Schreier 定理
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定理 7.30 (图的闭路径群的显式自由基). 设 Γ 连通，固定基点 v0 和生成树 T。对每个顶点
v，记 pv 为 T 中从 v0 到 v 的唯一约化路径。对 T 外的每条几何边选一个方向 e，令

γe = [po(e) e p
−1
t(e)].

则这些 γe 构成 Π(Γ, v0) 的自由基。

证明. 记所选的非树有向边集为 E0，为每个 e ∈ E0 引入自由字母 ze。定义边的编码：树边
的两个方向都编码为空词；e ∈ E0 编为 ze，ē 编为 z−1

e 。一条路径的编码是依次连接所有边
编码后在 F ({ze : e ∈ E0}) 中求值。

相邻 ff̄ 的编码或都为空，或为互逆字母，所以删除它们不改变编码。因此编码在闭路径
类上给出同态

Ψ : Π(Γ, v0) → F ({ze : e ∈ E0}).

由自由群的泛性质，赋值 ze 7→ γe 给出反向同态 Φ。po(e) 和 pt(e) 都只走树边，所以 Ψ(γe) = ze。
因此 ΨΦ 固定所有自由生成元，是恒等。

还须证明 ΦΨ 也是恒等，这一步同时承担“所列闭路径生成全部闭路径”的责任。给定
闭路径 q = f1 · · · fk，设依次经过顶点 v0, v1, . . . , vk = v0。有

[q] =

k∏
i=1

[pvi−1fip
−1
vi ].

因为相邻因子之间的 p−1
vi pvi 消为空路径，而开头和末尾的 pv0 本身为空路径，乘积就恢复 q。

若 fi 是树边，pvi−1fip
−1
vi 是树中闭路径，约化后只能为空，所以该因子为单位元。若

fi = e ∈ E0，该因子是 γe。若 fi = ē，其路径恰为 pt(e)ēp
−1
o(e)，是定义 γe 的路径的逆，故因

子为 γ−1
e 。所以右侧正是先取编码再施 Φ 的结果，即 ΦΨ([q]) = [q]。

两个同态互逆。特别地，任何由 γ±1
e 构成的非空约化词，其 Ψ 像为对应 z±1

e 的非空约化
词，不会为单位元。这既证明生成性，也证明没有额外关系。

推论 7.31 (Nielsen–Schreier). 自由群的任意子群仍为自由群。更具体地，取 ΓH 的生成树 T，
对每条正向非树边

e : (Ht)
x−→ (Hu)

令 t, u 为树路径 pHt, pHu 的标签，则

se = txu−1 (7.2)

构成 H 的自由基。

证明. 图连通，故由引理7.26有生成树。定理7.30给出闭路径群的自由基，命题7.29把该群同构
到 H。闭路径 pHtep

−1
Hu 的标签正是 txu−1，所以其像给出所列自由基。

每条几何边都有唯一被定义为正向的方向，故可以统一选择这个方向，而不额外选择定
向。对于树边，同样公式的值为 e；对于非树边，定理保证它非单位元，且不同非树边所得元
素不会重复，否则两个自由生成元就有关系。
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7.11 逐字重写公式与有限指数的秩

对每个陪集 Hg，记树路径的标签为 τ(Hg)，特别地 τ(H) = e。它是该陪集的一个代表，
因为从 H 读到的终点为 Hτ(Hg) = Hg。若树路径读过某个前缀，它仍是通往途中顶点的唯
一树路径，故这些代表形成前缀封闭的词集。

设 h = `1 · · · `k ∈ H，置

ti = τ(H`1 · · · `i), t0 = tk = e.

不必要求原来给出的 h 的词约化。群内有望远镜式乘积

h =

k∏
i=1

ti−1`it
−1
i . (7.3)

右侧相邻的 t−1
i ti 全部抵消，留下原词，故此式逐项成立。若 `i = x ∈ X，该因子是相应正向

边的 se；若 `i = x−1，则对应正向边从 Hti 读 x 到 Hti−1，其基元为 tixt
−1
i−1，而

ti−1x
−1t−1

i = (tixt
−1
i−1)

−1.

树边的因子为单位元，非树边给出自由基元或其逆。这就是直接计算子群自由词的重写方法。

定理 7.32 (Schreier指数–秩公式). 若 Fr = F ({x1, . . . , xr})，1 ≤ r <∞，且 [Fr : H] = d <∞，
则

rankH = 1 + d(r − 1).

这里秩为自由基的元素数。

证明. 陪集图有 d 个顶点。每个顶点、每个正生成元给出一条正向边，共 dr 条几何边；自环
仍算一条，重边分别计数，逆方向不另计。生成树恰有 d − 1 条几何边。证明这一计数：在
树 T 本身上实行引理7.26的父边构造，得到包含全部顶点的子树 T0 ⊆ T。每个非根顶点选一
条父边，不同顶点的父边不同，因为一条边只有距离较远的端点能把它选为父边。因此 T0 有
d− 1 条边。若 T 还有一条 T0 外的边 e，先沿 e，再沿 T0 中连接两端点的约化路径走回，便
得非空约化闭路径：后一路径不含 e，所以在两个接缝都不会与 e 消去；它内部本来就约化。
这违反 T 为树。因此 T = T0，树边数确为 d− 1。

非树边因此有 dr − (d− 1) = 1 + d(r − 1) 条，正是前一定理给出的自由基大小。还须确
认这个有限数不依赖自由基的选择。由命题7.15，若自由基大小为 m，交换化为 Zm，再模去
全部二倍元素得到有 2m 个元素的 F2 向量空间。不同有限 m 给出不同的基数，而无限自由
基的对应向量空间包含无限多个不同的坐标单位向量，不可能有有限基数。因此有限自由基
的大小是群本身确定的不变量，所算数值确为秩。

当 r = 1 时公式给出秩一，与 Z 的非零有限指数子群都是 dZ 一致。若 r ≥ 2，有限指数
子群的秩可以大于母群的秩；“子群需要的生成元不会更多”对于非交换群并不成立。

7.12 一个二指数子群：自由基与实际重写

设 F = F (a, b)，同态 η : F → C2 由

η(a) = 1, η(b) = 0
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给定，令 H = ker η。由于 η 满射，F/H ∼= C2，所以陪集恰为 H,Ha。图中每个顶点上的 b

边是自环；两条正向 a 边分别从 H 到 Ha、从 Ha 到 H，它们是不同几何边，而不是同一边
的两个方向。

H Ha

a：树边

a：非树边

b b

图 7.2: 两顶点、四条几何边；粗边构成生成树，余下三边给出三个自由基元。

选 H → Ha 的 a 边为树，代表为 e, a。三个非树边依次给出

u = a2, v = b, c = aba−1.

例如从 Ha 读 a 回到 H，式(7.2)给出 a · a · e−1 = a2；Ha 上的 b 自环给出 aba−1。因此 H

是以 u, v, c 为自由基的三秩自由群，而不仅是由这三者生成。

对 h = abab−1a−1a−1，逐字用式(7.3)计算：

i `i ti−1 ti ti−1`it
−1
i

1 a e a e

2 b a a c

3 a a e u

4 b−1 e e v−1

5 a−1 e a u−1

6 a−1 a e e

所以 h = cuv−1u−1。将右侧代回原字母，

(aba−1)a2b−1a−2 = abab−1a−1a−1,

与原词一致。这一次重写中，第五步是逆向走非树 a 边，故产生 u−1；它不能误按“当前代表
乘负字母”直接读成一个新基元。

例 7.33 (任意有限循环商的核). 令 r ≥ 1, d ≥ 1，同态 η : F (x1, . . . , xr) → Cd 把 x1 送到 1，
把其他生成元送到 0。核的陪集图有顶点 H,Hx1, . . . , Hx

d−1
1 ，x1 边组成有向 d 环，其他标签

在各顶点成自环。取 d 环中前 d− 1 条边为树，树代表为 e, x1, . . . , x
d−1
1 。所有非树边给出的

自由基为
{xd1} ∪ {xj1xix

−j
1 : 0 ≤ j < d, 2 ≤ i ≤ r}.

第一项来自环的闭合边；其余来自各自环。非树边无一遗漏，所以这正是自由基，共 1+d(r−1)

个。d = 1 时树没有边，上式恢复原自由基。

7.13 二生成元自由群的导出群为何有无限秩

定理 7.34. F = F (a, b) 的导出群 F ′ 是可数无限秩自由群。它有显式自由基

cm,n = ambnab−na−m−1, m ∈ Z, n ∈ Z \ {0}. (7.4)
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特别地，有限生成群的子群未必有限生成，有限生成群的导出群也未必有限生成。

证明. 由命题7.15，指数和同态

E : F → Z2, a 7→ (1, 0), b 7→ (0, 1)

的核恰为 F ′。因此其右陪集由 (m,n) ∈ Z2 标记，陪集图为整数格点图：正向 a 边 (m,n) →
(m+ 1, n)，正向 b 边 (m,n) → (m,n+ 1)。

取生成树 T 为所有竖边，加上水平轴 n = 0 上的全部横边。从原点到 (m,n) 的树路径先
沿水平轴走到 (m, 0)，再竖走到 (m,n)，标签为 ambn，其中负指数表示沿相应逆边行走。这
些路径证明连通性。

还要验证没有非空约化闭路径。反设有，取长度最短的一条。如引理7.26的证明，最短性
使它在环状首尾处也不回走。若路径经过非零高度，在所有经过的顶点中取 |n|最大者 (m,n)。
此处没有横边，而沿竖线走向远离零的一侧会增大 |n|，违背最大性；所以进入和离开都必须
使用朝零的一条竖边，方向相反，产生立即回走。若所有顶点高度为零，则路径全在水平轴；
取横坐标最大的顶点，两侧邻点都必须是它左边的同一顶点，又使用同一条边回走。两种情况
都矛盾，因此 T 确为树。

非树边恰为高度 n 6= 0 的正向横边。对这样的边，起点和终点的树代表分别为 ambn、
am+1bn。由式(7.2)，对应基元为

(ambn)a(am+1bn)−1 = ambnab−na−m−1 = cm,n.

Nielsen–Schreier 的显式基定理保证它们自由生成 F ′。下标集合 Z× (Z \ {0}) 是可数无限集，
所以基可数无限。

最后证明这个群确实不能另由有限个元素生成。由自由基的交换化公式，F ′/F ′′ 是以所
有 cm,n 对应坐标为基的自由交换群。若取其中有限多个元素，它们的支撑的并仍有限，因此
其整数线性组合不能得到这一并集外的任何坐标单位向量。所以该交换群不可能有限生成。一
个有限生成群的任何商都由有限个生成元的像生成，故 F ′ 本身也不可能有限生成。

(−1,−1)

(−1, 0)

(−1, 1)

(0,−1)

(0, 0)

(0, 1)

(1,−1)

(1, 0)

(1, 1)

水平正向标 a，竖直正向标 b

粗实线是树边；虚线横边给出自由基元

图 7.3: 整数陪集图的局部。完整图向四方无限延伸，所有非零高度的横边均在树外。

7.14 有限置换模型分离非平凡词

定义 7.35. 群 G 称为剩余有限群，若对每个 g 6= e，存在有限群 Q 及同态 ρ : G → Q，使
ρ(g) 6= e。等价地，所有有限指数正规子群的交为 {e}。
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等价性的证明如下。给定 ρ，其核正规，且 G/ ker ρ ∼= im ρ 有限，故核为不含 g 的有限
指数正规子群。反过来，不含 g 的有限指数正规子群 N 给出有限商 G/N，自然映射的 g 像
不平凡。

定理 7.36. 任意自由群 F (X) 都剩余有限。更精确地，长度 L ≥ 1 的非空约化词可以在 SL+1

中取得非单位像。

证明. 设 w = `1 · · · `L 为约化词。目标置换按本册惯例从右向左作用，因此按相反次序记

dj = `L+1−j (1 ≤ j ≤ L).

在有限集合 Ω = {0, 1, . . . , L} 上，对每个生成元 x 规定一个部分映射 σx：若 dj = x，规定

σx(j − 1) = j;

若 dj = x−1，规定
σx(j) = j − 1.

其余点暂不规定。

必须证明这些规定对每个 x都构成部分单射。来源于不同位置、且同为正字母的规定，定
义点与像点分别为不同的 j − 1 与 j；同为负字母也分别为不同的 j 与 j − 1，所以各自没有
冲突。正位置 p 与负位置 q 若有相同定义点，须 p− 1 = q，即相邻子串 dqdp = x−1x，与反
向词仍约化矛盾。它们若有相同像点，须 p = q − 1，即 dpdq = xx−1，同样矛盾。于是所有
定义点不同、所有像点不同，规定确为从某子集 Dx 到某子集 Ix 的双射。

|Dx| = |Ix|，故补集 Ω \Dx 与 Ω \ Ix 同基数。按自然数递增顺序逐一配对，就把部分映
射延拓为整个 Ω 的置换 σx。未出现的生成元取恒等置换；实际出现的生成元有限，所以不涉
及无限选择。由自由群泛性质，x 7→ σx 给出同态

ρ : F (X) → Sym(Ω) ∼= SL+1.

若 dj = x，按规定 ρ(dj)(j − 1) = j；若 dj = x−1，规定 σx(j) = j − 1 等价于 ρ(dj)(j − 1) =

σ−1
x (j − 1) = j。于是

0
ρ(ℓL)7−−−→ 1

ρ(ℓL−1)7−−−−−→ 2 7−→ · · · ρ(ℓ1)7−−−→ L.

所以 ρ(w)(0) = L 6= 0，ρ(w) 不是恒等置换。目标群有限，结论成立。

例 7.37 (分离交换子而不靠交换商). 取 w = aba−1b−1，它的所有指数和都为零，故在任何交
换商中像都是单位元。但上述构造取反向字母 b−1, a−1, b, a，可在 {0, 1, 2, 3, 4} 上用

σa = (0 3 4 2 1), σb = (0 1)(2 3)

完成所需部分置换，其中 σb 固定四。逐点检查：σb(1) = 0、σa(2) = 1、σb(2) = 3、σa(3) = 4，
对应四条规定。因而

0
σ−1
b7−−→ 1

σ−1
a7−−→ 2

σb7−→ 3
σa7−→ 4.

交换子在这一有限非交换商中被分离。这同时说明，仅计算交换化不能识别全部非平凡词。
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7.15 有限生成、Hopf 性与本章接口

定义 7.38. 群 G 称为 Hopf 群，若它的每个满自同态 G→ G 都是同构。

引理 7.39. 若 G 有有限生成集，则对每个正整数 m，G 只有有限个指数为 m 的子群。

证明. 设 G 由 r 个元素生成。到有限群 Sm 的同态由这 r 个生成元的像决定，所以最多有
(m!)r 个。若 H ≤ G 指数为 m，则 G 在左陪集 G/H 上左乘，选一个把陪集 H 标为一点的
编号，得到某个同态 G→ Sm。H 正是该点稳定子的原像。每个同态至多给出 m 个点稳定子
原像，所以所有这样的 H 总数至多 m(m!)r，因而有限。

定理 7.40. 有限生成的剩余有限群都是 Hopf 群。因此有限秩自由群都是 Hopf 群。

证明. 设 φ : G→ G 满射。若它不单射，选 k ∈ kerφ \ {e}。剩余有限性给出有限指数正规子
群 N ⊴ G，使 k /∈ N。记 [G : N ] = m。对 i ≥ 0 令

Ni = φ−i(N).

因 φi 满射，映射
G/Ni −→ G/N, gNi 7−→ φi(g)N

良定义、满射且核平凡，所以是同构，[G : Ni] = m。由引理7.39，这些子群中有 Ni = Nj，其
中 0 ≤ i < j。

对任意 g ∈ G，满射性给出 a ∈ G 使 φi(a) = g。于是

g ∈ N ⇐⇒ a ∈ φ−i(N) = Ni

⇐⇒ a ∈ Nj

⇐⇒ φj−i(g) ∈ N.

所以 N = φ−(j−i)(N)。但 φ(k) = e 且 j − i ≥ 1，故 φj−i(k) = e ∈ N，上式迫使 k ∈ N，矛
盾。因此 kerφ = {e}，满自同态为同构。有限秩自由群有限生成，上一节证明它剩余有限，所
以满足结论。

带合并自由积、HNN 扩张与 Britton 引理、一般 Reidemeister–Schreier 关系重写、群作
用于树的结构定理，以及字问题不可判定性，尚未在本章建立，留待进一步的组合群论专题。
本章对子群的完整自由基证明不依赖这些更深定理。

文献说明

自由群与表示式部分核读 Milne，Group Theory，Version 4.01 (2025)，第 31–37 页，命
题 2.1–2.3、注 2.4、推论 2.5、定理 2.6 及命题 2.8、例 2.9–2.11；其中第 34 页只陈述子群自
由和指数–秩公式，并未给证明，本章没有把这一陈述当作证明使用。

图的生成树和自由基路线另核读 Hatcher，Algebraic Topology，§1.A，第 84–86 页，命题
1A.1–1A.2、定理 1A.4；该作者公开单章 PDF 中分别为物理 64–66 页。导出群与剩余有限性
的方向参看同节第 86 页习题 6、第 87 页习题 10–11（单章 PDF 物理 66–67 页）。本章把拓
扑语言改写为边路径的组合论证，重新证明生成树、路径编码、子群同构及有限置换延拓，因
而不预设基本群、同伦或覆盖空间。Tietze 变换、自由积的置换正规形与 Hopf 性亦在正文给
出完整证明，结论均属标准群论，不主张结果原创。



8 有限群结构工具：
Frattini、Fitting 与 Hall 理论

第六章的逐阶分类依赖 Sylow 理论和具体作用；第八章把其中反复出现的结构机制抽出
来。第一部分研究“哪些元素可以从生成集里删掉”，得到 Frattini 子群和 Burnside 基定理。
第二部分把所有正规幂零子群合并成 Fitting 子群。第三部分在可解有限群中建立 Hall 子群
的存在与共轭，最后证明正规 Hall 子群的分裂与补群共轭。每个定理都明确标出有限性、可
解性和互素条件；这些条件不能在后续应用中无声省略。

8.1 Frattini 子群与非生成元

定义 8.1. 设 G 为群。所有极大真子群的交称为 G 的 Frattini 子群，记为

Φ(G) =
⋂

M maxG

M.

若 G 没有极大真子群，约定 Φ(G) = G。元素 x ∈ G 称为非生成元，若对任意子集 S ⊆ G，
只要 〈S, x〉 = G，就已经有 〈S〉 = G。

引理 8.2. 有限群的每个真子群都包含在某个极大真子群中。因此有限群的 Frattini 子群是特
征子群。

证明. 若 H < G，考虑包含 H 的真子群集合。它是有限集合，按阶取阶最大的成员 M。若
M < K < G，则 |K| > |M |，矛盾，所以 M 极大。

任意自同构把极大真子群送到极大真子群。因此它把所有极大真子群的交送回自身，得
到 α(Φ(G)) = Φ(G)。

定理 8.3 (Frattini 判据). 对有限群 G 和元素 x ∈ G，以下条件等价：

1. x 是非生成元；

2. x ∈ Φ(G)。

证明. 先设 x ∈ Φ(G)，且 〈S, x〉 = G。若 〈S〉 6= G，由引理取一个包含它的极大真子群 M。
由于 x ∈ Φ(G) ⊆M，便有 〈S, x〉 ⊆M < G，矛盾。因此 〈S〉 = G，x 是非生成元。

反过来设 x /∈ Φ(G)。按交的定义，存在极大真子群 M 使 x /∈M。因为 M 极大，〈M,x〉
严格包含 M，只能等于 G；但 〈M〉 =M 6= G。所以 x 不是非生成元。

推论 8.4. 有限群 G 的子集 S 生成 G，当且仅当其像 SΦ(G)/Φ(G) 生成商群 G/Φ(G)。

证明. 若 〈S〉 = G，商映射的像当然生成商群。反之，若 SΦ(G)/Φ(G) 生成 G/Φ(G)，则

〈S,Φ(G)〉 = G.

若 〈S〉 < G，由引理存在极大真子群 M 包含它；由于 Φ(G) ⊆ M，商中 SΦ(G)/Φ(G) 落在
真子群 M/Φ(G) 内，不可能生成商群。故 〈S〉 = G。

116
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例 8.5. 若 n =
∏
paii ，则 Cn 的极大子群为 piCn，因而

Φ(Cn) =
⋂
i

piCn =

(∏
i

pi

)
Cn.

例如 Φ(C12) = 6C12 = {0, 6}，而 C12/Φ(C12) ∼= C6。

8.2 有限 p 群的 Frattini 子群

引理 8.6. 设 P 为有限 p 群。每个极大真子群 M 都正规于 P，且 [P :M ] = p。

证明. 先证明有限 p 群的正规化子条件：若 H < P，则 H < NP (H)。对 |P | 作归纳。|P | = p

时，H = 1，而 NP (1) = P。对一般 P 6= 1，第三章已证 Z(P ) 6= 1。若 Z(P ) 6⊆ H，取
z ∈ Z(P ) \H，则 H < 〈H, z〉 ≤ NP (H)。若 Z(P ) ⊆ H，则 |P/Z(P )| < |P |，且 H/Z(P )

为真子群。在 P/Z(P ) 中应用归纳，其正规化子的原像严格包含 H；由于 Z(P ) ≤ H，等式
g(H/Z(P ))g−1 = H/Z(P ) 等价于 gHg−1 = H，所以该原像就是 NP (H)。因此条件成立。

对极大子群 M，正规化子条件给出 M < NP (M) ≤ P，极大性迫使 NP (M) = P，所
以 M ⊴ P。现在 P/M 是非平凡 p 群，并且没有非平凡真子群：任何这样的子群的原像都
严格介于 M 与 P 之间。Cauchy 定理给出 P/M 的阶 p 子群，它只能等于整个 P/M。故
[P :M ] = p。

定理 8.7 (Burnside 基定理). 设 P 为有限 p 群，则

Φ(P ) = P p[P, P ],

其中 P p = 〈xp : x ∈ P 〉，[P, P ] 为导出子群。因此 P/Φ(P ) 是有限维 Fp 向量空间；若 d(P )

表示 P 的最小生成元数，则
d(P ) = dimFp P/Φ(P ).

证明. 令 K = P p[P, P ]。因为 P p 和 [P, P ] 都特征于 P，K ⊴ P。在商群 P/K 中，交换子
和 p 次幂都平凡，所以它是交换群且每个元素满足 xp = 1，即为 Fp 向量空间。

先证 K ⊆ Φ(P )。由引理，每个极大子群 M 正规且 P/M 阶为 p，所以 P/M ∼= Cp。它
既交换又指数 p，故 [P, P ] ⊆M 且 P p ⊆M。对所有极大 M 取交，得 K ⊆ Φ(P )。

反过来设 x /∈ K。在向量空间 V = P/K 中，xK 6= 0。取一个线性泛函 λ : V → Fp 使
λ(xK) = 1；把 xK 扩充为一组基，再在该基上定义坐标投影。其核的逆像 M 是 P 的正规子
群，且 P/M ∼= Cp。因为 x /∈ M，M 是指数为 p 的极大子群，于是 x /∈ Φ(P )。这证明反向
包含，得到等式。

由 Frattini 判据，有限集 S ⊆ P 生成 P 当且仅当其像生成 P/Φ(P )。向量空间的最小生
成元数等于维数，故 d(P ) 等于该维数。

推论 8.8. 有限 p 群 P 的子群 H 等于 P，当且仅当 HΦ(P ) = P。特别地，若 P 的元素
x1, . . . , xd 在 P/Φ(P ) 中构成基，则它们生成 P；任何生成集至少含 d 个元素。

证明. 若 HΦ(P ) = P，则商中 HΦ(P )/Φ(P ) 生成商群，故由 Frattini 判据 H = P。另一方
向显然。
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例 8.9 (阶 p3 群的最小生成元). Cp3 的 Frattini 商为 Cp，所以最小生成元数为一。Cp2 ×Cp

的 Frattini 商为 C2
p，最小生成元数为二；C3

p 的 Frattini 子群为单位元，最小生成元数为三。
这与第六章的三种交换模型一致。

8.3 生成组计数与自同构的线性化

命题 8.10. 设 P 为有限 p 群，d = dimFp P/Φ(P )，r ≥ 0。有序 r 元生成组的数目为
0, r < d,

|Φ(P )|r
d−1∏
i=0

(pr − pi), r ≥ d.

空乘积取一。因此 P = 1 时，对每个 r ≥ 0 都恰有一个有序 r 元生成组。

证明. 由 Burnside 基定理，(x1, . . . , xr) 生成 P 当且仅当其像生成 V = P/Φ(P )。每个给定
的商群 r 元组都有 |Φ(P )|r 个提升，且这些提升或者全生成 P，或者全不生成。

固定 V 的一组基，把它的 r 个向量写成一个 d × r 矩阵的列。列生成 V 当且仅当矩阵
的秩为 d，也即它的 d 个行向量在 Fr

p 中线性无关。第一行有 pr − 1 种选择；已选 i 个独
立行后，它们张成一个含 pi 个元素的子空间，下一行有 pr − pi 种选择。因此独立行组数为∏d−1

i=0 (p
r − pi)。若 r < d 则不存在这样的矩阵。乘上提升数便得到结论。

命题 8.11 (自同构作用的核). 有限 p 群 P 的自同构在 Frattini 商上诱导同态

ρ : Aut(P ) −→ GLd(Fp).

其核是 p 群。因此 Aut(P ) 的任何阶与 p 互素的子群在 P/Φ(P ) 上作用忠实。

证明. Φ(P ) 特征于 P，所以 ρ 有定义。若 P = 1，则 Aut(P ) = 1，结论成立。以下设 d ≥ 1，
固定 P/Φ(P ) 的有序基 (x̄1, . . . , x̄d)。记全部提升的集合为

X = {(x1, . . . , xd) : xiΦ(P ) = x̄i}.

每个提升都生成 P，且 |X | = |Φ(P )|d，是 p 的幂。令 K = ker ρ。由于 K 在商上恒等，它逐
坐标作用于 X。若 α ∈ K 固定某个提升组，则它固定一组生成元。任意 g ∈ P 都是这些生
成元及其逆的乘积，故 α(g) = g，即 α = id。所以每个稳定子都平凡，每个轨道的大小都是
|K|。轨道分割 X，于是 |K| | |X |，K 为 p 群。

若 B ≤ Aut(P ) 且 gcd(|B|, p) = 1，则 B ∩K 的阶既整除 |B| 又是 p 的幂，只能为一。
因此 ρ|B 单射。

注 8.12. 一般不能把 ρ 写成满射。例如 P = Cp2 × Cp 时，P/Φ(P ) ∼= F2
p，但特征子群

{x ∈ P : xp = 1} 在该商中的像是一条直线，每个诱导自同构都保持它；整个 GL2(Fp) 并不保
持这条固定直线。具体地，用加法记号写 P = 〈a〉 × 〈b〉，|a| = p2、|b| = p，则 Φ(P ) = 〈pa〉，
上述像就是 〈b+Φ(P )〉。
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8.4 Frattini 论证与有限 Frattini 子群的幂零性

引理 8.13 (Frattini 论证). 设 G 为有限群，N ⊴ G，P 为 N 的 Sylow p 子群，则

G = N NG(P ).

这里的 Frattini 论证是一个关于正规子群中 Sylow 子群的结论，须与非生成元判据区分。

证明. 对 g ∈ G，正规性给出 gPg−1 ≤ N，其阶与 P 相同，故也是 N 的 Sylow p 子群。由
N 内的 Sylow 共轭性，存在 n ∈ N 使

gPg−1 = nPn−1.

因此 n−1g ∈ NG(P )，即 g ∈ N NG(P )。反向包含因两个因子都属于 G 而成立。

定理 8.14. 任意有限群 G 的 Frattini 子群 Φ(G) 都幂零。

证明. 记 D = Φ(G)。若 D = 1，结论成立。否则取任意素数 p | |D| 及 P ∈ Sylp(D)。D 特
征于 G，特别是正规子群，Frattini 论证给出

G = DNG(P ).

由推论 8.4，子群 H 满足 HΦ(G) = G 时必等于 G。应用于 H = NG(P )，得到 NG(P ) = G，
即 P ⊴ G。所以 D 的每个 Sylow 子群都正规于 D。有限群的幂零性判据遂给出 D 幂零。

命题 8.15 (Frattini 子群与商映射). 若 G 有限且 N ⊴ G，则

Φ(G)N/N ≤ Φ(G/N).

若另外 N ≤ Φ(G)，则有等式 Φ(G/N) = Φ(G)/N。

证明. 设 M̄ 是 G/N 的极大真子群。它的原像 M 是包含 N 的极大真子群：若 M < K < G，
则 N ≤ K，子群对应给出 M̄ < K/N < G/N，与极大性矛盾。因此 Φ(G) ≤ M，其像落在
M̄ 中。对全部 M̄ 取交便得到包含式；若 G/N = 1，包含式也成立。

若 N ≤ Φ(G)，则 G 的每个极大真子群都包含 N。子群对应因而在 G 和 G/N 的极大真
子群之间给出双射。于是 xN 属于 Φ(G/N) 当且仅当 x 属于 G 的全部极大真子群，即当且
仅当 x ∈ Φ(G)。这就是所求等式。

8.5 Fitting 子群的构造

定义 8.16. 有限群 G 的 Fitting 子群定义为所有正规幂零子群的乘积：

F (G) =
∏

{N ⊴ G : N 幂零}.

要使这个定义合法，必须证明有限个正规幂零子群的乘积仍为正规幂零子群。

定理 8.17 (Fitting 乘积定理). 设 G 为有限群。若 A,B ⊴ G 且 A,B 幂零，则 AB 幂零。对
每个素数 p，AB 的 Sylow p 子群等于 PAPB，其中 PA, PB 分别是 A,B 的 Sylow p 子群；这
些子群正规于 G。
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证明. 有限幂零群是其 Sylow 子群的直积。因 A 幂零，其 Sylow p 子群 PA 唯一，故特征于
A；A ⊴ G 遂给出 PA ⊴ G。同理 PB ⊴ G。

PA, PB 都正规于 G，故 PAPB 是正规子群，且

|PAPB| =
|PA||PB|
|PA ∩ PB|

是 p 的幂。记 U = PAPB。AU/U 是 A 的同态像，并且该同态的核包含 PA，故 |AU/U | 整
除 [A : PA]，不被 p 整除。同理，|BU/U | 不被 p 整除。由于二者都是正规子群，它们的乘积
就是商群

AB/U = (AU/U)(BU/U),

按乘积阶公式，其阶也不被 p 整除。因此 U 是 AB 的 Sylow p 子群。

最后说明不同素数的这些子群为什么交换。若 Up, Uq 分别是所构造的正规 p 子群与正规
q 子群，p 6= q，则

[Up, Uq] ≤ Up ∩ Uq = 1.

所以它们逐元素交换，且各因子的阶两两互素。乘法映射
∏

p Up → AB 是同态；其像的阶为∏
p |Up| = |AB|，核为单位元。故 AB 是这些 Sylow 子群的直积，因而幂零。

推论 8.18. 有限群 G 有唯一最大的正规幂零子群 F (G)，且它包含每个正规幂零子群。F (G)
是特征子群。

证明. 有限群只有有限个子群，反复应用 Fitting 乘积定理，所有正规幂零子群的乘积仍正规
幂零，并包含每一个。自同构把正规幂零子群置换，故把最大乘积固定。

命题 8.19 (按素数分解 Fitting 子群). 记 Op(G) 为有限群 G 的最大正规 p 子群，则

F (G) =
∏
p||G|

Op(G).

这个乘积是内部直积，并且 Φ(G) ≤ F (G)。若 H ⊴ G，还有

F (H) = H ∩ F (G).

证明. 先说明 Op(G) 的存在。两个正规 p 子群的乘积仍是正规子群，其阶由乘积阶公式知为
p 的幂。有限群中反复取乘积，便得到包含所有正规 p 子群的最大者 Op(G)。它也是特征子
群，因为自同构置换所有正规 p 子群。

若 p 6= q，则 [Op(G), Oq(G)] ≤ Op(G) ∩Oq(G) = 1。故乘积 D =
∏

pOp(G) 是正规幂零
子群，D ≤ F (G)。反过来，F (G) 的 Sylow p 子群唯一，特征于 F (G)，因而正规于 G，所以
包含于 Op(G)。将 F (G) 的各 Sylow 因子相乘得 F (G) ≤ D，于是等式成立。前一定理已证
Φ(G) 正规幂零，故其包含于 F (G)。

最后设 H ⊴ G。因为 F (H)特征于 H，它正规于 G，又幂零，所以 F (H) ≤ H∩F (G)。另
一方面，H ∩F (G)正规于 H，且是幂零群 F (G)的子群，因而幂零，所以 H ∩F (G) ≤ F (H)。
两向包含给出等式。

命题 8.20 (商群中的 Fitting 子群). 若 N ⊴ G，则

F (G)N/N ⊆ F (G/N).

一般不能把这个包含关系改成等号。
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证明. F (G)N/N 是 G/N 的正规幂零子群，故包含于 F (G/N)。等号可能失败：在 G = S3、
N = F (G) = A3 时，左侧为平凡群，而 F (G/N) = F (C2) = C2。

8.6 有限可解群中的 Fitting 层

引理 8.21. 有限非平凡可解群 G 的每个极小正规子群 N 都是初等交换群 Cd
p，并且 N ≤

F (G)。

证明. N ′ 特征于 N，因而正规于 G。极小正规性给出 N ′ = 1 或 N ′ = N。若 N ′ = N，则
N (i) = N 对所有 i 成立。但由 N ≤ G 和交换子的定义，逐次归纳有 N (i) ≤ G(i)。可解性给
出某个 r 使 G(r) = 1，于是 N ≤ 1，矛盾。因此 N ′ = 1，即 N 交换。

取素数 p | |N |。交换群 N 的 Sylow p 子群唯一，故特征于 N，从而正规于 G；极小正规
性迫使该 Sylow 子群等于 N。所以 N 是 p 群。幂映射 f : N → N，x 7→ xp 是同态，像 Np

特征于 N。由 Cauchy 定理，存在阶为 p 的非单位元，其属于 ker f，所以

|Np| = |N |/| ker f | < |N |.

极小正规性随即给出 Np = 1。用 N 的群乘法作向量加法、用整数幂作 Fp 数乘，即得到有限
维 Fp 向量空间。因此 N ∼= Cd

p，d ≥ 1。它交换所以幂零，故 N ≤ F (G)。

定理 8.22 (有限可解群的 Fitting 自中心化). 若 G 为有限可解群，记 F = F (G)，则

CG(F ) = Z(F ).

特别地，CG(F ) ≤ F。

证明. 令 C = CG(F )，Z = Z(F )。由于 F 特征于 G，对任意 g ∈ G 有

gCg−1 = CG(gFg
−1) = C,

故 C ⊴ G。Z 特征于 F，也正规于 G。按中心的定义，

C ∩ F = Z.

并且 C 中每个元素都与 Z ≤ F 中每个元素交换，所以 Z ≤ Z(C)。

若 C > Z，则非平凡正规子群 C/Z 包含 G/Z 的某个极小正规子群 D/Z：在所有满足
1 < K/Z ≤ C/Z 且 K/Z ⊴ G/Z 的子群中取阶最小者即可。G/Z 可解，由上一引理，D/Z

初等交换，特别是交换群。于是

[D,D] ≤ Z, [Z,D] = 1.

这两式直接给出下中心列

γ2(D) = [D,D] ≤ Z, γ3(D) = [γ2(D), D] = 1.

所以 D 幂零，类至多为二。又 D ⊴ G，故 D ≤ F。结合 D ≤ C，得到 D ≤ C ∩ F = Z，与
D/Z 6= 1 矛盾。因此 C = Z。
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推论 8.23 (共轭作用的两个忠实商). 在上一条件下，共轭给出单同态

G/Z(F ) ↪→ Aut(F ), G/F ↪→ Out(F ).

第二个同态的靶群为 Out(F ) = Aut(F )/ Inn(F )。

证明. 同态 θ : G→ Aut(F ) 定义为 θ(g)(x) = gxg−1，其核是 CG(F ) = Z(F )，故第一式由第
一同构定理得到。

复合同态 G → Out(F ) 在 F 上平凡。若 g 的像为单位元，则存在 f ∈ F，使 gxg−1 =

fxf−1 对所有 x ∈ F 成立。因而 f−1g ∈ CG(F ) = Z(F ) ≤ F，所以 g ∈ F。反之，F 中元素
的共轭在 F 上当然是内自同构。因此这个复合同态的核恰为 F，得到第二式。

8.7 Fitting 列与可解群的幂零层数

定义 8.24. 对有限群 G，定义 F0(G) = 1，并递归地令 Fi+1(G) 为 F (G/Fi(G)) 在 G 中的原
像，即

Fi+1(G)/Fi(G) = F (G/Fi(G)).

这个递增列称为上 Fitting 列。若某个 Fh(G) = G，取最小的 h，称为 G 的 Fitting 高度，记
为 h(G)；约定 h(1) = 0。

定理 8.25. 有限群 G 可解，当且仅当其上 Fitting 列最终到达 G。此时 h(G) 等于所有正规
列

1 = N0 ≤ N1 ≤ · · · ≤ Nr = G, Ni ⊴ G,

中每个因子 Ni+1/Ni 都幂零时的最小长度 r。

证明. 每个 Fi(G) 都特征于 G。事实上，F0(G) = 1 特征；若 Fi(G) 特征，G 的任意自同构
都诱导 G/Fi(G) 的自同构，后者保持其 Fitting 子群，故保持该子群的原像 Fi+1(G)。

若 G 可解而 Fi(G) < G，则 G/Fi(G) 是非平凡可解群，含非平凡极小正规初等交换子
群，所以它的 Fitting 子群非平凡。因此 Fi(G) < Fi+1(G)。群阶有限，这个严格增长不能无
限持续，故某个 Fh(G) = G。反过来，若列到达 G，每个因子 Fi+1(G)/Fi(G) 都幂零，因而
可解；逐层用可解群的扩张仍可解，得到 G 可解。

现在给定题设长度为 r 的正规列，归纳证明 Ni ≤ Fi(G)。i = 0 成立。若 Ni ≤ Fi(G)，
则 Ni+1Fi(G)/Fi(G) 是 G/Fi(G) 的正规子群，并且是 Ni+1/Ni 的同态像。后者幂零，故这个
像也幂零，因而包含于 F (G/Fi(G))。取原像得 Ni+1 ≤ Fi+1(G)。于是 G = Nr ≤ Fr(G)，故
h(G) ≤ r。而上 Fitting 列本身具有长度 h(G) 且因子全幂零，所以最小长度恰为 h(G)。

例 8.26 (S4 的三个幂零层). 令

V = {1, (12)(34), (13)(24), (14)(23)}.

这是 S4 的正规 Klein 四元子群。S4 作用于三种无序配对

{{1, 2}, {3, 4}}, {{1, 3}, {2, 4}}, {{1, 4}, {2, 3}}

得到同态 ψ : S4 → S3。(12) 诱导第二、三个配对的换位，(123) 诱导三循环，故像为整个 S3。
逐项作用可见 V ≤ kerψ，而 | kerψ| = 24/6 = 4 = |V |，故 kerψ = V。
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S3 无非平凡正规 2 子群：任何这样的子群必阶为二，但三个二阶子群彼此共轭，均不正
规。因此 ψ(O2(S4)) = 1，从而 O2(S4) ≤ V；反向包含由 V 本身正规且为 2 群得到。所以
O2(S4) = V。S4 的阶三子群共有四个，分别由四种三元支集上的三循环生成，故没有正规
Sylow 3 子群，O3(S4) = 1。由命题 8.19，

F (S4) = V.

同理 F (S3) = A3，而 F (C2) = C2。ψ 的 A3 原像是 A4：前者是指数二子群，且其元素在四
个字母上的符号与诱导在三个配对上的符号一致，因为两个符号同态在生成 S4 的换位上都为
−1。所以

F0(S4) = 1, F1(S4) = V, F2(S4) = A4, F3(S4) = S4.

各因子依次为 C2
2 , C3, C2，故 h(S4) = 3。与之相比，S4 的导出列是 S4, A4, V, 1：S′

4 ≤ A4，而
两个相交换位的交换子是三循环，三循环生成 A4；A′

4 ≤ V，且 [(123), (124)] 是一个双换位，
其在 A4 中的共轭包含 V 的三个非单位元，故 A′

4 = V。这两个长度在本例恰好相同，但定义
分别衡量幂零因子与交换因子，不能混用。例如八阶二面体群 D8 本身幂零，所以 h(D8) = 1；
而 D′

8 = 〈r2〉 ∼= C2，D′′
8 = 1，故其导出长度为二。

8.8 Hall 子群与素数集分解

定义 8.27. 设 π 为一组素数，π′ 为其在全体素数中的补集。正整数 n 的 π-部分定义为

nπ =
∏
p∈π

pvp(n).

阶的所有素因子都属于 π 的有限群称为 π-群。有限群 G 的子群 H 称为 Hall π-子群，若 H

是 π-群，且 [G : H] 的所有素因子属于 π′；等价地，

|H| = |G|π.

仅有 gcd(|H|, [G : H]) = 1 并不足以保证 H 是指定素数集 π 的 Hall 子群。例如 1 ≤ C6 的阶
与指数互素，但它不是 Hall {2}-子群。

引理 8.28. 设 A ⊴ E 为有限交换群，Q = E/A，且 gcd(|A|, |Q|) = 1。则存在子群 H ≤ E

使 E = AH、A ∩H = 1；所有这样的补子群彼此由 A 中元素共轭。

证明. 在 A 上采用加法记号，在 E 和 Q 上采用乘法记号。取集合截面 s : Q → E，满足
s(1) = 1。定义

x · a = s(x)as(x)−1, s(x)s(y) = c(x, y)s(xy).

改变 s(x) 只会使其左乘 A 中元素，而 A 交换，所以第一式不依赖截面的选择。由第二式，
s(x)s(y) 与 s(xy) 仅相差 A 中元素，故 x · (y · a) = (xy) · a；这确实定义 Q 在 A 上的作用。
结合律 (s(x)s(y))s(z) = s(x)(s(y)s(z)) 分别展开为(

c(x, y) + c(xy, z)
)
s(xyz) =

(
x · c(y, z) + c(x, yz)

)
s(xyz).

于是 c 满足下述二余循环恒等式，且 c(1, y) = c(x, 1) = 0。
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记 m = |Q|。由于 gcd(m, |A|) = 1，存在整数 u, v 使 um + v|A| = 1。Lagrange 定理给
出 |A|a = 0，所以 u(ma) = a = m(ua)。以下的 m−1a 指 ua，即乘以 m 的自同构的逆，并
非把 A 的元素当作有理数相除。令

b(x) = |Q|−1
∑
z∈Q

z−1 · c(z, x).

采用加法记号的二余循环恒等式

x · c(y, z) + c(x, yz) = c(x, y) + c(xy, z).

于是，对 x, y ∈ Q，将第一项中的求和指标改为 z = tx，得到

x · b(y)− b(xy) + b(x) = |Q|−1
∑
t∈Q

t−1 ·
(
c(t, x) + c(tx, y)− c(t, xy)

)
= |Q|−1

∑
t∈Q

t−1 · (t · c(x, y)) = c(x, y).

第二个等号正是二余循环恒等式的移项。具体地，第一项作 z = tx 后，x · (z−1 · a) = t−1 · a；
然后将三个求和合并。由 c(z, 1) = 0 还得 b(1) = 0。

现在令 t(x) = (−b(x))s(x)。这里 −b(x) 是 A 中元素，视为 E 中的因子。逐步计算

t(x)t(y) = (−b(x))s(x)(−b(y))s(y)

=
(
−b(x)− x · b(y) + c(x, y)

)
s(xy)

= (−b(xy))s(xy) = t(xy).

故 t : Q→ E 为同态，且商映射 q : E → Q 满足 q ◦ t = idQ，所以 t 单射。取 H = t(Q)。若
h ∈ H ∩A，则 q(h) = 1，由单射性 h = t(1) = 1。对任意 e ∈ E，令 x = q(e)，则 et(x)−1 ∈ A，
故 E = AH。这证明了补群的存在，而不只证明一个共链恒等式。

设 H,H ′ 为两个补群。商映射在它们上的限制都是到 Q 的同构，其逆记为 t, t′。存在唯
一函数 d : Q→ A 使 t′(x) = d(x)t(x)。比较 t′(xy) 与 t′(x)t′(y)，并利用 t, t′ 都是同态，得

d(xy) = d(x) + x · d(y).

令 a = |Q|−1
∑

x∈Q d(x)。对固定 x，由上式置换求和指标得

x · a− a = |Q|−1
∑
y

(x · d(y)− d(y)) = |Q|−1
∑
y

(d(xy)− d(x)− d(y)) = −d(x).

所以 d(x) = a− x · a。在 E 中计算

a t(x) a−1 = (a− x · a)t(x) = d(x)t(x) = t′(x).

于是 aHa−1 = H ′，证明共轭结论，并确定共轭的方向。

8.9 可解群的 Hall 子群存在性

定理 8.29 (Hall 存在定理（可解情形）). 设 G 为有限可解群，π 为任意素数集。则 G 含有
Hall π-子群。
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证明. 对 |G| 作归纳。G = 1 时取 H = 1。设 G 6= 1，取极小正规子群 N。由引理，N 是初
等交换 p 群。归纳假设 G/N 有 Hall π-子群 H̄，令 H 为其在 G 中的原像。

若 p ∈ π，则 |H| 正好是 |G| 的最大 π 部分，H 即 Hall π-子群。
若 p /∈ π，则 |N | 与 |H/N | 互素。引理应用于 N ⊴ H，给出补子群 K。因 K ∼= H/N，

其阶为 |G| 的最大 π 部分，故为 Hall π-子群。

定理 8.30 (Hall 子群的共轭与包含). 设 G 为有限可解群，π 为素数集。则：

1. 任意两个 Hall π-子群共轭；

2. 任意 π-子群都包含于某个 Hall π-子群。

证明. 对 |G| 作归纳，同时证明两条结论。G = 1 时二者均成立。设 G 6= 1，取极小正规子群
N ∼= Cd

p，并记商映射为 q : G→ G/N。

先证明共轭性。设 H,K 是 Hall π-子群。像 q(H) 是 π-群，且

[G/N : q(H)] = [G : HN ] | [G : H].

右侧是 π′-数，故 q(H) 是 G/N 的 Hall π-子群。同理 q(K) 也是。由归纳假设存在 ḡ ∈ G/N

使 ḡq(H)ḡ−1 = q(K)。提升为 g ∈ G 并将 H 替换为 gHg−1 后，可设 HN = KN =: E。

若 p ∈ π，则 HN 也是 π-群：它的阶为 |H||N |/|H ∩N |。但 |H| = |G|π 已是子群可能具
有的最大 π-阶，故 HN = H。同理 KN = K。因此 H = E = K。

若 p /∈ π，则 H ∩N = K ∩N = 1，且 NH = NK = E。N 交换，|E/N | = |H| 与 |N |
互素。由引理 8.28，H,K 被 N 中某元素共轭。与最初提升的 g 合成，就得到原来两个 Hall
子群在 G 中共轭。

再证明包含性。设 L 是任意 π-子群。由归纳假设，q(L) 包含在 G/N 的某个 Hall π-子
群 Ē 中，令 E = q−1(Ē)。于是 L ≤ E，并且 [G : E] 是 π′-数。

若 p ∈ π，则 |E| = |N ||Ē| = |G|π，E 就是所求 Hall 子群。
若 p /∈ π，由交换互素分裂引理，存在补群 K ≤ E 使 E = NK、N ∩K = 1。其阶等于

|G|π，故 K 是 G 的 Hall π-子群。这里不能直接断言 L ≤ K，需要在较小的群 NL 中比较两
个补群。令

K0 = (q|K)−1(q(L)) = K ∩NL.

这一步的映射关系为
K0 K

q(L) Ē.

q|K0
∼= q|K∼=

两条竖箭头为同构，故从右下角先限制到 q(L) 再取逆像，恰好得到左上角所需的子群；这
也解释了为什么必须取 K0，不能直接把 L 当作 K 的子群。因为 q|K : K → Ē 是同构，
|K0| = |q(L)| = |L|。此外 q(K0) = q(L)，故 NK0 = NL。于是 K0 与 L 都是 NL 中 N 的补
群。再次应用引理，存在 n ∈ N 使 nLn−1 = K0 ≤ K。所以

L ≤ n−1Kn,

而 n−1Kn 仍是 Hall π-子群，包含性得证。
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8.10 Schur–Zassenhaus 的可解证明

定理 8.31 (Schur–Zassenhaus（可解版本）). 设 G 为有限可解群，N ⊴ G，且 gcd(|N |, [G :

N ]) = 1。则存在 H ≤ G 使
G = NH, N ∩H = 1.

任意两个这样的补子群彼此由 N 中元素共轭。

证明. 令 π 为 |G/N | 的素数集。由于 |N | 与 |G/N | 互素，|G/N | 是 |G| 的全部 π 部分，所
以 G 的 Hall π-子群 H 存在。其阶为 [G : N ]，故 H ∩N = 1；又 |NH| = |N ||H| = |G|，于
是 G = NH。

若 H,K 都是补子群，则二者都是 Hall π-子群。由 Hall共轭定理，存在 g ∈ G使 gHg−1 =

K。写成 g = nh，其中 n ∈ N、h ∈ H（因为 G = NH）。由于 h 规范化 H，有

gHg−1 = nhHh−1n−1 = nHn−1 = K,

所以两个补子群事实上由 N 中元素共轭。

注 8.32. 本章只证明 G 可解时的 Schur–Zassenhaus。一般有限群的补群存在定理，以及在核
或商可解时的补群共轭定理，需要另作证明；这里不能删去已经用于 Hall 归纳的可解性。将
一般共轭结论再与奇数阶群可解定理联系，还涉及远超本章范围的结构理论。

8.11 条件的边界：Hall 失败与补群不唯一

例 8.33 (不可解群中的 Hall 障碍). 在 A5 中，若存在阶 15 的子群 H，则其 Sylow 5 子群 P

在 H 中正规，因为 n5(H) | 3 且 n5(H) ≡ 1 (mod 5)，故 n5(H) = 1。于是 H ≤ NA5(P )。S5
中五循环共有 5!/5 = 24 个，且都为偶置换；每个阶五子群包含四个五循环，不同阶五子群的
非单位元互不相交。因此 A5 中 Sylow 5 子群数为 24/4 = 6，所以

|NA5(P )| = |A5|/6 = 10,

不可能包含阶 15 的子群。这说明 A5 不含 Hall {3, 5}-子群；可解性不能从 Hall 定理中删除。

例 8.34 (互素条件失效). 扩张

1 −→ Cp −→ Cp2 −→ Cp −→ 1

没有补子群：Cp2 的唯一阶 p 子群正好是核，不能与核交为单位元。这里核与商阶不互素，正
是第四章循环中心扩张中出现的不分裂例子。

例 8.35 (补群可能很多但共轭). 取 F5 上的仿射群

G = {x 7→ ax+ b : a ∈ F×
5 , b ∈ F5}.

记仿射变换为 (a, b)，则 (a, b)(c, d) = (ac, ad + b)。平移子群 N = {(1, b) : b ∈ F5} 正规，阶
为五。点 t ∈ F5 的稳定子为

Ht = {(a, (1− a)t) : a ∈ F×
5 },
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阶为四，与 N 交为单位元，故为补群。若 s 6= t，取 a = 2，则 (2, (1− 2)t) 固定 t 而不固定
s，所以 Hs 6= Ht。对平移 τu = (1, u)，逐项相乘得

τu(a, (1− a)t)τ−1
u = (a, (1− a)(t+ u)),

所以 τuHtτ
−1
u = Ht+u。任意补群由 N 中元素共轭于 H0，因而恰为这五个 Ht 之一。这个例

子同时表明：补群可有多个，但互素条件下的核共轭类只有一个。

8.12 本章工具之间的依赖关系

Frattini 理论回答最小生成问题；Fitting 理论回答最大正规幂零部分；Hall 与 Schur–
Zassenhaus 回答互素阶的正规核是否有补。它们的逻辑关系可以写成

极大子群 =⇒ Φ(G) =⇒ P/Φ(P ) 的线性化

以及
正规幂零子群乘积 =⇒ F (G) =⇒ CG(F (G)) = Z(F (G)) (G 可解),

和

极小正规初等交换子群+交换互素扩张分裂 =⇒
Hall 存在、共轭、Schur–Zassenhaus

（可解情形）

下一章将在向量空间和群代数上建立线性表示。Burnside 基定理已经说明有限 p 群的生成问
题自然产生 Fp 向量空间；Fitting 与 Hall 理论则提供表示论中按正规层和互素层分解群的结
构背景。

文献说明

本章所用 Sylow理论及可解、幂零群的基础结论，可参照 James S. Milne，Group Theory，
Version 4.01 (2025)，第 77–81 页及第 90–95 页；Frattini 论证见该书第 96 页命题 6.22。这里
的“Frattini 论证”不能与 Frattini 子群的全部理论混称。该书这些页段不包含本章的 Fitting
与 Hall 定理，不将它们列作这两部分的出处。

本章将交换核的互素分裂写成显式共链平均，给出新截面的乘法和补群共轭的逐项计算；
Hall 包含性另在 NL 中比较补群。Fitting 自中心化通过 CG(F )/Z(F ) 中的极小正规层证明。
上述结论的证明责任均在正文承担；Hall定理的可解性与互素分裂的互素性分别由 A5 和 Cp2

的反例标明。
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群的置换作用把群元素变成集合上的双射；线性表示要求这些双射同时保持向量空间运
算。本章先说明群作用、矩阵与群代数模之间怎样相互转换，再证明两个决定分解理论的事
实：在群阶可逆时，不变子空间总有不变补空间；在代数闭域上，不可约表示的自同态只有标
量。所有向量空间均为有限维，所有群均为有限群，除非另有说明。底域记为 k；只有明确写
出 k = C 或“k 代数闭”时，才使用相应条件。

9.1 线性作用、矩阵与表示的等价

定义 9.1. 群 G 在 k-向量空间 V 上的表示是群同态

ρ : G −→ GLk(V ).

其维数为 dimk V，其核为 {g : ρ(g) = idV }；核平凡时称为忠实表示。零空间上的表示允许存
在，但不称为不可约表示。

写 gv = ρ(g)v 后，同态条件等价于

g(hv) = (gh)v, 1v = v,

并要求 v 7→ gv 为线性映射。反过来，满足这些条件的线性作用中，g 的作用以 g−1 的作用为
逆，故确实取值于 GLk(V )。

定义 9.2. 表示 (V, ρ) 到 (W,σ) 的同态是满足

Tρ(g) = σ(g)T (g ∈ G)

的线性映射 T : V → W，亦称交织映射。这些映射组成向量空间 HomG(V,W )。若 T 可逆，
则称两个表示等价。

固定 V 的基后，ρ(g) 给出矩阵 Ag，满足 Agh = AgAh。若新基向量的旧坐标构成矩阵 B

的列，则 v 的旧、新坐标满足 [v]old = B[v]new，因此

[ρ(g)v]new = B−1AgB[v]new.

故同一表示在不同基下的矩阵族相差同一个 B 的同时共轭。只对每个 g 分别找一个共轭矩阵，
不能据此断定两个表示等价；交织映射必须对所有 g 同时成立。

例 9.3 (底域会改变表示). 令 Cp = 〈s〉，k 的特征为 p。在 k2 上取

ρ(s) = I +N, N =

(
0 1

0 0

)
.

因 N2 = 0，二项式给出 (I +N)m = I +mN。于是 ρ(s)p = I，而 1 ≤ m < p 时 mN 6= 0，
所以得到一个忠实的二维表示。另一方面，若 a ∈ k× 满足 ap = 1，则 (a− 1)p = ap − 1 = 0，
域中没有非零幂零元，故 a = 1。因此在这个底域上，Cp 的一维表示全部平凡。

128
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9.2 群代数与线性延拓

定义 9.4. 群代数 k[G] 是以符号 {eg : g ∈ G} 为基的 k-向量空间，其乘法由

egeh = egh

双线性延拓而成。因此(∑
g

ageg

)(∑
h

bheh

)
=
∑
x∈G

∑
gh=x

agbh

 ex.

单位元是 e1。k[G] 一般不交换，且作为向量空间的维数为 |G|。

结合律可以在基上验证：(egeh)et = e(gh)t = eg(ht) = eg(ehet)；再对三个任意线性组合分
别展开，三线性性便把结合律推广到整个群代数。

命题 9.5 (表示与模的对应). 给定 G 在 V 上的表示，公式(∑
g

ageg

)
v =

∑
g

agρ(g)v

唯一地使 V 成为单位左 k[G]-模。反过来，任意单位左 k[G]-模的作用限制到 eg，都给出 G

的表示。两种构造互为逆；表示同态恰为 k[G]-模同态。

证明. 记 a =
∑

g ageg、b =
∑

h bheh。直接展开得

(ab)v =
∑
g,h

agbhρ(gh)v =
∑
g,h

agbhρ(g)ρ(h)v = a(bv).

同时 e1v = v，对向量及系数的分配律由线性性成立，因此模的公理全部满足。因为 eg 是一
组基，任意延拓都必须采用题设公式，故唯一。

反过来，egeg−1 = e1，所以 eg 在模上的作用可逆；egeh = egh 又给出群同态条件。这两
个构造在每个 eg 上保持原作用，再由线性性在整个 k[G] 上保持原作用，故互逆。最后，T 与
每个 ρ(g) 交织，当且仅当它与每个线性组合的作用交织，这正是模同态条件。

例 9.6 (左正则表示与置换表示). 在 k[G] 上令 L(g)eh = egh，称为左正则表示。若 L(g) = id，
则 eg = L(g)e1 = e1。基向量互异，故 g = 1，所以这个表示在任意底域上都忠实。

更一般地，若 G 作用于有限集合 X，令 k[X] 以 {ex : x ∈ X} 为基，并定义 gex = egx，
便得到置换表示。向量 v =

∑
x axex 被所有 g 固定，当且仅当

agx = ax (g ∈ G, x ∈ X).

因此系数恰在每条轨道上为常数，各轨道的向量和
∑

x∈O ex 构成固定子空间的一组基。特别
地，

dimk k[X]G = G 在 X 上的轨道数.

这个结论不要求 |G| 在 k 中可逆。
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9.3 不变子空间、商表示与分裂

定义 9.7. 若子空间 U ≤ V 满足 ρ(g)U ⊆ U 对所有 g 成立，则称 U 为不变子空间。由于同
时可取 g−1，实际有 ρ(g)U = U。若 V 6= 0 且不变子空间只有 0, V，则表示不可约。若 V 是
有限个不可约不变子空间的直和，则称其完全可约，也称半单。

若 U 不变，则
g(v + U) = gv + U

定义 V /U 的商表示。其良定义性来自：若 v−v′ ∈ U，则 g(v−v′) ∈ U。表示同态 T : V →W

的核与像都不变，因为 T (gv) = gT (v)。这些事实使向量空间的核、像和商同时成为表示范畴
中的对象。

命题 9.8 (分裂的三种写法). 对不变子空间 U ≤ V，以下条件等价：

1. 存在不变子空间 W 使 V = U ⊕W；

2. 存在 G-同态 P : V → U 使 P |U = idU；

3. 商映射 q : V → V /U 有 G-同态截面 s : V /U → V，即 q ◦ s = idV /U。

证明. 若 V = U ⊕W，令 P (u+ w) = u。因两个因子都不变，P (g(u+ w)) = P (gu+ gw) =

gu = gP (u+ w)，所以 P 交织作用。限制 q|W :W → V /U 为同构，其逆再与 W ↪→ V 复合
便给出截面，故第一条推出其余两条。

若有第二条，令 W = kerP，它不变。对任意 v，有

v = P (v) + (v − P (v)), P (v − P (v)) = P (v)− P (v) = 0.

故 V = U +W；若 u ∈ U ∩W，则 u = P (u) = 0，所以是直和。

若有第三条，令W = s(V /U)，它不变。q(s(v̄)) = v̄说明 s单射。任意 v满足 v−s(q(v)) ∈
U，故 V = U +W。若 s(v̄) ∈ U，则 v̄ = q(s(v̄)) = 0，所以交为零。第三条也推出第一条。

取一个普通向量空间补空间 W0，不预设它不变。适配分解 V = U ⊕W0 的矩阵为

ρ(g) =

(
Ag Bg

0 Dg

)
.

ρ(gh) = ρ(g)ρ(h) 中的右上块给出

Bgh = AgBh +BgDh.

因此商与子空间上的两个表示 Dg, Ag 本身并不决定整个表示；右上块还记录扩张数据。寻找
不变补空间，就是寻找合适的补空间变化以同时消去全部 Bg。下一节的平均投影将直接完成
这件事。

9.4 Maschke 定理：把普通投影平均成等变投影

定理 9.9 (Maschke). 设 |G| · 1k 6= 0，即 k 的特征不整除 |G|。则任意有限维 G-表示的每个
不变子空间都有不变补空间。因此任意有限维表示都完全可约。
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证明. 设 U ≤ V 不变。先取 U 的一组基，扩充为 V 的一组基，再把补充的基向量都映到零，
得到普通线性投影 P0 : V → U，满足 P0|U = idU。由于域中的非零元素可逆，可以定义

P =
1

|G|
∑
g∈G

ρ(g)P0ρ(g)
−1.

逐项验证这个平均映射具有所需性质。

首先，P0(ρ(g)
−1v) ∈ U，而 ρ(g)U = U，所以每个求和项都落在 U，于是 P (V ) ⊆ U。对

u ∈ U，也有 ρ(g)−1u ∈ U，所以

ρ(g)P0ρ(g)
−1u = ρ(g)ρ(g)−1u = u.

取平均得 P (u) = u。这还给出 P 2(v) = P (P (v)) = P (v)。

其次，对任意 h ∈ G，用 t = hg 重排求和指标，得

ρ(h)Pρ(h)−1 =
1

|G|
∑
g∈G

ρ(hg)P0ρ((hg)
−1)

=
1

|G|
∑
t∈G

ρ(t)P0ρ(t
−1) = P.

故 P 为 G-同态。由命题 9.8，V = U ⊕ kerP 是不变直和。
最后对维数归纳以得到完全可约性。零空间为空直和。非零表示若不可约便已完成；否则

选 0 < U < V，刚才得到 V = U ⊕W，两个非零因子的维数都小于 dimV。分别应用归纳，
得到各自的不可约直和分解，合起来就是 V 的不可约分解。

注 9.10. 平均之后得到投影，并不是因为“若干投影的平均仍为投影”：这个说法一般不成立。
此处的理由是每项都把 V 映入同一个 U，且在 U 上恒等，所以平均映射也满足这两条，进
而满足 P 2 = P。这是证明中不能省掉的检查。

9.5 特征条件为何必要：增广映射的障碍

定理 9.11 (群代数的半单性判据). 有限群 G 的所有有限维 k-表示都完全可约，当且仅当
|G| · 1k 6= 0。

证明. 充分性已由 Maschke 定理证明。为证必要性，设 |G| · 1k = 0。定义增广映射

ε : k[G] → k, ε

(∑
g

ageg

)
=
∑
g

ag,

并在 k 上取平凡 G-作用。左乘 h 只是把基指标置换，所以 ε(hv) = ε(v)，故 ε 是满的 G-同
态，I = ker ε 是不变子空间。

若 I 有不变补空间，则由命题 9.8 存在 G-同态 s : k → k[G]，使 εs = idk。写 s(1) =∑
g ageg。因为 k 上作用平凡，这个向量必须被全部左乘固定。由正则作用的传递性，所有 ag

相同，记为 a。但这给出

1 = ε(s(1)) = ε

(
a
∑
g

eg

)
= a|G| = 0,



9 有限群的线性表示与完全可约性 132

矛盾。因此 I 没有不变补空间。

还需说明这也排除了完全可约性本身。若一个表示已是不可约直和 V = S1⊕· · ·⊕Sr，对
任意不变子空间 U，从这些因子中取一个极大的子集合 J 使 U ∩

⊕
j∈J Sj = 0。若某个 Si 不

包含于 U +
⊕

j∈J Sj，则它与该不变子空间的交是零，因 Si 不可约；于是可将 i 加入 J，矛
盾。故所有 Si 都包含于该和中，从而 V = U ⊕

⊕
j∈J Sj。这证明完全可约表示的每个不变子

空间都有补空间。应用于 k[G] 和 I，即知 k[G] 不是完全可约表示。

例 9.12 (二维的非分裂模型). 仍取特征 p 下的 Cp 表示 ρ(s) = I +N，Ne2 = e1、Ne1 = 0。
子空间 U = ke1 不变。任意一维补空间都可写成 k(ae1 + e2)。若它不变，则存在 λ ∈ k 使

ρ(s)(ae1 + e2) = (a+ 1)e1 + e2 = λ(ae1 + e2).

比较 e2 系数得 λ = 1，再比较 e1 系数得 a+ 1 = a，矛盾。子表示 U 与商表示 V /U 都平凡，
但整个表示不是它们的直和。这也给出了上一节矩阵右上块无法同时消去的具体例子。

9.6 实数与复数域上的不变内积

命题 9.13. 若 k = R 或 C，则有限群的每个有限维表示都存在不变正定内积。在复数情形约
定内积对第一个变量线性、对第二个变量共轭线性。

证明. 固定一组基，取普通正定内积 〈 , 〉0。定义

〈v, w〉G =
1

|G|
∑
g∈G

〈ρ(g)v, ρ(g)w〉0.

线性、共轭对称性及相应的共轭线性逐项成立。若 v 6= 0，则每个 ρ(g)v 6= 0，所以每一项
〈ρ(g)v, ρ(g)v〉0 > 0，平均仍严格为正。对 h ∈ G，作 t = gh 的指标替换得

〈ρ(h)v, ρ(h)w〉G =
1

|G|
∑
g

〈ρ(gh)v, ρ(gh)w〉0 = 〈v, w〉G.

因此内积不变。

若 U 不变，v ∈ U⊥，则对任意 u ∈ U，

〈ρ(g)v, u〉G = 〈v, ρ(g)−1u〉G = 0,

所以 U⊥ 也不变，给出 V = U ⊕ U⊥。这证明实、复情形下 Maschke 的另一条路线。
在这个内积的正交规范基中，不变性逐项等价于

A∗
gAg = I

（实数域中 ∗ 为转置）。所以有限群的复表示都等价于酉表示，实表示都等价于正交表示。这
里的正交补取决于选取的不变内积；不能由补空间存在便声称补空间唯一。
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9.7 Schur 引理与底域的作用

定理 9.14 (Schur 引理). 设 V,W 为非零不可约 k-表示，则任意非零 T ∈ HomG(V,W ) 都为
同构。因此 EndG(V ) 是除环。若 k 代数闭，则

EndG(V ) = k idV , dimk HomG(V,W ) =

1, V ∼=W,

0, V 6∼=W.

这些结论本身不需要 |G| 在 k 中可逆。

证明. kerT 与 imT 都不变。T 6= 0 使 kerT 6= V、imT 6= 0，不可约性因而给出 kerT = 0、
imT = W。故 T 双射。其逆也交织作用：由 Tρ(g) = σ(g)T 左右乘以 T−1 得 ρ(g)T−1 =

T−1σ(g)。所以 EndG(V ) 中每个非零元素都有该环中的乘法逆，成为除环。

再设 k 代数闭。任取 A ∈ EndG(V )。因 V 非零且有限维，特征多项式有根 λ ∈ k，所以
ker(A − λI) 6= 0。映射 A − λI 仍为 G-自同态；若非零，则按前半部分必为同构，与其核非
零矛盾。因此 A = λI。

若 V 6∼= W，任何非零交织映射都会给出同构，所以同态空间为零。若 V ∼= W，固定一
个同构 T0 : V → W。任意 T 满足 T−1

0 T ∈ EndG(V ) = kI，故 T = λT0，同态空间维数为
一。

例 9.15 (实不可约不意味着自同态只有实标量). 令 C3 = 〈s〉 在 R2 上作用为

R = ρ(s) =

(
−1

2 −
√
3
2√

3
2 −1

2

)
.

直接相乘得 R2 +R+ I = 0、R3 = I。若有不变实直线，则 R 在该直线上有实特征值 λ，满
足 λ2 + λ+ 1 = 0；该式的判别式为 −3，无实根，所以表示实不可约。

记 J =

(
0 −1

1 0

)
，则 R = −1

2I +
√
3
2 J。实矩阵与 R 交换当且仅当与 J 交换。对

A =

(
a b

c d

)
，计算 AJ = JA 得 d = a、c = −b。因此

EndC3(R2) = {xI + yJ : x, y ∈ R} ∼= C.

同构由 x+ iy 7→ xI + yJ 给出，因为 J2 = −I。这个除环包含非实标量的自同态，说明 Schur
引理的标量结论必须保留底域条件。

9.8 不可约分解的重数与典范等型分量

定理 9.16. 设 k 代数闭且 |G| · 1k 6= 0。若

V ∼=
r⊕

i=1

S⊕mi
i ,

其中 Si 两两不等价且不可约，mi > 0，则

mi = dimk HomG(Si, V ).
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所以不可约因子的同构类型及各重数唯一。每个类型的等型分量

V [Si] =
∑

{U ≤ V : U 不变且U ∼= Si}

不依赖某次分解中的因子选择，并且 V =
⊕

i V [Si]。

证明. 选定一次不可约直和分解，并令 πj,ℓ 为投影到第 j 种类型的第 ` 个副本的映射。由于
每个因子都不变，这些投影都是 G-同态。一个 G-同态 T : Si → V 由全部分量 πj,ℓT 唯一确
定；反过来，任意给定这些分量，把它们分别包含回 V 再相加就得到 T。所以

HomG(Si, V ) ∼=
r⊕

j=1

HomG(Si, Sj)
⊕mj .

由 Schur 引理，j 6= i 的项为零，j = i 的每一项为一维，故维数为 mi。右侧原来的内在
同态空间与所选分解无关，因此重数唯一。若另一个不可约类型 T 出现在其他分解中，则
HomG(T, V ) 6= 0，按同样的分量论证，T 必与某个 Si 等价，所以类型也没有遗漏。

记所选分解中第 i 种类型的全部因子之和为 Vi。若 U ≤ V 且 U ∼= Si，则对每个 j 6= i，
投影 πj,ℓ|U 为不同不可约表示间的同态，必为零。因此 U ≤ Vi，故 V [Si] ≤ Vi。反过来，Vi
的每个副本本身属于定义 V [Si] 时的求和集合，所以 Vi ≤ V [Si]。两者相等，且各 Vi 的和是
直和，得到结论。

推论 9.17. 在同样的域与群阶条件下，若 V ∼=
⊕

i S
⊕mi
i 、W ∼=

⊕
i S

⊕ni
i ，允许某些重数为零，

则
dimk HomG(V,W ) =

∑
i

mini, EndG(V ) ∼=
∏
i

Mmi(k)

（第二式为代数同构，但依赖各副本间同构的选择）。特别地，dimk EndG(V ) =
∑

im
2
i。

证明. 将同态同时按源和靶的直和分量分块。不同类型间的块全为零，同类型的每个块是一个
固定同构的标量倍。所以第 i 种类型贡献一个 ni ×mi 标量矩阵，共 mini 个自由参数。当源
靶相同时，复合的分块公式恰为标量矩阵乘法，各类型互不混合，故自同态代数为题设矩阵代
数的直积。

注 9.18. 等型分量唯一，并不意味着其中每个不可约副本唯一。以平凡作用的 k2 为例，它整
体就是唯一的等型分量，而每条直线都是一个不可约副本。只要选两条不同直线就能得到一
次直和分解。因此唯一性应表述为同构类型与重数唯一，以及等型分量作为子空间唯一。

9.9 循环群的谱投影与交换群的不可约表示

定理 9.19 (循环群的显式分解). 令 Cn = 〈s〉，在 C 上取 ζ = exp(2πi/n)。对任意表示
ρ : Cn → GL(V )，定义

Ej =
1

n

n−1∑
a=0

ζ−jaρ(s)a, 0 ≤ j < n.

则 Ej 的像恰为 ρ(s) 的 ζj-特征子空间，且

EjEℓ = δjℓEj ,

n−1∑
j=0

Ej = I.

因此 V =
⊕n−1

j=0 EjV，而 Cn 的不可约复表示恰为 n 个一维表示 s 7→ ζj。
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证明. 记 A = ρ(s)，则 An = I。在求和中将指数 a+ 1 按模 n 替换为 b；因 ζjn = 1，得到

AEj =
1

n

n−1∑
a=0

ζ−jaAa+1 =
ζj

n

n−1∑
b=0

ζ−jbAb = ζjEj .

所以 EjV 包含于 ζj-特征子空间。反之，若 Av = ζℓv，则

Ejv =
1

n

n−1∑
a=0

ζ(ℓ−j)av =

v, j = `,

0, j 6= `.

后一等号的理由是：若 q = ζℓ−j 6= 1，则 (1 − q)
∑n−1

a=0 q
a = 1 − qn = 0，而 1 − q 6= 0 可逆；

若 q = 1，则和为 n。特别地，Ej 在自身像上恒等，且在 EℓV 上为零，得到投影乘法式，并
证明其像恰为相应特征子空间。

再直接求和， ∑
j

Ej =
1

n

n−1∑
a=0

n−1∑
j=0

ζ−ja

Aa = I;

因为 a = 0 时内和为 n，其他 a 时由同一几何级数计算为零。于是 v =
∑

j Ejv，各像张成 V。
若
∑

j vj = 0 且 vj ∈ EjV，施以 Eℓ 得 vℓ = 0，所以和为直和。

每个特征子空间上的 s 都是标量作用，因此其中任意直线都不变。若 V 不可约，它只能
是某个特征子空间中的一条直线，故一维。反过来每个 s 7→ ζj 都给出一维表示，并且不同 j

的表示不等价：一维基变换不会改变标量。

命题 9.20. 有限交换群的每个不可约复表示都是一维表示，因而由群同态 G→ C× 给出。

证明. 设 V 不可约。交换性给出 ρ(g)ρ(h) = ρ(h)ρ(g)，所以每个 ρ(g) 都属于 EndG(V )。由
Schur 引理，ρ(g) = λgI。于是 V 的任意子空间都不变，不可约性迫使 dimC V = 1。同态条
件化为 λgh = λgλh、λ1 = 1，故 g 7→ λg 是所述群同态。反过来任意这样的群同态显然定义一
维不可约表示。

9.10 从置换表示中取出一个不可约因子

例 9.21 (S3 的二维标准表示). 让 S3 置换 C3 的坐标基，令

L = C(e1 + e2 + e3), U = {x1e1 + x2e2 + x3e3 : x1 + x2 + x3 = 0}.

两者都不变。若 a(e1 + e2 + e3) ∈ U，则 3a = 0，故 a = 0；维数又分别为一和二，所以
C3 = L⊕ U。在 U 上选基 u = e1 − e3、v = e2 − e3。对 s = (12)、t = (123)，逐个作用得

su = v, sv = u, tu = v − u, tv = −u.

所以矩阵为

S =

(
0 1

1 0

)
, T =

(
−1 −1

1 0

)
.

相乘可核查 S2 = I、T 3 = I、STS = T−1。
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为证不可约，若存在不变直线，它在 S 下也不变，故由 S2 = I，必为 S 的某条特征直
线。S 的两条特征直线恰为 C(u+ v)、C(u− v)。但

T (u+ v) = −2u+ v /∈ C(u+ v), T (u− v) = v /∈ C(u− v).

因此两条都不在 T 下不变，矛盾。二维空间没有其他非零真子空间，故 U 不可约。这里直接
检查不变直线，没有预先借用尚未证明的特征标判据。

本章只把有限群表示的分解基础建立起来。正则表示中各不可约表示的重数、不可约表
示的总数、特征标正交关系、诱导与限制，以及模表示的更深结构，都尚未由上述结果自动完
成；后续将分别证明。尤其不能仅凭 S3 已找到两个一维表示和一个二维表示，就宣布它们已
经穷尽，穷尽性还需要正则表示或特征标的维数公式。

文献说明

线性表示、群代数与 Maschke 定理的路线核读 James S. Milne，Group Theory，Version
4.01 (2025)，第 101–106页。本章逐项展开平均投影的像、限制、幂等性与等变性，并用增广映
射证明特征条件的必要性。Schur 引理与等型分解在正文独立证明，不以模的 Jordan–Hölder
定理代替重数唯一性的证明。循环群的谱投影直接通过有限几何级数计算；实 C3 与模 Cp 的
例子分别说明底域与特征不能从结论中略去。
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