
代数学讲义

基础结构篇：集合、群、线性代数、环、模、张量与域

摘要 从集合公理出发，构造映射、商集与自然数，证明归纳和递归原理。
继而讨论整数、群、向量空间、环、理想、模和张量积。由主理想整环上的
模结构定理推导线性变换的有理标准形与 Jordan标准形。继而构造域扩张
与分裂域，证明有限 Galois 对应，并计算有限域和具体扩张。正文展开对
象的构造、运算、结构定理及其证明。
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记号与约定

N = {0, 1, 2, . . .}，Z,Q,R,C 分别表示整数、有理数、实数和复数。空集记为 ∅；⊆ 允许
相等。idA 表示集合 A 的恒等映射。符号 def

= 表示定义，∼= 表示相应结构的同构。集合论中的
无界量词遍历集合；在其余章节中，变量按已声明的对象范围使用。
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性代数中的基与维数论证以有限维空间为范围；涉及任意集合族的选择时，在相应位置说明。
一个图称为交换图，指具有相同起点和终点的已标明复合映射相等；虚线箭头表示由相应命
题构造出的映射。文献说明与正文引用标出概念和定理的标准来源；本文展开的证明采用本
书的记号，直接引用而未展开证明的结果另行注明。

iv



1 逻辑语言与证明

1.1 从数学断言到逻辑形式

考察两个断言：“若一个整数是 6 的倍数，它就是偶数”；“若两个集合相等，它们的元素
完全相同”。它们谈论的对象不同，却都有“若某个条件成立，则另一个条件成立”的形式。要
检验具体的数学结论，必须了解其中的整数或集合；要研究这种推理形式，则可以暂时把两个
条件分别记为 P 和 Q。

逻辑研究的一个基本问题是：结论是否由给定的前提保证？将断言的形式单独写出，能够
使这个问题接受精确检验。命题逻辑研究整个断言之间的组合；一阶逻辑进一步分析断言中
的变量、关系和量词。数学逻辑还研究形式证明、解释及其相互关系。这里先建立证明所需的
语言。

定义 1.1 (命题与真值). 在所讨论的解释下，具有确定真假的陈述称为命题。真和假是它的两
个真值，分别记为 1 和 0。例如“2 + 3 = 5”是真命题，“2 + 3 = 6”是假命题。“求一个偶
数”是要求，不是命题。

“x 是偶数”尚未指定 x，不能直接判断真假；指定 x = 4 或 x = 5 后，得到不同的命题。
保留变量的这种陈述将在量词一节讨论。

定义 1.2 (命题公式). 以 p0, p1, . . . 为命题变元。每个变元都是公式；若 P,Q 是公式，则

¬P, (P ∧Q), (P ∨Q), (P ⇒ Q), (P ⇔ Q)

也是公式，分别读作“非 P”“P 且 Q”“P 或 Q”“若 P 则 Q”“P 当且仅当 Q”。所有公式
均由有限次应用这些规则得到。括号指定运算的范围。

变元允许我们讨论共同形式。例如将“n 是 6 的倍数”代入 P，将“n 是偶数”代入 Q，
就得到前面的整除断言。给各命题变元指定真值称为一个赋值，记为 v。复合公式的真值按下
表确定。

v(P ) v(Q) v(¬P ) v(P ∧Q) v(P ∨Q) v(P ⇒ Q) v(P ⇔ Q)

1 1 0 1 1 1 1

1 0 0 0 1 0 0

0 1 1 0 1 1 0

0 0 1 0 0 1 1

这里的“或”允许两者同时成立。“若 P 则 Q”只排除一种情形：P 真而 Q 假。以整数断言
为例，反驳它需要找出一个是 6 的倍数却不是偶数的整数。一个不满足前提的整数，无论是
否为偶数，都不能成为它的反例。这解释了蕴含在前提为假时取真值 1 的约定。

定义 1.3 (逻辑等价与重言式). 若公式 P,Q 在每个赋值下都有相同真值，称它们逻辑等价。
若一个公式在每个赋值下均为真，称为重言式。

1



1 逻辑语言与证明 2

命题 1.4 (蕴含、逆否与否定). 有如下逻辑等价：

P ⇒ Q 与 ¬P ∨Q,

P ⇒ Q 与 ¬Q⇒ ¬P,

¬(P ∧Q) 与 ¬P ∨ ¬Q,

¬(P ∨Q) 与 ¬P ∧ ¬Q.

证明. 前两行中的各个公式，都恰在 P 真且 Q 假时为假。第三行两边为真，都表示至少有一
个命题为假；第四行两边为真，都表示两个命题均为假。因而每行两边在所有赋值下真值一
致。

定义 1.5 (充分条件与必要条件). 若 P ⇒ Q 成立，则 P 为 Q 的充分条件，Q 为 P 的必要
条件。双向蕴含同时成立时，称 P,Q 互为充要条件。

“充分”表示满足 P 已经足以保证 Q；“必要”表示要有 P 就必须有 Q。例如，是 6 的倍
数足以保证是偶数；成为偶数是成为 6 的倍数必须满足的条件。但偶数 4 不是 6 的倍数，因
此逆命题一般不能由原命题得到。逆否命题与原命题的等价，来自上面的真值分析。

1.2 变量、量词与对象的依赖

命题联结词处理已有命题的组合。陈述“每个整数都满足某个性质”时，我们还要说明性
质对哪些对象成立。整数有无限多个，不能靠列出有限个实例表达这项要求。

定义 1.6 (谓词与量词). 设 X 为给定的集合，称为论域。含变量的陈述 P (x)，若每当给定
x ∈ X 就成为命题，称为 X 上的谓词。记

∀x ∈ X P (x), ∃x ∈ X P (x),

分别表示每个 x ∈ X 都满足 P (x)，以及至少有一个 x ∈ X 满足 P (x)。符号 ∀, ∃ 分别为全称
量词和存在量词。

例 1.7 (同一公式在不同论域中). “存在 x 使 x2 = 2”在实数论域中为真，在整数论域中为
假。因为任何整数 x 或满足 |x| ≤ 1，从而 x2 ≤ 1；或满足 |x| ≥ 2，从而 x2 ≥ 4。论域参与
了断言的含义。

量词还规定一个选择可以依赖哪些对象。比较

∀x ∈ R ∃y ∈ R (y > x), ∃y ∈ R ∀x ∈ R (y > x).

第一个断言允许先给 x，再取 y = x+1。第二个要求先固定同一个 y，使它大于所有实数；但
此后可以取 x = y，要求便不成立。逐个对象都能作选择，与能作一个对所有对象通用的选择，
是不同的数学条件。

变量出现的位置也有区别。在 ∀x ∈ X P (x, y) 中，x 在这个量词的作用范围内被约束，y
仍为自由变量；其真值还可能随 y 改变。没有自由变量的公式称为语句。

命题 1.8 (量词的否定). 在经典逻辑中，

¬
(
∀x ∈ X P (x)

)
⇐⇒ ∃x ∈ X ¬P (x),

¬
(
∃x ∈ X P (x)

)
⇐⇒ ∀x ∈ X ¬P (x).
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证明. 否定“每个对象都满足”，意味着至少有一个对象不满足；否定“至少有一个对象满足”，
意味着每个对象都不满足。这分别给出两行的等价。

因此，否定多重量词断言时，应当逐层处理。例如

¬
(
∀x ∈ R ∃y ∈ R (y > x)

)
⇐⇒ ∃x ∈ R ∀y ∈ R (y ≤ x).

右边要求一个实数 x 挡住所有候选 y；只对某一个 x 找到某一个不大于它的 y，不足以完成
否定。

若 X = ∅，则 ∀x ∈ X P (x) 为真，而 ∃x ∈ X P (x) 为假。前者没有可使其失败的对象，
后者没有可供选取的对象。这些约定使集合包含、交与原像的公式在空集情形仍保持一致。

1.3 证明怎样服从断言的结构

证明全称命题时，取一个任意对象，只使用已给条件推出结论。任意性保证同一论证适用
于论域中的每个对象。证明存在命题时，则必须给出一个满足要求的对象，或用已经证明的存
在性结果保证它存在。

例 1.9 (从定义得到直接证明). 整数 n 为偶数，指存在整数 k 使 n = 2k。证明“两个偶数之
和仍为偶数”时，设 a, b 为任意两个偶数。按定义分别存在整数 r, s 使 a = 2r, b = 2s，于是

a+ b = 2r + 2s = 2(r + s).

由于 r + s 为整数，这个等式提供了偶数定义要求的整数，因此 a+ b 为偶数。这里两个整数
r, s 分别由 a, b 的偶性得到，没有理由要求它们相同。

对于蕴含 P ⇒ Q，直接证明在假设 P 下建立 Q。逆否证明在假设 ¬Q 下建立 ¬P。反证
法则在假设原结论不成立后推出矛盾，从而由经典逻辑得到原结论。

例 1.10 (逆否证明). 证明：整数 n 若满足 n2 为偶数，则 n 为偶数。其逆否命题是“n 非偶
数，则 n2 非偶数”。整数按奇偶分为两类，故 n 非偶数时可写成 n = 2k+1，其中 k ∈ Z。于
是

n2 = 4k2 + 4k + 1 = 2(2k2 + 2k) + 1,

为奇数。逆否命题成立，原命题随之成立。

注 1.11 (语法与语义). 设 Γ 为一组假设，P 为公式。Γ ` P 表示在指定规则下存在从这些假
设得到 P 的有限形式推导；Γ |= P 表示任何使所有假设成立的解释也使 P 成立。前者讨论
推导，后者讨论解释。日常数学证明通常用自然语言写出论证；将证明完全形式化，需要进一
步指定语言、公理和推导规则。

文献：命题逻辑和一阶语言的系统处理见 [1]；基本证明写法可参照 [3] 第 2、4–7 章。



2 集合公理与基本构造

从一个具体问题开始。设 a, b, c 是三个互不相同的对象，

A = {a, b}, C = {b, c}.

如果只保留 A中也属于 C 的元素，结果就是 {b}。这件事通常叫作“取交集”，写成 A∩C = {b}。
在这个例子中，可以列出全部元素；换成不能逐项列出的集合时，我们需要用条件说明该保留
哪些元素。

本章围绕这种集合构造展开。我们要弄清楚：怎样准确描述一个集合的元素，以及哪些公
理保证描述出来的集合存在。先处理空集、把两个对象收在一起、从已有集合里筛选元素等构
造，再处理有序对和按指标收集集合。下一章的关系与映射需要这些对象；自然数的构造还需
要无穷公理。

2.1 用元素描述集合

花括号里列出的是哪些对象？

写 A = {a, b}，表示 A 的元素恰为 a, b。所以 a ∈ A 和 b ∈ A 成立，c /∈ A 成立。符号 ∈
读作“属于”，/∈ 读作“不属于”。它们都在检查一个完整对象是不是右边集合的元素。

集合本身也可以作为元素。比较

D = {a, b}, E =
{
{a}, {b}

}
.

D 收入的对象是 a, b；E 收入的对象是 {a}, {b}。外层花括号列出的是整个集合的元素，不能
把内层花括号直接去掉。例如 {a} ∈ E，因为 {a} 就是外层列出的一个元素；要判断 a 是否
属于 E，则要另行比较 a 是否等于 {a} 或 {b}。

本书的集合基础采用 ZFC。在这个体系中，上面的对象最终都用集合表示，小写字母和
大写字母不表示不同种类的对象。开头的例子是在假定 a, b, c已给定时解释记号；配对公理将
保证例子中配出的集合存在。

包含关系检查的是左边的每个元素

A ⊆ B 读作“A 包含于 B”，其含义是：

若x ∈ A，就有x ∈ B （对每个x）.

例如 {a} ⊆ {a, b}，因为左边唯一的元素 a 属于右边。任意集合都满足 A ⊆ A；要求两集合不
相等时，另外写 A ⊊ B，称为真包含。

因此，a ∈ A 与 {a} ⊆ A 等价：两句话都要求 a 是 A 的元素。但是 {a} ∈ A 要求的是整
个集合 {a} 被收入 A，这是另一项条件。下节会用空集给出一个能逐项核验的例子。

这些记号的基本读法可对照 Hammack[3, 第 1 章，§1.1、§1.3]。该书用熟悉的数集解释记
号；本章进一步说明相应构造所依据的公理。

4



2 集合公理与基本构造 5

2.2 外延、空集与配对

外延公理：用元素判别集合相等

外延公理说：两个集合只要元素完全相同，就相等。对任意给定的集合 A,B，其公式为[
∀x (x ∈ A⇐⇒ x ∈ B)

]
⇒ A = B.

中括号里的条件同时要求“属于 A的都属于 B”和“属于 B 的都属于 A”。反方向，即 A = B

时成员条件相同，来自等号的代入规则。

命题 2.1 (双向包含判别). A = B 当且仅当 A ⊆ B 且 B ⊆ A。

证明. 若 A = B，任意 x ∈ A 都属于 B，任意 x ∈ B 都属于 A，所以两个包含成立。反之，
假设两个包含都成立。任取 x，A ⊆ B 保证 x ∈ A 推出 x ∈ B；B ⊆ A 保证反向蕴含。因此
x ∈ A 当且仅当 x ∈ B，由外延公理得 A = B。

空集公理：存在一个没有元素的集合

这里把空集的存在单独列出：存在集合 E，对每个 x 都有 x /∈ E。如果 E′ 也没有元素，
那么 E,E′ 的成员条件完全相同，外延公理给出 E = E′。所以没有元素的集合存在且唯一，
记为 ∅，称为空集。

命题 2.2. 对任意集合 A，有 ∅ ⊆ A；且 A ⊆ ∅ 当且仅当 A = ∅。

证明. 若 ∅ ⊆ A 不成立，就应当有一个元素属于 ∅ 却不属于 A。但 ∅ 没有元素，因此不存
在这样的反例，故包含成立。若 A ⊆ ∅，与刚证明的 ∅ ⊆ A合用，双向包含判别给出 A = ∅。
若 A = ∅，则 A 的每个元素都属于 ∅，所以 A ⊆ ∅。

配对公理：把给定对象收作元素

对任意给定集合 a, b，存在集合 D，其元素恰为 a 与 b：

x ∈ D ⇐⇒ x = a 或x = b.

外延公理使 D 唯一，因此可将它记为 {a, b}。取 b = a，得到 {a}，称为单元素集。花括号里
的顺序和重复书写都不改变成员条件，所以

{a, b} = {b, a}, {a, a} = {a}.

这里 ∅ 与 {∅} 必须区分：前者没有元素，后者恰有一个元素，而这个元素本身是空集。
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例 2.3 (属于与包含要分别检查). 令

u = ∅, v = {u}, A = {v}.

u 6= v，因为 u 没有元素，而 v 有元素 u。现在逐项检查：

• u /∈ A，因为 A 的唯一元素是 v，而 u 6= v；但 u ⊆ A，因为空集包含于每个集合。

• v ∈ A，这是 A = {v} 的定义；但 v ⊈ A，因为 u ∈ v 而 u /∈ A。

因此，同一个左边对象可以“属于右边却不包含于右边”，也可以“包含于右边却不属于右边”。
判别的关键是逐项使用两个定义。

a

b

c

A

B

图 2.1: 属于与包含

图 2.1 表示另一种常见情形：A = {a, b, c}，B = {a, b}，其中 a, b, c 互不相同。点表示元
素，包围曲线表示把这些元素收在一起的集合。于是 a ∈ B、B ⊆ A，而 c ∈ A 且 c /∈ B。图
中没有把整个 B 另画成 A 的一个元素。当一个元素本身是集合时，把它画成点只表示当前观
察层次。

2.3 分离：在已有集合内部筛选

回到章首的问题：从 A = {a, b} 中，只保留也属于 C = {b, c} 的元素。对每个候选元素，
我们检查两件事：它是否属于 A，以及它是否属于 C。a 通过第一项检查，未通过第二项；b
两项都通过。所以结果只有 b。

先固定范围，再给出筛选条件

分离公理模式把这个过程推广到任意集合：给定集合 A 和一个关于 x 的合法公式，存在
集合 B，其元素恰为 A 中使该公式成立的元素。把这个公式暂记为 ϕ(x)，成员条件就是

x ∈ B ⇐⇒ x ∈ A 且ϕ(x).

ϕ 是希腊字母 phi，ϕ(x) 在此只是“关于 x 的条件”的记号。例如，取 ϕ(x) 为“x ∈ C”，就
回到开头的取交问题。它不是一个待求的集合，也没有在这里定义一个函数。

外延公理保证这样的 B 唯一，于是引入写法

B = {x ∈ A : ϕ(x)}.

这句话读作“由 A 中所有满足条件 ϕ 的元素 x 组成的集合”。冒号左边给出候选元素的范围，
右边给出保留条件。
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什么是参数？ 在条件“x ∈ C”中，x 是接受检查的变量，C 是预先给定的集合。这个给定
的 C 叫作条件的参数。换一个 C，保留的元素就可能改变。一般公式可以使用有限多个给定
参数，教材常写成 ϕ(x, p1, . . . , pr)。这串写法只是在列出公式允许依赖哪些对象。

要得到 B，条件必须先确定。例如，“保留不属于 B 的元素”不能用作构造这个尚未确定
的 B 的筛选条件。形式上要求结果变量 B 不在该公式中自由出现。这里的“自由出现”指没
有被公式内部的量词约束、仍需外部指定取值的出现。

为什么叫公理模式？ 用条件“x ∈ C”得到一条公理，换成“x /∈ C”又得到一条。每个合
法的一阶公式都对应一条这样的公理，“模式”给出统一的写法。公式必须由成员关系、等式
及第一章的逻辑规则构成，允许使用已经定义、能够展开的缩写。这个要求不等于允许任意一
句未经说明的自然语言条件。公理模式的标准表述可参见 Weiss[2, 第 3 章，pp. 25–27]。

交集与差集是分离的直接应用

给定 A,B，分别选择条件“x ∈ B”和“x /∈ B”，得到

A ∩B = {x ∈ A : x ∈ B},

A \B = {x ∈ A : x /∈ B}.

∩ 读作“交”，\ 读作“差”。一个元素属于 A∩B，要求它同时属于两个集合；属于 A \B，要
求它属于 A 且不属于 B。后者没有使用包含所有集合的“全集”。

为什么筛选必须有一个已有范围？

如果没有范围限制，尝试把所有满足“x /∈ x”的集合收成 R，就应有

x ∈ R ⇐⇒ x /∈ x.

将 x 换成 R，得到 R ∈ R 当且仅当 R /∈ R。若前者成立，便推出它不成立；若前者不成立，
又推出它成立，矛盾。这是 Russell 论证，参见 Weiss[2, p. 21]。

限制在已有的 A 内，就能合法构造一个集合；它的结论如下。

定理 2.4 (不存在以所有集合为元素的集合). 对每个集合 A，都存在集合 RA 不属于 A。

证明. 固定一个集合 A，在 A 内使用分离，得到

RA = {x ∈ A : x /∈ x}.

下标 A 只提醒这个集合是从给定的 A 中筛选出来的。它的完整成员条件是

x ∈ RA ⇐⇒ x ∈ A 且x /∈ x.

假设 RA ∈ A。在上式中令 x = RA，得到

RA ∈ RA ⇐⇒ RA ∈ A 且RA /∈ RA.

在假设 RA ∈ A 下，右边等价于 RA /∈ RA。若 RA ∈ RA 成立就推出它不成立；若它不成立
就推出它成立，矛盾。所以 RA /∈ A。由于 A 任意，没有一个集合能够把所有集合都收作自己
的元素。
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本节确实得到了集合 RA，结论只是它不属于 A。尤其要同时保留 RA ⊆ A 与 RA /∈ A：
前者由筛选范围得到，后者由证明得到，二者并不矛盾。这一证明只用分离及逻辑推理，不需
要先用后面的正则公理证明 x /∈ x。

补充术语：类

教材有时用 {x : ϕ(x)} 泛指满足条件的全部集合，称为由公式描述的类。这类描述本身
不保证存在一个相应的集合。例如 {x : x = x} 描述所有集合，刚才的定理说明它不是集合，
因此称为真类。在 ZFC 中，这里只是用类记号简写公式，没有增加一种新的基本对象。需要
把描述的结果当成集合使用时，仍须证明它的存在性。相关记号见 Weiss[2, pp. 20–22]。

2.4 集合族的并与交：先分清两层对象

集合与集合族

当一个集合的元素本身都是我们正在讨论的集合时，常称它为集合族。为方便阅读，本章
把集合族写成 F，其中的一员写成 T。F 是花体字母 F，F 与 T 只是角色不同，仍都属于集
合。

例如给定 a, b，令
F =

{
{a}, {a, b}

}
.

阅读时分两层：外层花括号列出 F 的成员，内层花括号分别描述这些成员含有哪些元素。所
以 {a} ∈ F，而 a ∈ {a}。这两句话检查的是不同层次；成员关系一般不具有传递性，不能从
它们直接断言 a ∈ F。

并集公理：把成员集合中的元素合在一起

对每个集合族 F，存在集合 U，满足

x ∈ U ⇐⇒ 存在T ∈ F，使x ∈ T.

外延公理使 U 唯一，记为
⋃
F，读作“集合族 F 的并集”。

⋃
是“大并”符号。上例中⋃{

{a}, {a, b}
}
= {a, b}.

这里的操作是先取出族中的成员集合，再收集它们的元素。

命题 2.5 (两个集合的并). 对给定 A,B，存在唯一集合 A ∪B，满足

x ∈ A ∪B ⇐⇒ x ∈ A 或x ∈ B.

证明. 用配对公理得到集合族 {A,B}，再用并集公理取出
⋃
{A,B}。若 x 属于这个并集，就

存在 T ∈ {A,B} 使 x ∈ T。这样的 T 是 A 或 B，所以 x ∈ A 或 x ∈ B。反之，若 x ∈ A，
取 T = A；若 x ∈ B，取 T = B。两种情形都使 x ∈

⋃
{A,B}。于是它具有所需的成员条件，

外延公理保证唯一性。

{A,B} 是以 A,B 为元素的集合，A ∪B 则收集 A,B 各自的元素，两种写法要区分。如
果族 F 为空，就找不到 T ∈ F，所以

⋃
∅ = ∅。
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非空集合族的交

“大交”符号
⋂
F 表示同时属于族中每个成员集合的元素所成的集合。其存在性可从分离

得到，不需要单列一项交集公理。

命题 2.6 (非空集合族的交). 若 F 6= ∅，则存在唯一集合
⋂
F，满足

x ∈
⋂
F ⇐⇒ 对每个T ∈ F，都有x ∈ T.

证明. 因为 F 非空，取它的一个成员 T0。在已经存在的集合 T0 内用分离，得到

C = {x ∈ T0 :对每个T ∈ F 都有x ∈ T}.

若 x ∈ C，它按定义属于每个 T ∈ F。反之，若 x 属于每个 T ∈ F，它也属于其中的 T0，因
而满足 C 的全部条件，得到 x ∈ C。所以 C 具有所需成员条件，外延公理保证唯一性；选用
另一个 T0 也只能得到同一个集合。

例如 ⋂{
{a}, {a, b}

}
= {a}.

若 F = ∅，“属于族中每个成员”对任何 x 都空真。没有共同范围时，按这个条件收集所有 x

就会要求以所有集合为元素的集合，而它不存在。

在给定集合 X 内讨论子集族时，可以另行规定交集的范围：

{x ∈ X :对每个T ∈ F 都有x ∈ T}.

当 F 为空，这个条件不排除任何 x ∈ X，所以结果是 X。因此，“空族的交等于 X”必须连
同预先固定的范围 X 一起理解。

命题 2.7 (分配律). 对任意集合 A,B,C，有

A ∩ (B ∪ C) = (A ∩B) ∪ (A ∩ C).

证明. 取 x ∈ A∩ (B ∪C)。它属于 A，并且属于 B 或 C。若属于 B，则属于 A∩B；若属于
C，则属于 A ∩ C。所以它属于右边，得到从左向右的包含。反过来，取属于右边的 x。它属
于 A ∩B 或 A ∩ C。前一种情形给出 x ∈ A 且 x ∈ B，后一种给出 x ∈ A 且 x ∈ C。两种情
形都得到 x ∈ A 且 x ∈ B ∪ C，所以 x 属于左边。由双向包含判别得到等式。

2.5 幂集：把所有子集收成一个集合

分离能从 A 中取出某一个子集。下一章讨论集合上的关系时，还要把符合要求的子集本
身作为选择对象。因此需要另一个集合，能够把 A 的所有子集收在一起。

幂集公理说：对每个给定集合 A，存在一个集合，以 A 的全部子集为元素。这个集合称
为 A 的幂集，记为 P(A)；P 是花体字母 P。它的成员条件为

S ∈ P(A) ⇐⇒ S ⊆ A.

左边把 S 看成幂集的一个元素，右边检查 S 的元素是否都属于 A。
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例 2.8 (二元素集合的幂集). 设 a 6= b，A = {a, b}，则

P(A) = {∅, {a}, {b}, {a, b}}.

若 S ⊆ A，S 中不能有 a, b 以外的元素。按“含不含 a”“含不含 b”分成四种情形：都不含
得到 ∅，只含 a 得到 {a}，只含 b 得到 {b}，都含得到 {a, b}。这四个集合都确实是 A 的子
集，因此既没有漏项，也没有额外项。当 A = ∅ 时，它唯一的子集是 ∅，所以 P(∅) = {∅}。

分离得到的是 A 的某一个子集，幂集则把 A 的所有子集收作元素。尤其是 A ⊆ A，所以
A ∈ P(A)；这句话不等于 A ∈ A。

2.6 有序对与笛卡尔积

下一章要把映射看成一组“输入与对应输出”的记录。一条记录需要保留两个位置：(a, b)
的第一项是输入，第二项是输出。如果只写 {a, b}，就无法分辨这两个位置。下面先构造有序
对，再收集所有允许的有序对。

为什么要再定义一种括号？

{a, b} = {b, a}，所以无序配对无法记录“谁在前、谁在后”。表达坐标、关系和映射时，
需要一个能区分两个位置的对象。圆括号 (a, b) 表示有序对；它的定义与花括号集合 {a, b} 不
同。

定义 2.9 (Kuratowski 有序对). 对给定集合 a, b，定义

(a, b) =
{
{a}, {a, b}

}
.

先用配对公理得到 {a} 与 {a, b}，再把这两个集合配对，得到右边的集合。内外两层花括号各
有作用，不能删去其中一层。

下面的定理是Weiss[2, p. 24，定理 1(5)] 的有序对相等判别，该书使用尖括号，我们使用
圆括号。这一结论说明编码确实保存了两个位置。它是使用有序对的依据；读后面的代数时，
可以使用相等判别，不必反复展开编码。

定理 2.10 (有序对的相等判别). (a, b) = (c, d) 当且仅当 a = c 且 b = d。

证明. 假设两个有序对相等，即{
{a}, {a, b}

}
=
{
{c}, {c, d}

}
.

先证明 a = c。左边的每个成员集合都含元素 a，并且其中有成员 {a}，所以这些成员集合的
公共元素恰为 a。对右边同样检查，公共元素恰为 c。两边是相同的集合族，公共元素集合相
同，故 {a} = {c}，从而 a = c。这里取的是编码右边各成员集合的交，没有对两个坐标 a, b

本身取交。

再证明 b = d。左边各成员集合的并是 {a, b}，右边的并是 {c, d}，所以

{a, b} = {c, d} = {a, d}.

若 b = a，则右边的元素 d 必须属于左边的单元素集 {a}，所以 d = a = b。若 b 6= a，因为
b ∈ {a, d}，只能有 b = d。因此两种情形都得到第二坐标相等。

反之，若 a = c 且 b = d，将这两个等式代入编码的定义，得到两个有序对相等。
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当 a = b 时，编码退化为 (a, a) = {{a}}，上面的判别仍成立。这种情况也说明集合不保
留重复书写，但有序对的编码仍能恢复两个坐标。

定理 2.11 (笛卡尔积的存在). 对任意集合 A,B，所有第一坐标在 A 中、第二坐标在 B 中的
有序对构成一个集合，称为笛卡尔积，记为 A×B。

证明. 要使用分离，先找一个已经存在的集合，容纳全部候选有序对。令 X = A∪B。幂集公
理给出 P(X)，再应用一次给出 P(P(X))。

若 a ∈ A, b ∈ B，则 a, b ∈ X，从而 {a} ⊆ X 且 {a, b} ⊆ X。所以 {a} 与 {a, b} 都是
P(X) 的元素。由有序对的编码，它们组成的集合 (a, b) 是 P(X) 的一个子集，因此

(a, b) ∈ P(P(X)).

现在在这个共同范围内使用分离：取出满足如下条件的 p，“存在 a ∈ A与 b ∈ B，使 p = (a, b)”。
所得集合为

A×B = {p ∈ P(P(X)) : ∃a ∈ A ∃b ∈ B (p = (a, b))}.

它的成员恰为所需有序对，外延公理保证唯一性。

笛卡尔积的存在也见 Weiss[2, p. 26，定理 3]，那里使用替换给出另一种证明。本证明中
的双重幂集提供了一个足够大的集合范围；它不表示 A× B 就等于整个双重幂集。实际使用
时可写成更短的集合描述

A×B = {(a, b) : a ∈ A, b ∈ B}.

若 A 或 B 为空，就不存在这样的有序对，所以 A×B = ∅。

2.7 替换与带指标的集合族

此前的分离是在给定范围中保留元素。现在考虑另一件事：对每个 x ∈ A 都产生一个由
它唯一决定的集合，例如 {x}，这些结果能否共同组成集合？替换公理模式回答这个问题。它
在后文收集等价类、集合族等对象时会用到。

替换：把唯一规定的结果收成集合

设 A 已给定，公式 ϕ(x, y) 规定输入 x 与输出 y 的关系。假设对每个 x ∈ A，都存在唯
一的 y 满足它，即

∀x ∈ A ∃!y ϕ(x, y).

替换公理模式保证这些输出组成一个集合 B，其成员条件为

y ∈ B ⇐⇒ 存在x ∈ A，使ϕ(x, y).

公式同样可以含有限多个已固定参数；结果集合 B 不能在该公式中自由出现。这里的“唯一”
针对每个固定输入；两个不同输入可以有相同输出。

例如取条件 y = {x}，每个输入的输出由配对公理存在并由外延公理唯一确定。替换就保
证 {{x} : x ∈ A} 是集合。若已知全部输出都在某个给定集合 Y 中，也可以直接在 Y 内用分
离得到输出集合。替换的陈述不要求事先提供这个共同范围。
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例 2.12 (带指标的集合族与成员集合). 设 I 是一个集合，称为指标集。对每个 i ∈ I，某个
固定公式唯一规定一个集合 Ai。记 (Ai)i∈I，读作“以 i ∈ I 为指标的集合族”。这里的下标 i

记录来源，不是乘法；整串圆括号表示这一族数据，不表示一个有序对。

替换保证所有输出组成的集合

F = {Ai : i ∈ I}

存在。于是并集公理给出 ⋃
i∈I

Ai =
⋃
F .

左边读作“对所有 i ∈ I 取 Ai 的并”。若 I = ∅，它等于空集。
例如 I = {α, β}，α 6= β，且 Aα = Aβ = {u}。指标族仍记录两个不同指标各自对应哪一

个集合，但 F = {{u}} 只含一个不同的成员集合。因此，指标族与“出现过哪些集合所成的
集合”记录的信息不同。若要把指标族本身编码成集合，可用替换收集所有 (i, Ai)，下一章的
映射定义将使用这种图像。

命题 2.13 (不交并的存在). 给定指标族 (Ai)i∈I，所有带来源标签的元素构成一个集合，记为∐
i∈I

Ai = {(i, a) : i ∈ I, a ∈ Ai}.

符号
∐
读作“不交并”。

证明. 先取 U =
⋃

i∈I Ai，再构造已经证明存在的笛卡尔积 I × U。在其中使用分离，保留那
些第一坐标为 i、第二坐标属于 Ai 的有序对。每个保留下来的对象恰为 i ∈ I, a ∈ Ai 时的
(i, a)，得到所需集合。当 I = ∅ 时，候选笛卡尔积为空，结果也为空。

在刚才两个指标都对应 {u} 的例子中，普通并集和不交并分别为⋃
i∈I

Ai = {u},
∐
i∈I

Ai = {(α, u), (β, u)}.

因为 α 6= β，有序对相等判别说明右边的两个元素不同。不交并所做的事，是给来自不同成员
集合的元素附上标签；原来的 Ai 不需要互不相交。

补充：为什么还同时列出分离与替换？

前面把分离和替换都作为可直接使用的规则。它们各自的陈述清楚，但并非彼此独立。下
面引用一个标准结果；它不作为后续构造的先修证明。

命题 2.14 (替换给出分离，引用标准结果). 在外延公理下，配对、并集、空集及替换公理已
足以推出分离公理模式。

来源：Weiss[2, pp. 27–28，定理 4 及其证明]。其构造是：满足筛选条件的输入 x 对应 {x}，
不满足的输入对应空集；用替换收集输出，再取并，就得到需要的筛选结果。本章仍把分离单
列，后文可直接使用它的成员条件。
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2.8 正则性、无穷与选择

正则公理：成员关系不能形成某些循环

正则公理也称基础公理，标准陈述见 Weiss[2, p. 24]：每个非空集合 A 都有一个元素
a ∈ A，满足 a ∩A = ∅。展开交集的意思，就是 a 自己没有任何元素同时属于 A。这里断言
的是 A 中至少有一个这样的成员，不是要求每个成员都满足。

命题 2.15 (没有自身成员与二元成员循环). 不存在 x 满足 x ∈ x；也不存在 x, y 满足 x ∈ y
且 y ∈ x。

证明. 假设 x ∈ x。考察非空集合 {x}。正则公理要求它有一个成员与它不交，而它唯一的成
员就是 x，所以必须有 x ∩ {x} = ∅。可是 x ∈ x 且 x ∈ {x}，使 x 成为这个交集的元素，矛
盾。

假设 x ∈ y 且 y ∈ x，考察非空集合 A = {x, y}。它的成员只能是 x 或 y。若正则公理给
出的成员是 x，则 y ∈ x 且 y ∈ A，所以 y ∈ x ∩ A；若给出的成员是 y，则 x ∈ y 且 x ∈ A，
所以 x ∈ y ∩A。两种情形都使交集非空，与正则公理矛盾。

成员关系 x ∈ x 被排除，与子集关系 A ⊆ A 总成立并不冲突。前者把整个 x 当作一个候
选元素，后者逐一检查 A 已有的元素。

无穷公理：一个集合同时容纳不断延续的后继

先对任意集合 x 定义
S(x) = x ∪ {x}.

S 是本章的后继记号，S(x) 称为 x 的后继集合。这里先给 x 添入“整个 x 作为一个元素”，
再与原来已有的元素合并。例如

S(∅) = {∅}, S({∅}) = {∅, {∅}}.

配对与并集保证每个给定 x 的后继存在。

集合 I 称为归纳集，若它满足两个条件：

1. ∅ ∈ I；

2. 对每个 x ∈ I，都有 S(x) ∈ I。

无穷公理断言：存在归纳集。逐次构造一个后继，只说明每次操作都能完成；无穷公理进一步
给出一个集合，使这些不断构造出的对象同时属于其中。第四章将从一个归纳集构造最小归
纳集，称为自然数集，再证明归纳法与递归原理。无穷公理在此没有直接把归纳法当作未经证
明的结论。
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选择公理：把各次选择共同记录下来

这里使用与下一章衔接的集合形式。设 F 是一个集合族，其中每个成员 T 都非空，且不
同成员两两不交：

T,U ∈ F , T 6= U ⇒ T ∩ U = ∅.

选择公理断言 [2, p. 28]：存在 C ⊆
⋃
F，使 C 与每个 T ∈ F 的交恰有一个元素。这样的 C

记录了从每个成员集合里选出的一个元素。

对某一个固定的非空 T，“存在 t ∈ T”就是非空性的含义。公理要求的是把针对全族的
选择同时组成一个集合 C。对于有限多个非空集合，这一点可以由逐次使用存在性来证明；对
于任意集合族，这项统一要求由选择公理保证。若已给出一个明确规则，并证明它对每个成员
都唯一指定一个元素，可以用替换收集结果；选择公理的陈述不要求提供这样的规则。

若 F 为空，取 C = ∅ 就满足要求。当原有集合族的成员可能重叠时，可先用标签把它
们改为不交副本。下一章会用这种做法构造选择函数，并证明选择与满射右逆之间的关系。

2.9 这些构造怎样用于下一章

下一章将用 A× B 的子集表示关系，用满足唯一输出条件的关系表示映射，并把等价关
系中的每一个类构造成一个集合。本章的公理已为这些步骤准备好相应对象：配对与有序对
记录两个位置，笛卡尔积提供关系的范围，分离筛出符合条件的元素，幂集和替换用于收集子
集或等价类。

无穷公理将在自然数一章中使用。选择公理将在下一章构造选择函数时使用；每个引用
它的论证都要说明需要怎样的同时选择。外延与正则则分别控制相等判别与成员关系的某些
行为。

这些公理构成通常采用的 Zermelo–Fraenkel 集合论加选择公理，简称 ZFC；去掉选择公
理的部分称为 ZF。这里把空集与分离单列，便于引用；列出的条目不要求相互独立。
进一步阅读：集合记号、包含、幂集和集合运算可读 Hammack[3, 第 1 章，§1.1–§1.5]；本章
用到的集合论语言、类记号与公理可对照 Weiss[2, pp. 19–29]。本章按代数学所需的构造重新
安排顺序，不逐段翻译原书。



3 关系、映射与商集

3.1 二元关系与函数图像

集合 A,B 之间的二元关系是 A×B 的一个子集 R。写 a R b 表示 (a, b) ∈ R。因此给出
关系，就是指定哪些有序对满足它；同一个 a 可以与多个 b 相关，也可以不与任何 b 相关。

若关系 Γ ⊆ A×B 满足

∀a ∈ A ∃!b ∈ B ((a, b) ∈ Γ),

则它可以表示把每个输入送到唯一输出的规则。这里存在性要求没有输入被遗漏，唯一性要
求一个输入不能得到两个不同输出。

3.2 映射、复合与可逆性

定义 3.1 (映射). 映射 f : A → B 给每个 a ∈ A 指定唯一的元素 f(a) ∈ B。A 称为定义域，
B 称为陪域，f(a) 为 a 的像。两个映射相等，要求它们定义域相同、陪域相同，并且在每个
输入处取值相同。

把映射精确写成集合论对象时，可以取数据 (A,B,Γf )，其中 Γf = {(a, f(a)) : a ∈ A} 为
它的图像。三项数据可用嵌套有序对编码。因此，本书在说两个映射相等时，也要求它们的陪
域相同。

所有从 A 到 B 的映射组成一个集合，记为 BA。它的存在性可以这样检查：所有候选图
像都属于 P(A×B)，再用分离取出满足唯一输出条件的图像，便得到图像的集合；附上固定
的定义域和陪域，由替换得到相应映射的集合。

若 A = ∅，恰有一个从 A 到 B 的映射，它的图像为空。若 A 6= ∅ 且 B = ∅，则不存在
这样的映射，因为任取一个输入，都没有目标元素可以给它作为输出。

陪域是定义中的数据。例如同样的规则 x 7→ x2，视为 R → R 时不能取到负数；视为
R→ [0,∞) 时可以取到陪域内每个元素。区间 [0,∞) 表示所有非负实数。

定义 3.2 (复合与恒等映射). 若 f : A → B, g : B → C，定义 g ◦ f : A → C 为 (g ◦ f)(a) =
g(f(a))。恒等映射 idA : A→ A 满足 idA(a) = a。

复合从右向左作用。对第三个映射 h : C → D，两种复合在 a 处都给出 h(g(f(a)))，因此
h ◦ (g ◦ f) = (h ◦ g) ◦ f。又有 f ◦ idA = f = idB ◦ f。

定义 3.3 (单射、满射与双射). 映射 f : A→ B 称为单射，若 f(a) = f(a′) 总能推出 a = a′；
称为满射，若对每个 b ∈ B 均存在 a ∈ A 使 f(a) = b；同时满足二者时称为双射。

满射提供每个目标元素的原像的存在性；单射保证一个目标元素至多有一个原像。因而
双射恰好让我们可以把每个 b 唯一地送回它的原像。

定理 3.4 (逆映射). f : A→ B 为双射，当且仅当存在 g : B → A 满足

g ◦ f = idA, f ◦ g = idB.

15
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此时 g 唯一，记为 f−1，称为逆映射。

证明. 若 f 双射，对每个 b ∈ B，满射性给出原像，单射性保证其唯一。把此原像定义为 g(b)。
它的图像可在 B ×A 内由条件 f(a) = b 分离得到，因而确实是一个集合。定义直接给出两个
恒等式。

反之，若这两个恒等式成立，则 f(a) = f(a′) 时在等式两边作用 g，得到 a = a′；故 f 单
射。对任意 b ∈ B，a = g(b) 满足 f(a) = b，故 f 满射。

若 h 也满足逆映射的两个恒等式，则

h = h ◦ idB = h ◦ (f ◦ g) = (h ◦ f) ◦ g = idA ◦ g = g.

这证明唯一性。

只有 g ◦ f = idA 就足以推出 f 单射，只有 f ◦ g = idB 就足以推出 f 满射；证明中两个
方向分别使用了不同的恒等式。

3.3 像、原像与集合运算

定义 3.5 (像、原像与限制). 对映射 f : A→ B，子集 S ⊆ A, T ⊆ B，定义

f(S) = {f(s) : s ∈ S}, f−1(T ) = {a ∈ A : f(a) ∈ T}.

它们分别称为 S 的像和 T 的原像。im f = f(A) 称为映射的像。限制映射 f |S : S → B 仍按
s 7→ f(s) 取值。

原像记号 f−1(T ) 对每个映射都有意义。对 f(x) = x2，集合 {1} 的原像为 {−1, 1}；这
没有给 f 构造逆映射。两者的输入分别是一个子集和一个元素。

命题 3.6 (像与原像的基本关系). 对任意 S ⊆ A, T ⊆ B，有

S ⊆ f−1(f(S)), f(f−1(T )) = T ∩ im f.

若 f 单射，第一式对所有 S 为等号；若 f 满射，第二式对所有 T 等于 T。

证明. 若 a ∈ S，则 f(a) ∈ f(S)，所以 a ∈ f−1(f(S))。单射时，若 f(a) ∈ f(S)，存在 s ∈ S
使 f(a) = f(s)，从而 a = s ∈ S，得到反向包含。

若 b ∈ f(f−1(T ))，则 b = f(a)，其中 f(a) ∈ T，故 b ∈ T ∩ im f。反之，若 b ∈ T ∩ im f，
可写为 b = f(a)，且 a ∈ f−1(T )，所以 b 属于左边。满射时 im f = B，交集就是 T。

命题 3.7 (原像保持集合运算). 对 B 的子集族 (Ti)i∈I，有

f−1

(⋃
i∈I

Ti

)
=
⋃
i∈I

f−1(Ti),

f−1

(⋂
i∈I

Ti

)
=
⋂
i∈I

f−1(Ti),

f−1(B \ T ) = A \ f−1(T ).

这里 T ⊆ B。交集在左边以 B 为共同范围，在右边以 A 为共同范围；因此 I = ∅ 时，两处
空交分别为 B 与 A，交集公式成为 f−1(B) = A。空并均为空集。
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证明. 以交集为例，对 a ∈ A，有

a ∈ f−1
(⋂

i∈I
Ti

)
⇐⇒ ∀i ∈ I, f(a) ∈ Ti ⇐⇒ ∀i ∈ I, a ∈ f−1(Ti).

这正是右边的成员条件。把全称量词换成存在量词得到并集公式；使用否定得到补集公式。

像也保持任意并，但对交一般只有

f(S ∩ S′) ⊆ f(S) ∩ f(S′).

例如 f(x) = x2, S = {−1}, S′ = {1} 时，左边为空集，右边为 {1}。右边的两个存在性条件可
以由不同原像满足，左边却要求同一个原像同时属于两个集合。若 f 单射，两份原像必相同，
等号便恢复。

3.4 等价关系：表示不同与对象相同

分数的写法 1/2 与 2/4 不同，却表示同一个有理数。要把这种情况写成一个构造，先把
“表示”作为对象：取

D = {(a, b) : a, b ∈ Z, b 6= 0}.

(1, 2) 与 (2, 4) 是 D 的不同元素。我们希望把交叉乘积相等的两对归为同一类，定义

(a, b) ∼ (c, d) ⇐⇒ ad = bc.

这条规则只用整数运算，尚未把 a/b 当作已经构造好的有理数。它必须足以使“同一类”一
致：每个表示与自身同类，两个表示之间没有方向差别，并且经过第三个表示的比较不能造成
冲突。

定义 3.8 (二元关系与等价关系). 集合 A 上的二元关系为 A×A 的一个子集，记 a ∼ b 表示
(a, b) 属于该子集。若对任意 a, b, c ∈ A 都满足

1. a ∼ a，称为自反性；

2. a ∼ b 蕴含 b ∼ a，称为对称性；

3. a ∼ b 且 b ∼ c 蕴含 a ∼ c，称为传递性，

则称它为等价关系。

例 3.9 (分数关系的验证). 自反性来自 ab = ba，对称性来自等式的对称性。为验证传递性，
设 (a, b) ∼ (c, d)，且 (c, d) ∼ (e, h)。则 ad = bc, ch = de。于是

adh = bch = bde.

因 d 6= 0，整数乘法消去 d 得 ah = be，即 (a, b) ∼ (e, h)。分母不为零正是在这一步使用的。

例 3.10 (少一条条件会怎样). 在 R 上定义 x R y 当且仅当 |x − y| < 1。这个关系自反且对
称，但 0 R 3/4、3/4 R 3/2，而 0 与 3/2 不相关。因此按“与某点相关”形成的集合会相互
重叠却不相同，无法形成稳定的分类。传递性排除了这种现象。
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定义 3.11 (等价类与代表元). 对 A 上的等价关系，元素 a 的等价类为 [a] = {x ∈ A : x ∼ a}。
称 a 为该类的一个代表元。

代表元是原集合的元素，等价类是原集合的子集。由自反性 a ∈ [a]。若换用同类的另一
个代表元，得到的是不是同一个子集，需要证明。

定理 3.12 (等价类的相等判别). 对 a, b ∈ A，有 [a] = [b] 当且仅当 a ∼ b。

证明. 先设 a ∼ b。若 x ∈ [a]，则 x ∼ a，与 a ∼ b 合用传递性得 x ∼ b，所以 x ∈ [b]。这证
明 [a] ⊆ [b]。由对称性 b ∼ a，以同一论证得 [b] ⊆ [a]，于是两集合相等。

反之，若 [a] = [b]，由自反性 a ∈ [a]，故 a ∈ [b]。展开后一个成员条件即为 a ∼ b。

推论 3.13 (相交的等价类相同). 两个等价类或者相等，或者不相交。

证明. 若 c ∈ [a]∩ [b]，则 c ∼ a, c ∼ b。相等判别给出 [c] = [a] 且 [c] = [b]，于是 [a] = [b]。

3.5 划分与商集：把一类作为一个元素

定义 3.14 (划分). A 的一个划分是由非空子集组成的集合 P，满足每个 a ∈ A 恰好属于其中
一块。等价地，各块两两不交，且并为 A。空集的划分取空族。

每个类 [a] 由分离公理在 A 内构造。它由 a 唯一确定，所以替换公理保证所有类组成集
合。也可以在 P(A) 内分离出恰好等于某个 [a] 的子集，得到同一个集合。

定理 3.15 (等价关系与划分). 集合 A 上的每个等价关系给出由其等价类组成的划分。反过
来，每个划分都唯一确定一个等价关系：两个元素相关，当且仅当它们属于同一块。这两项构
造互为逆构造。

证明. 给定等价关系。由自反性，每个 a 都属于 [a]，所以所有类非空且覆盖 A。相交的类相
等，故不同的类不相交。这证明它们构成划分。

反过来，设 D 为 A 的划分。在 A×A 内定义关系 R：a R b 当且仅当存在 D ∈ D 同时
包含 a, b。每个 a 属于某一块，所以 a R a。若一块同时含 a, b，它也同时含 b, a，所以对称性
成立。若 a, b 在块 D 中，b, c 在块 D′ 中，由于两块共享元素 b，划分条件给出 D = D′。因
此同一块含 a, c，得到传递性。

对 a ∈ A，令 Da 为含 a 的唯一一块。若 b ∈ [a]R，则某一块同时含 a, b，它必须是 Da，
所以 b ∈ Da。若 b ∈ Da，则 a, b 同块，故 b ∈ [a]R。于是 [a]R = Da。每块非空，因而都是某
个元素的类；这证明从划分出发再取等价类，返回原划分。

最后，从原等价关系出发，其划分中的同块关系等价于 [a] = [b]，又等价于 a ∼ b，所以
也返回原关系。若 A = ∅，唯一的关系与唯一的划分均为空集，结论仍成立。

定义 3.16 (商集与自然投影). 全体等价类组成的集合记为 A/∼ = {[a] : a ∈ A}，称为商集。
映射

q : A −→ A/∼, a 7−→ [a]

称为自然投影。每个类均有代表元，所以 q 是满射。
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例如 A = {0, 1, 2, 3, 4, 5}，按奇偶分类时，商集为{
{0, 2, 4}, {1, 3, 5}

}
.

它有两个元素，每个元素本身是一个集合。于是 0 ∈ [0]，[0] ∈ A/∼，[0] ⊆ A，这三个式子表
达三个不同的关系。

0

2

4

1

3

5

[0]

[1]

A A/∼
q(a) = [a]

图 3.1: 自然投影与等价类

在分数的构造中，商集 D/∼ 的一个元素是所有等价分数表示组成的一类。把类 [(a, b)]

记为 a/b，得到有理数的集合模型。此时 1/2 = 2/4 是等价类相等，而不是有序对 (1, 2) 与
(2, 4) 相等。

3.6 良定义性：计算能否只依赖对象

在商集上计算，通常先选一个代表元，再用原集合上的规则处理它。这样的公式要成为映
射，同一个商集元素必须只有一个输出。

例 3.17 (一个成功的规则与一个失败的规则). 仍在分数商集上，规则

[(a, b)] 7−→ [(−a, b)]

与代表元无关：若 ad = bc，则 (−a)d = b(−c)，输出仍同类。因此它确实定义了商集到自身
的映射。

规则 [(a, b)] 7→ a ∈ Z 则失败，因为 [(1, 2)] = [(2, 4)]，而两个代表元给出整数 1 与 2。即
使事先决定总选约分后的分数，也只是另行制定一个带选择步骤的新规则，不能证明原公式
对任意代表元都成立。

定理 3.18 (商集上的映射与因子化). 设 f : A → B，q : A → A/∼ 为自然投影。存在映射
f̄ : A/∼ → B 满足 f = f̄ ◦ q，当且仅当

a ∼ a′ =⇒ f(a) = f(a′).

存在时 f̄ 唯一，并由 f̄([a]) = f(a) 给出。
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证明. 必要性：若 f = f̄ ◦ q，a ∼ a′ 时有 q(a) = q(a′)，故

f(a) = f̄(q(a)) = f̄(q(a′)) = f(a′).

充分性：对一个类 C，考虑满足“存在 a ∈ C 使 b = f(a)”的输出 b。类的非空性保证输出存
在。若 a, a′ 是同一类中的两个代表元，则 a ∼ a′，假设保证输出不变。因此每个类的输出唯一；
在 (A/∼)×B 内分离得到相应图像，便定义了映射 f̄。对每个 a，有 f̄(q(a)) = f̄([a]) = f(a)，
所以复合相等。

若 h 为另一个满足 h ◦ q = f 的映射，则对商集每个元素 [a]，

h([a]) = h(q(a)) = f(a) = f̄([a]).

故 h = f̄。这里自然投影的满射性保证已经检查了商集的每个元素。

定理中“f 在每一类上为常值”正是代表元公式的良定义性条件。“因子化”表示原映射
可以分两步完成：先只记住等价类，再从类得到原来的输出。用图可写为

A B

A/∼

f

q
f̄

两条从 A 到 B 的路径给出同一映射，称这张图交换。虚线箭头表示由定理得到的映射。一般
的交换方形

A B

C D

f

u v

g

表示 v ◦ f = g ◦ u；它把一个复合等式连同各映射的定义域、陪域同时写出。

3.7 每个映射都带来一种分类

设 f : A→ B。若只观察输出，两个输入无法区分的条件就是 f(a) = f(a′)。定义

a ∼f a
′ ⇐⇒ f(a) = f(a′).

等号的自反、对称与传递保证这是等价关系。对 b ∈ B，集合 f−1({b})称为 b上方的纤维；非
空纤维恰好是此关系的各个等价类。

定理 3.19 (映射的集合因子分解). 映射 f : A→ B 给出双射

θ : A/∼f −→ im f, [a] 7−→ f(a).

从而 f 是如下三步的复合：
A

q−→ A/∼f
θ−→ im f

ι−→ B,

其中 q 满射，θ 双射，ι 是子集的包含映射。
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证明. 同一类中的输入有相同输出，由定理 3.18 得到良定义的 θ。若 θ([a]) = θ([a′])，则
f(a) = f(a′)，故 a ∼f a

′，即 [a] = [a′]，所以 θ 单射。任意 b ∈ im f 都可写成 f(a)，因而是
θ([a])，所以 θ 满射。包含映射 ι 将元素视为 B 的元素，不改变其值，故三步复合在每个 a 处
等于 f(a)。

这个分解在集合层面已经说明了商构造与像的关系。以后研究群同态和线性映射时，还
要检验这些集合上的映射保持相应运算；其同构定理会再次出现这项构造。

3.8 选择函数与满射的右逆

设 (Ai)i∈I 是一族非空集合。一个映射

c : I −→
⋃
i∈I

Ai

若满足 c(i) ∈ Ai，就称为这族集合的选择函数。这里每个 i 处的输出必须属于相应的 Ai；不
是任取一个到并集的映射就能满足要求。

命题 3.20 (选择公理的函数形式). 选择公理等价于：对任意集合 I 和集合族 (Ai)i∈I，若每个
Ai 均非空，则该族有选择函数。指标集 I 可以为空。

证明. 先假设上一章所述的选择公理。对每个 i ∈ I，令

Di = {(i, a) : a ∈ Ai}.

Di 非空；有序对的相等判别保证不同指标对应的 Di 两两不交。因此选择公理给出 C ⊆
⋃

iDi，
使 C 与每个 Di 的交恰有一个元素。C 的元素都是 (i, a)，每个指标 i 恰出现一次，且对应的
a 属于 Ai。所以 C 本身就是所需选择函数的图像。若 I 为空，空图像同样给出所需函数。

反过来，设每族非空集合都有选择函数，给定两两不交的非空集合族 A。以 A 为指标集，
取选择函数 c，其中 c(A) ∈ A。令 C = im c。对每个 A，c(A) ∈ C ∩ A；若 x ∈ C ∩ A，则
x = c(B) ∈ B，其中 B ∈ A。不交性迫使 B = A，故 x = c(A)。所以每个 C ∩A 恰含一个元
素，得到选择公理的原形式。

定理 3.21 (满射的右逆与选择公理). 选择公理等价于：每个满射 f : A → B 都存在映射
s : B → A，满足 f ◦ s = idB。这样的 s 称为 f 的右逆。

证明. 假设选择公理成立。满射性保证每个纤维 Ab = f−1({b}) 非空。对族 (Ab)b∈B 取选择函
数 s，则 s(b) ∈ Ab，所以 f(s(b)) = b，即所需等式。若 B = ∅，存在 A→ B 的映射已迫使
A = ∅，两个空映射满足等式。

反过来，设每个满射都有右逆。给定两两不交的非空集合族 A，定义

p :
⋃
A −→ A, p(x) =含有 x 的那一个集合.

并集定义保证这样的集合存在，不交性保证唯一，因此 p 良定义。每个 A ∈ A 非空，取其中
一个 x 就有 p(x) = A，所以 p 满射。由假设取右逆 s。等式 p(s(A)) = A 说明 s(A) ∈ A，故
s 是选择函数。上一命题给出选择公理。

右逆允许从每个纤维中指定一个代表。若纤维含多个元素，这个代表一般没有唯一性；相
比之下，双射的纤维恰有一个元素，其逆映射不需要额外选择。
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3.9 幂集比原集合有更多元素

有限集合的幂集很快变大。即使不先定义无限集合的基数，也能精确表达原集合与幂集
之间的差别。

定理 3.22 (Cantor). 对任意集合 A，不存在满射 A→ P(A)。

证明. 给定任意映射 f : A→ P(A)。用分离构造

D = {a ∈ A : a /∈ f(a)}.

这是 A 的子集，故 D ∈ P(A)。若存在 d ∈ A 使 f(d) = D，则

d ∈ D ⇐⇒ d /∈ f(d) ⇐⇒ d /∈ D,

矛盾。因此 D 不在 f 的像中，f 不是满射。

另一方面，a 7→ {a} 定义单射 A→ P(A)：若 {a} = {b}，由于 a ∈ {a}，有 a ∈ {b}，从
而 a = b。所以原集合可以一一放进它的幂集，但不能与幂集建立双射。这是一个同时适用于
有限与无限集合的结论。

对角集合 D 对每个 a 都在位置 a 上与 f(a) 作相反的成员决定。这项逐位置构造能够同
时排除所有 f(a)，证明无需对 A 的元素作枚举。

3.10 偏序与幂集中的包含关系

等价关系把相关对象归为同类。另一种常见关系用于比较对象。对子集而言，包含关系保
留了比较方向。

定义 3.23 (偏序、全序与良序). 集合 P 上的关系 ≤ 若满足自反性 x ≤ x、反对称性“x ≤ y
且 y ≤ x 蕴含 x = y”、以及传递性，则称为偏序。称 (P,≤) 为偏序集。若任意 x, y ∈ P 均有
x ≤ y 或 y ≤ x，则称为全序。记 x < y 表示 x ≤ y 且 x 6= y。若全序集中每个非空子集都有
最小元，即有一个属于该子集且小于或等于其所有元素的元素，则称此全序为良序。

命题 3.24 (幂集的偏序). 对任意集合 A，包含关系是 P(A) 上的偏序。

证明. 每个子集 S 都有 S ⊆ S，得到自反性。若 S ⊆ T 且 T ⊆ S，由外延公理 S = T，得到
反对称性。若 S ⊆ T ⊆ U，任取 x ∈ S，先由第一个包含得 x ∈ T，再由第二个得 x ∈ U，所
以 S ⊆ U，得到传递性。

若 a 6= b，子集 {a} 与 {b} 互不包含。因此偏序允许有不可比较的元素。反对称性也与对
称性不同：对称性要求把每次相关反向后仍相关；反对称性则要求当双向相关确实同时出现
时，两个对象相等。
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∅

{a} {b} {c}

{a, b} {a, c} {b, c}

{a, b, c}

图 3.2: 幂集的包含关系

图中取 A = {a, b, c}，其中 a, b, c 互不相同。相邻层之间用线连接，表示较大的子集恰比
小的多一个元素。沿线向上走表示包含；{a} 与 {b, c} 之间没有这样的向上路径，二者不可比
较。图中线段的交叉处不另表示元素。这种只画出直接相邻比较的图称为 Hasse 图；线段的
上下位置已经表达方向，因而无须再加箭头。

对子集族 S ⊆ P(A)，集合
⋃
S 是包含每个 S ∈ S 的最小子集。因为若 x 属于并集，它

属于某个 S，所以属于任何包含全部 S 的子集。相对于 A 的交集则是被每个 S 包含的最大
子集：任何同时包含于各个 S 的集合，其元素都满足交集的成员条件。这样，并和交也可通
过它们在偏序中的位置来刻画。

文献：映射、等价关系与商集的基础叙述参照 [3] 第 11、12 章。商集上的因子化在本章中由
代表元公式直接证明。



4 自然数、归纳与递归

4.1 最小归纳集

归纳法用来证明一个性质对所有自然数成立，递归则用来定义一个在每个自然数处取值
的对象。两者都涉及从一项到下一项，却承担不同任务。要知道它们为何有效，先要说明自然
数集本身的构造。

继续用 S(x) = x ∪ {x} 表示后继集合。由无穷公理，取一个归纳集 I。考虑 I 的所有归
纳子集：

I = {J ∈ P(I) : ∅ ∈ J 且∀x ∈ J (S(x) ∈ J)}.

幂集与分离保证 I 是集合；I ∈ I，所以它非空。定义

ω =
⋂
I.

定理 4.1 (自然数集的最小性质). ω 是归纳集，且包含于每个归纳集。特别地，它不依赖最初
所取的归纳集 I。

证明. 每个 J ∈ I 都含 ∅，故 ∅ ∈ ω。若 x ∈ ω，则对每个 J ∈ I 有 x ∈ J，再由 J 归纳得
到 S(x) ∈ J。于是 S(x) ∈ ω，证明 ω 归纳。

设 K 为任意归纳集。I ∩K 含空集；若 x ∈ I ∩K，两个集合的归纳性都给出 S(x) 属于
其中，所以 I ∩K 也是归纳集。它还是 I 的子集，故属于 I。由交集的定义，ω ⊆ I ∩K ⊆ K。

若从另一个归纳集出发构造出 ω′，它也具有上述最小性质。于是 ω ⊆ ω′ 且 ω′ ⊆ ω，两
者相等。

定义 4.2 (自然数). ω 的元素称为自然数。记 N = ω，0 = ∅，1 = S(0)，2 = S(1)，3 = S(2)，
依此命名。通常把 S(n) 记为 n+ 1；在加法构造以前，这个写法只表示后继。

最初几个对象为

0 = ∅, 1 = {0}, 2 = {0, 1}, 3 = {0, 1, 2}.

这里 2 有元素 0, 1；{2} 则只有一个元素 2。数字的这项集合编码使大小关系也能用成员关系
表示，但这需要证明。

4.2 归纳法来自什么

定理 4.3 (数学归纳法). 若 E ⊆ N，0 ∈ E，且对每个 n ∈ E 有 S(n) ∈ E，则 E = N。

证明. 这些条件说明 E 是归纳集。定理 4.1给出 N ⊆ E；与假设的反向包含合用即得等式。

若要证明性质 P (n) 对所有自然数成立，用分离取出

E = {n ∈ N : P (n)}.

24
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验证 P (0)，就是验证 0 ∈ E；证明 P (n) 蕴含 P (S(n))，就是验证 E 对后继封闭。上一定理
于是给出 E = N。归纳步骤中的 n 是任意自然数，因此这一步证明的是一个统一的蕴含，而
不是只检查某几个数字。

定义 4.4 (传递集合). 集合 T 称为传递的，若 x ∈ T 总蕴含 x ⊆ T。等价地，若 y ∈ x ∈ T，
则 y ∈ T。

引理 4.5 (自然数的传递性). 每个 n ∈ N 都是传递集合，且 n ⊆ N。因此 N 自身也传递。

证明. 先对 n ⊆ N 使用归纳法。0 = ∅ ⊆ N。若 n ⊆ N，由于 n ∈ N，有 S(n) = n∪ {n} ⊆ N，
所以归纳步骤成立。

再证明每个 n 传递。空集传递，因为它没有需要检查的元素。假设 n 传递，取 x ∈ S(n)。
若 x = n，有 x ⊆ S(n)；若 x ∈ n，由传递性有 x ⊆ n ⊆ S(n)。所以 S(n) 传递。最后，每个
n ∈ N 都是 N 的子集，正是 N 传递的定义。

命题 4.6 (零与后继). 0 不是任何自然数的后继；S(m) = S(n) 蕴含 m = n；每个非零自然数
都是唯一自然数的后继。

证明. S(n) 含元素 n，而 0 没有元素，故 S(n) 6= 0。

对于传递集合 n，有
⋃
S(n) = n。一方面，n ∈ S(n)，故 n ⊆

⋃
S(n)。另一方面，若

t ∈
⋃
S(n)，存在 x ∈ S(n) 使 t ∈ x。x = n 时 t ∈ n；x ∈ n 时，由 n 传递仍有 t ∈ n。因此

等式成立。在 S(m) = S(n) 两边取并，便得 m = n。

用替换与并集构造
D = {0} ∪ {S(n) : n ∈ N}.

它是 N 的子集，含 0，且若 x ∈ D，则 x ∈ N，所以 S(x) ∈ D。归纳法给出 D = N。因此每
个非零自然数都是某个后继；唯一性来自刚证明的后继单射性。

这些结果给出了自然数的归纳结构：一个起始元素、一个不返回起点的单射后继，以及归
纳原理。代数中的递推公式和有限次构造，正是建立在这项结构上。

4.3 成员关系成为自然数的次序

对自然数 m,n，定义

m < n ⇐⇒ m ∈ n, m ≤ n ⇐⇒ (m < n 或m = n).

这时还需要验证两个不同自然数一定可比较。

引理 4.7 (每个自然数内部的良序). 对任意 n ∈ N，成员关系在 n 上是严格全序，且 n 的每
个非空子集都有最小元。

证明. 对 n 归纳。空集上没有要比较的元素，也没有非空子集，结论成立。假设结论对 n 成
立。S(n) = n ∪ {n} 比 n 多出元素 n；n /∈ n 已由正则公理证明。每个旧元素 x ∈ n 都满足
x < n，而 n ∈ x 不可能成立，否则形成二元成员循环。旧元素之间保持原先的严格全序，所
以新元素是最大的元素。

传递性也可直接核对：若 x ∈ y ∈ z，其中 z ∈ S(n)，则 z 是自然数，故由引理 4.5 传递，
得到 x ∈ z。
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若 E ⊆ S(n) 非空且 E ∩ n 6= ∅，由归纳假设，E ∩ n 有最小元 e。它小于所有其他旧元
素，也小于新元素 n，故为 E 的最小元。若 E ∩ n = ∅，则 E = {n}，其最小元为 n。

引理 4.8 (传递子集是初始部分). 若 T ⊊ n 且 T 传递，则 T ∈ n。

证明. 由严格包含，n \T 非空，取它在 n 的良序下的最小元 k。若 x ∈ k，由 n 传递有 x ∈ n；
k 的最小性排除 x ∈ n \ T，故 x ∈ T。所以 k ⊆ T。

反过来，取 x ∈ T。x, k 都在 n 中，严格全序给出三种情形。x = k 与 k /∈ T 矛盾；
若 k ∈ x，由 T 传递与 x ∈ T 得 k ∈ T，也矛盾。故只能 x ∈ k。因此 T ⊆ k，最终得到
T = k ∈ n。

定理 4.9 (自然数的比较与良序). 对任意 m,n ∈ N，m < n,m = n, n < m 恰有一个成立；且
N 的每个非空子集都有最小元。

证明. 令 T = m∩n。由于 m,n传递，T 也传递：若 x ∈ T 且 y ∈ x，则 y ∈ m,n，所以 y ∈ T。
若 T 同时是真包含于 m,n 的子集，引理 4.8 给出 T ∈ m 和 T ∈ n，从而 T ∈ m∩n = T，与
没有自身成员矛盾。因此 T = m 或 T = n。

这说明 m ⊆ n 或 n ⊆ m。若包含严格，再次用引理 4.8，得到较小的集合是较大的集合
的元素。这证明三种情形至少有一种。自身成员与二元成员循环均不可能，故三种情形两两排
斥。

现在设 E ⊆ N 非空，取 a ∈ E。若 E ∩ a = ∅，就没有 E 的元素小于 a，故 a 最小。
若 E ∩ a 6= ∅，由引理 4.7，取此交的最小元 b。假设有 c ∈ E 小于 b。由于 b ∈ a 且 a 传递，
c ∈ a，于是 c ∈ E ∩ a，与 b 最小矛盾。因此 b 是整个 E 的最小元。

推论 4.10 (强归纳法). 若一个性质满足：对每个 n ∈ N，假定所有 m < n 都有此性质，就能
证明 n 也有此性质，则所有自然数都有此性质。

证明. 若反例集非空，取其最小元 n。所有 m < n 都不是反例，由假设可得 n 也不是反例，
矛盾。

强归纳法允许同时使用所有更小的情形。在分解一个对象、把它化为几个较小对象时，这
比只写相邻两项的归纳假设更贴合证明的实际需要。

4.4 递归定义为什么存在

设 X 是集合，x0 ∈ X，并给定映射 F : N×X → X。我们希望规定一个函数 u : N→ X，
满足

u(0) = x0, u(S(n)) = F (n, u(n)).

等式告诉我们已有一项后如何得到下一项，但还没有直接给出包含所有函数值的集合。以下
证明把有限片段相容地接起来。

定理 4.11 (自然数上的递归). 在上述条件下，存在唯一映射 u : N → X 满足这两个递归等
式。
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证明. 称映射 v : S(n)→ X 为一个合法片段，若 v(0) = x0，且对每个 k < n，有

v(S(k)) = F (k, v(k)).

S(n) 的元素正是 0 到 n，所以这个片段给出了截至第 n 项的值。

先证明每个 n都有合法片段。n = 0时，图像 {(0, x0)}给出所需映射。假设 v : S(n)→ X

合法。在新位置 S(n) 赋值 F (n, v(n))，把图像扩为

Γv ∪ {(S(n), F (n, v(n)))}.

S(n) /∈ S(n)，故新输入原先不在定义域中，不会与已有值冲突。所得映射的定义域为 S(S(n))。
原有递归等式保持不变，新增的最后一个等式由定义满足，故得到下一合法片段。归纳法证明
所需存在性。

再证明任意两个合法片段在共同定义域上一致。设定义域分别为 S(m), S(n)。由自然数
比较，不妨设 m ≤ n，从而 S(m) ⊆ S(n)。在 0 处两个片段都取值 x0；若已知在 k < m 处
取值相同，两个递归等式给出它们在 S(k) 处的值也相同。归纳法使它们在 S(m) 的每个元素
处一致。

所有合法片段的图像是 P(N×X)中满足上述条件的元素，故由分离组成一个集合 V。取

Γ =
⋃
V.

相容性保证同一输入不会对应两个不同输出；每个 n 都有合法片段，保证每个输入至少有一
个输出。因此 Γ 是某个映射 u : N→ X 的图像。

它在 0 处取值 x0。对任意 n，取定义域为 S(S(n)) 的合法片段；它同时给出位置 n, S(n)

的值，并与 u 一致，因此 u(S(n)) = F (n, u(n))。

最后，若 w也满足递归等式，则 u(0) = w(0)；若 u(n) = w(n)，应用 F (n,−)得 u(S(n)) =

w(S(n))。归纳法给出每个位置相等，故 u = w。

存在性的证明同时解释了三个问题：有限片段确实能延长，不同片段不会冲突，把所有片
段接起来仍是集合。唯一性的证明则说明，满足同一递归条件的任何构造都给出同一个函数。

例 4.12 (重复施行一个变换). 给定 T : X → X 和 x ∈ X，取 F (n, y) = T (y)，递归定理给出
唯一序列 u(0) = x，u(S(n)) = T (u(n))。这使“对 x 施行 n 次 T”具有精确含义。若把函数
本身作为对象，在集合 XX 中递归，还可以定义 T 0 = idX，TS(n) = T ◦ Tn。

4.5 加法的构造与运算律

对每个固定的 a ∈ N，将递归定理用于 X = N，初值 a，以及变换 y 7→ S(y)，得到唯一
映射。把它在 b 处的值记为 a+ b。于是

a+ 0 = a, a+ S(b) = S(a+ b).

由于 1 = S(0)，有 a+1 = a+S(0) = S(a+0) = S(a)，所以加一确实与后继一致。每个 (a, b)

都有唯一输出，替换公理保证这项规则给出 N× N→ N 的映射。计算 2 + 3，就是从 2 开始
连续取三次后继。

引理 4.13 (零与左侧后继). 对任意自然数 a, b，有 0 + b = b，以及 S(a) + b = S(a+ b)。
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证明. 对第一个等式按 b 归纳。0 + 0 = 0；若 0 + b = b，则

0 + S(b) = S(0 + b) = S(b).

对第二个等式也按 b 归纳。S(a) + 0 = S(a) = S(a+ 0)。若等式对 b 成立，则

S(a) + S(b) = S(S(a) + b) = S(S(a+ b)) = S(a+ S(b)).

其中第一个、最后一个等号来自加法的递归定义，中间使用归纳假设。

定理 4.14 (加法结合律与交换律). 对任意 a, b, c ∈ N，有

(a+ b) + c = a+ (b+ c), a+ b = b+ a.

证明. 结合律按 c 归纳。c = 0 时两边都是 a+ b。若它对 c 成立，则

(a+ b) + S(c) = S((a+ b) + c)

= S(a+ (b+ c))

= a+ S(b+ c) = a+ (b+ S(c)).

这证明结合律。

交换律按 b 归纳。a+0 = a = 0+ a，其中第二个等号由引理 4.13 得到。若 a+ b = b+ a，
则

a+ S(b) = S(a+ b) = S(b+ a) = S(b) + a,

最后一步再次使用该引理。因此交换律成立。

命题 4.15 (加法消去律). 若 a+ c = b+ c，则 a = b。

证明. 对 c归纳。c = 0时由加法定义直接得到结论。若结论对 c成立，而 a+S(c) = b+S(c)，
则 S(a+ c) = S(b+ c)。后继的单射性给出 a+ c = b+ c，再用归纳假设得 a = b。

这里没有使用减法。自然数中并非每个减法都能进行；消去律是由后继单射性得到的运
算性质。

命题 4.16 (次序与加法的关系). 对 a, b ∈ N，有

a ≤ b ⇐⇒ ∃c ∈ N (a+ c = b).

证明. 先对 c 归纳证明 a ≤ a+ c。c = 0 时为相等。若 a ≤ a+ c，则 a ∈ S(a+ c)：相等时由
后继定义得到；严格小于时由 a ∈ a+ c ⊆ S(a+ c) 得到。故 a ≤ a+ S(c)。

反过来，对 b归纳证明：每当 a ≤ b，便存在所需的 c。b = 0时，因 0没有元素，只有 a = 0，
取 c = 0。若结论对 b 成立，考察 a ≤ S(b)。若 a = S(b)，取 c = 0；否则 a ∈ S(b) = b∪ {b}，
所以 a ≤ b。由归纳假设写成 a+ c = b，于是 a+ S(c) = S(b)。



4 自然数、归纳与递归 29

4.6 乘法、分配律与幂

对固定 a ∈ N，再次应用递归定理，以 0 为初值，以下一步加上 a 为递归规则，定义 ab：

a0 = 0, aS(b) = ab+ a.

例如 a2 = (a0 + a) + a = 0 + a+ a = a+ a。乘法表示有限次累加；只有证明相应运算律后，
才能自由交换和组合乘积。

引理 4.17 (乘法的零与左侧后继). 0b = 0，且 S(a)b = ab+ b。

证明. 00 = 0；若 0b = 0，则 0S(b) = 0b+ 0 = 0，所以第一式成立。

第二式对 b 归纳。b = 0 时两边为零。假设 S(a)b = ab+ b，则

S(a)S(b) = S(a)b+ S(a)

= (ab+ b) + S(a)

= S(ab+ b+ a),

aS(b) + S(b) = (ab+ a) + S(b)

= S(ab+ a+ b).

加法结合律与交换律给出 ab+ b+ a = ab+ a+ b，故两式相等，完成归纳。

定理 4.18 (乘法的基本运算律). 对 a, b, c ∈ N，有

ab = ba, a(b+ c) = ab+ ac, (ab)c = a(bc),

且 a1 = 1a = a。

证明. 先按 b 归纳证明交换律。a0 = 0 = 0a。若 ab = ba，则

aS(b) = ab+ a = ba+ a = S(b)a,

最后一步使用引理 4.17。
分配律按 c 归纳。c = 0 时 a(b+ 0) = ab = ab+ a0。若等式对 c 成立，则

a(b+ S(c)) = aS(b+ c) = a(b+ c) + a

= (ab+ ac) + a = ab+ (ac+ a) = ab+ aS(c).

这证明所写的一侧分配律；另一侧由乘法交换律得到：(a+ b)c = c(a+ b) = ca+ cb = ac+ bc。

结合律按 c 归纳。c = 0 时两边为零。若 (ab)c = a(bc)，则

(ab)S(c) = (ab)c+ ab = a(bc) + ab

= a(bc+ b) = a(bS(c)).

其中倒数第二个等号使用刚证明的分配律。

最后 a1 = aS(0) = a0 + a = 0 + a = a，再由交换律得 1a = a。
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若 a 6= 0，由命题 4.6 可写为 S(r)。因此当 a, b 均非零时，写 b = S(s)，就有

ab = aS(s) = as+ a = as+ S(r) = S(as+ r) 6= 0.

这证明自然数乘法没有两个非零因子的零乘积，最后一步使用的是零不是后继。

对固定 a，递归定理还给出幂运算

a0 = 1, aS(n) = ana.

此约定也给出 00 = 1，它表示空乘积。每一种递归定义都先确定初值和下一步规则，再由递
归定理保证整个函数存在且唯一。

例 4.19 (等差求和的逐步证明). 用递归定义 s(0) = 0，s(S(n)) = s(n) + S(n)，即从 1 加到
n 的和。我们证明

2s(n) = n(n+ 1).

n = 0 时两边为零。若结论对 n 成立，则使用分配律与加法结合律，得到

2s(n+ 1) = 2s(n) + 2(n+ 1)

= n(n+ 1) + 2(n+ 1)

= (n+ 2)(n+ 1) = (n+ 1)((n+ 1) + 1).

这正是下一项的等式。由归纳法，等式对所有自然数成立。将它写成 s(n) = n(n + 1)/2，还
涉及整数或有理数中的除法；原式本身已经在自然数运算内完成了证明。

文献：Weiss[2] 第 4 章通过相容的有限函数片段建立递归，并据此定义算术。本章采用最小归
纳集构造自然数，对次序、递归和运算律分别给出证明。
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5.1 从自然数到整数：让差也成为数

自然数中，方程 5 + x = 3 没有解。我们希望加入一个数来记录“3 减去 5”，但不能把
尚未定义的减法拿来作定义。可以先用有序对 (3, 5) 记录这项要求。(4, 6) 应当记录同一个差，
因为两边同时增加 1 不应改变结果。一般地，用交叉相加来比较两种表示。

定义 5.1 (整数的差对模型). 在 N× N 上定义

(a, b) ∼ (c, d) ⇐⇒ a+ d = c+ b.

令 Z = (N× N)/∼，把类 [(a, b)] 理解为由 a, b 记录的差。

这个关系确为等价关系。自反性、对称性由加法交换律和等式的对称性得到。若 a+ d =

c+ b、c+ f = e+ d，则

a+ d+ f = c+ b+ f = e+ d+ b.

消去共同加数 d，得 a+ f = e+ b，即传递性。这里全程只用了自然数加法。

命题 5.2 (整数运算与自然数的嵌入). 下列公式与代表元无关：

[(a, b)] + [(c, d)] = [(a+ c, b+ d)],

[(a, b)] [(c, d)] = [(ac+ bd, ad+ bc)],

−[(a, b)] = [(b, a)].

它们使 Z 成为交换有单位环，零元为 [(0, 0)]，单位元为 [(1, 0)]。映射 ι : N→ Z，n 7→ [(n, 0)]，
为单射且保持加法、乘法和单位元。

证明. 先验证良定义性。设 (a, b) ∼ (a′, b′)，即 a+ b′ = a′ + b。与固定 (c, d) 相加后，所需等
式为

(a+ c) + (b′ + d) = (a′ + c) + (b+ d),

它由原等式在两边加 c+ d 得到。交换 a, b 后，原等式仍保证 (b, a) ∼ (b′, a′)，故取负良定义。
对于乘法，将原等式分别乘 c, d，再重排得

(ac+ bd) + (a′d+ b′c) = (ac+ b′c) + (bd+ a′d)

= (a′c+ bc) + (ad+ b′d)

= (a′c+ b′d) + (ad+ bc).

这正是两个乘积表示等价的条件。乘法公式对两组输入对称，因此更换第二个代表元也不改
变结果。

加法结合律、交换律由逐坐标的自然数加法得到。并且

[(a, b)] + [(b, a)] = [(a+ b, a+ b)] = [(0, 0)],

31
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所以取负给出加法逆元。乘法交换律和单位元公式直接由定义得到。验证乘法结合律时，两种
括号得到的代表元均为

(ace+ adf + bcf + bde, acf + ade+ bce+ bdf),

其中第三个因子为 [(e, f)]。分配律也由自然数分配律逐坐标展开得到；例如把 [(a, b)] 乘以
[(c+ e, d+ f)]，两坐标分别为 ac+ ae+ bd+ bf 和 ad+ af + bc+ be，与先乘后加相同。因此
全部环运算律成立。

最后，[(n, 0)] = [(m, 0)] 等价于 n = m，证明单射；把 b = d = 0 代入运算公式，即见 ι

保持加法与乘法，并保持 0, 1。

以下把 ι(n) 简记为 n，即把自然数与它在整数中的副本认同。自然数次序的全序性和命
题 4.16 说明：若 b ≤ a，存在唯一 n ∈ N 使 a = b+ n，于是 [(a, b)] = [(n, 0)] = n；若 a ≤ b，
同理 [(a, b)] = [(0, n)] = −n。除 0 = −0 外，这些表示互不相同：两个同号表示的相等归结为
自然数相等，而 [(n, 0)] = [(0,m)] 要求 n+m = 0，只能有 n = m = 0。

定义 5.3 (整数的次序与绝对值). 对 x, y ∈ Z，定义 x ≤ y 当且仅当 y − x 属于上述自然数副
本。若 x 6= y 且 x ≤ y，写 x < y。定义 |x| = x（x ≥ 0 时），|x| = −x（x < 0 时）。

这里 y − x 已有意义，它是环中的 y + (−x)。每个整数差恰为非负或非正，且两者同时
成立只在差为零时发生，这给出全序性和反对称性。若 y − x、z − y 均为自然数，则它们的
和 z− x 也是自然数，给出传递性。加上同一个整数不改变差，故次序与加法相容。两个正整
数的乘积仍为正，因为它们来自两个非零自然数，而自然数的乘积非零。因此 x ≤ y、z ≥ 0

时有 xz ≤ yz。在自然数副本上，这个次序与原次序一致，仍满足良序性。又因正整数至少为
1，任意两个相邻整数之间没有别的整数。

这些事实提供了下文使用的有序整数运算法则。例如 [(3, 5)] = −2，而 −(−2) = 2；所有
整数的加减乘法现在都可以从自然数运算和商集构造中得到。

5.2 整除如何转化为等式

整数方程 ax = b 若允许实数解，在 a 6= 0 时可直接除以 a；若要求 x 是整数，问题就变
为 b 是否为 a 的整数倍。整除因此记录了一种受限制的可解性。

定义 5.4 (整除). 对 a, b ∈ Z，若存在 k ∈ Z 满足 b = ak，称 a 整除 b，记为 a | b。a 是 b 的
因子，b 是 a 的倍数。

整除式提供一个存在性条件。要使用 a | b，通常把它写为 b = ak；要证明 a | c，则要找
到 c = a` 的整数系数 `。

命题 5.5 (整除与整数线性组合). 若 d | a, d | b，则对任意 u, v ∈ Z，有 d | ua+ vb。

证明. 写 a = dr, b = ds，其中 r, s ∈ Z。则 ua+ vb = d(ur + vs)，且 ur + vs 是整数。

以后把 ua+ vb 称为 a, b 的整数线性组合。公因数必须整除每一个这样的组合。一个关键
问题是：能否反过来从这些组合中找出控制全部公因数的整数？
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5.3 带余除法：存在性与唯一性

定理 5.6 (带余除法). 若 a ∈ Z, b > 0，则存在唯一整数 q, r 满足

a = bq + r, 0 ≤ r < b.

q 称为商，r 称为余数。

证明. 考虑非负差值的集合

S = {a− bk : k ∈ Z, a− bk ≥ 0}.

取 k = −|a|，因 b ≥ 1，有 a − bk = a + b|a| ≥ a + |a| ≥ 0，故 S 非空。由自然数的良序性，
S 有最小元 r = a− bq。若 r ≥ b，则 r− b = a− b(q+1) ≥ 0 仍在 S，又小于 r，矛盾。因此
0 ≤ r < b，证明存在性。

设还有 a = bq′ + r′，其中 0 ≤ r′ < b。两式相减得 b(q − q′) = r′ − r。由余数范围，
−b < r′ − r < b，故

−b < b(q − q′) < b, −1 < q − q′ < 1.

整数 q − q′ 只能为 0，故 q = q′；再代回相减等式得到 r = r′。

例 5.7 (负整数的余数). −7 = 3(−3) + 2，所以除以 3 的余数是 2。表达式 −7 = 3(−2) − 1

虽然成立，却不满足规定的余数范围。区间 0 ≤ r < b 同时决定存在性问题中的目标和唯一性
问题中的约束。

5.4 欧几里得算法与 Bézout 等式

定义 5.8 (最大公因数与互素). 若 a, b 不全为零，其正公因数中的最大者称为最大公因数，记
为 gcd(a, b)。最大公因数为 1 时称 a, b 互素。

最大公因数存在：1 是正公因数，任取 a, b 中非零的一项，正公因数均不超过这一项的绝
对值，因此只有有限个候选。

命题 5.9 (更换一对整数而保留公因数). 若 a = bq+ r，则 a, b 的公因数与 b, r 的公因数完全
相同。因此在二者不全为零时，gcd(a, b) = gcd(b, r)。

证明. 若 d 整除 a, b，它也整除 r = a− bq。若 d 整除 b, r，它也整除 a = bq + r。这分别证
明两组公因数之间的两个包含关系。

将较大的正整数除以较小的，再用除数和余数继续计算，就逐步把问题转到更小的整数
上。非零余数严格递减，因而不能无限继续。这一过程称为欧几里得算法。

例 5.10 (计算与回代). 取 a = 252, b = 198，有

252 = 198 + 54,

198 = 3 · 54 + 36,

54 = 36 + 18,

36 = 2 · 18.
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每一步保留公因数，最后得到 gcd(252, 198) = gcd(18, 0) = 18。回代则给出另一种信息：

18 = 54− 36

= 54− (198− 3 · 54) = 4 · 54− 198

= 4(252− 198)− 198 = 4 · 252− 5 · 198.

所以最大公因数本身也是原来两数的整数线性组合。

定理 5.11 (Bézout 等式及其整除意义). 若 a, b 不全为零，令 d = gcd(a, b)，则存在 u, v ∈ Z
使 d = ua+ vb。每个公因数都整除 d，并且

{ax+ by : x, y ∈ Z} = dZ,

其中 dZ = {dk : k ∈ Z}。

证明. 考虑所有正的整数线性组合，取其中最小者 m = ua+ vb。它们存在，因为 a, b 中至少
一个非零，取它或它的相反数即可得到正组合。对 a除以 m，写 a = mq+r，其中 0 ≤ r < m。
则

r = a− q(ua+ vb) = (1− qu)a− qvb

仍是整数线性组合。若 r > 0，与 m 的最小性矛盾，所以 r = 0，即 m | a。对 b 除以 m，写
b = mt+ s，0 ≤ s < m，则

s = b− t(ua+ vb) = −tua+ (1− tv)b.

若 s > 0，又得到小于 m 的正组合，矛盾。因此 s = 0，即 m | b。
任意公因数都整除 ua + vb = m。因此 m 是正公因数，且其他正公因数不超过它，故

m = d。这既证明 Bézout 等式，也证明公因数都整除 d。

因 d | a, b，每个 ax+by都属于 dZ。反向由 d = ua+vb，对任意 k ∈ Z有 dk = a(uk)+b(vk)，
也属于左边。这证明集合相等。

欧几里得算法给出了实际求系数的方法；上面的最小正组合证明解释了为何所有组合最
终由一个整数控制。

推论 5.12 (整数线性方程的可解性). 设 a, b, c ∈ Z，且 a, b 不全为零。方程 ax+ by = c 有整
数解，当且仅当 gcd(a, b) | c。

证明. 必要性来自公因数整除每个线性组合。若 c = dk，将 Bézout 等式乘以 k，得到一组解
x = uk, y = vk。

例如 252x+ 198y = 36 有解 (8,−10)，但等于 1 时无整数解。这是最大公因数对整数方
程可解性的直接控制。

5.5 素数与唯一分解

定义 5.13 (单位与素数). 具有整数乘法逆元的整数称为单位，恰为 1,−1。整数 p > 1 称为素
数，若其正因子只有 1, p。
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素数定义说它自身不能分成两个更小正整数的乘积；唯一分解证明还需要它在一个乘积
中怎样出现。

引理 5.14 (Euclid 引理). 若 gcd(a, b) = 1 且 a | bc，则 a | c。特别地，素数 p 若整除 bc，则
p | b 或 p | c。

证明. 由 Bézout 等式取 ua+ vb = 1；由 a | bc 写 bc = ak，k ∈ Z。于是

c = (ua+ vb)c = uac+ vbc = a(uc+ vk).

括号内为整数，故 a | c。若 p为素数且不整除 b，则 p, b的正公因数只能为 1，从而 gcd(p, b) = 1，
应用前句即可。

互素条件确有作用：6 | 2 · 3，但 6 既不整除 2，也不整除 3。所以不能对任意整数直接使
用素数的乘积性质。

定理 5.15 (整数唯一分解). 每个整数 n > 1 均可写为有限个素数的乘积；这样的表达式只相
差因子的排列次序。

证明. 存在性用强归纳。若 n 是素数，已经得到分解；否则 n = ab，其中 1 < a, b < n。由归
纳假设分解 a, b，合并得到 n 的分解。

唯一性中，设 p1 · · · pr = q1 · · · qs，所有因子均为素数。Euclid 引理反复应用，说明 p1 整
除某个 qj，故 p1 = qj。将该因子移到首位并消去，得到更短的两个分解。继续消去，直到两
边均无因子。若有一边先耗尽，另一边剩下的素数乘积至少为 2，不能等于空积 1。因此因子
数相同，且可逐一配对。

存在性使用整数大小的下降，唯一性使用素数在乘积中的整除性质。这是证明中的两个
不同任务。

定义 5.16 (最小公倍数). 对非零整数 a, b，其最小正公倍数记为 lcm(a, b)。

写 |a| =
∏

p p
αp , |b| =

∏
p p

βp，其中 p 遍历素数，指数为非负整数且仅有限个非零。公因
数在每个素数处的指数至多为 min(αp, βp)；公倍数的指数至少为 max(αp, βp)。于是

gcd(a, b) =
∏
p

pmin(αp,βp), lcm(a, b) =
∏
p

pmax(αp,βp).

由于最小值与最大值之和为 αp + βp，得到 gcd(a, b) lcm(a, b) = |ab|。

5.6 同余：只保留除法的余数

固定正整数 n。若只关心除以 n 的余数，相差 n 的整数倍的两个整数就应当视为同类。

定义 5.17 (同余与剩余类). 定义 a ≡ b (mod n) 当且仅当 n | a − b。它为等价关系：差为 0

给出自反性，取负给出对称性，两个差相加给出传递性。商集记为 Z/nZ，a 的类记为 [a]n。

带余除法给出每个类在 {0, 1, . . . , n− 1} 中的一个代表元。若范围内两个代表元同余，其
差是绝对值小于 n 的 n 的倍数，只能为 0。所以每个类在此范围内恰有一个代表元，商集恰
有 n 个元素。
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命题 5.18 (运算与代表元). 规则 [a]n + [b]n = [a+ b]n，[a]n[b]n = [ab]n 在商集上良定义。

证明. 设 a− a′ = nr, b− b′ = ns。则

(a+ b)− (a′ + b′) = n(r + s), ab− a′b′ = a(b− b′) + b′(a− a′) = n(as+ b′r).

两种结果都与更换代表元之前同余。因此输出只依赖输入的类。

计算时可以先在整数中运算，再改用规定范围内的代表元。例如 [8]10 + [7]10 = [15]10 =

[5]10。这里 [15]10 与 [5]10 本来就是同一个元素。

命题 5.19 (哪些类可以相除). [a]n 有乘法逆元，当且仅当 gcd(a, n) = 1。

证明. 若 [a]n[b]n = [1]n，则存在整数 k 使 ab− kn = 1。a, n 的每个公因数因而都整除 1，所
以它们互素。

若 gcd(a, n) = 1，由 Bézout 等式取 u, v 使 ua+ vn = 1，转为剩余类等式即得 [u]n[a]n =

[1]n。

所以求模逆元又回到了同一个整数线性方程。7 · 3 = 21 ≡ 1 (mod 10)，故 [7]−110 = [3]10。
而 [2]10 无逆元，且 [2]10[5]10 = [0]10，两因子却均非零类。在模运算中使用消去或除法，必须
先检验相应条件。

文献：整数算法、Bézout 等式与唯一分解见 [8, 9]。



6 群论

群的运算可以表现为整数相加，也可以表现为可逆变换的复合。本章从二元运算开始，先
证明群公理所允许的运算规则，再构造子群、陪集、商群和同态。随后用群作用建立有限群的
计数方法，最后通过字与关系构造自由群及自由积。群中乘法一般不交换；每次改变因子次序
都须有相应依据。

6.1 二元运算与群公理

设 G 为非空集合。二元运算是一个映射 µ : G × G → G。记 µ(a, b) = ab；由于陪域为
G，任意 a, b ∈ G 的乘积已经要求属于 G。同一集合可以配上不同运算，因此群的对象是集合
与运算组成的结构。

定义 6.1 (群). 带二元运算的非空集合 G 称为群，若存在元素 e ∈ G，使下列条件成立：

(ab)c = a(bc) (a, b, c ∈ G), (6.1)
ea = a = ae (a ∈ G), (6.2)

对每个a ∈ G，存在b ∈ G 使ab = e = ba. (6.3)

e 称为单位元，式 (6.3) 中的 b 称为 a 的逆元。若还满足 ab = ba 对所有 a, b ∈ G 成立，则称
G 为交换群或阿贝尔群。

以下先从三条公理推出基本计算规则。特别是逆元的记号只有在证明唯一性之后才固定。

命题 6.2 (单位元与逆元的唯一性). 群中单位元唯一；每个元素的逆元唯一。

证明. 若 e, e′ 均为单位元，则

e = ee′ (e′ 为右单位元), ee′ = e′ (e 为左单位元),

故 e = e′。固定 a ∈ G，若 u, v 均为其逆元，则

u = ue 单位元性质

= u(av) av = e

= (ua)v 结合律

= ev ua = e

= v 单位元性质.

于是逆元唯一，记作 a−1。

命题 6.3 (消去、逆元与方程). 对 a, b, c ∈ G，有

ab = ac ⇐⇒ b = c, ba = ca ⇐⇒ b = c, (ab)−1 = b−1a−1, (a−1)−1 = a.

方程 ax = b 与 ya = b 分别有唯一解 a−1b 与 ba−1。

37
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证明. 若 ab = ac，则

b = eb = (a−1a)b = a−1(ab) = a−1(ac) = (a−1a)c = ec = c.

若 ba = ca，则

b = be = b(aa−1) = (ba)a−1 = (ca)a−1 = c(aa−1) = ce = c.

两个逆向蕴含只需在 b = c 两边同乘 a。对乘积逆元，分别计算

(ab)(b−1a−1) = a(bb−1)a−1 = aea−1 = e,

(b−1a−1)(ab) = b−1(a−1a)b = b−1eb = e.

由逆元唯一性得公式。又 a−1a = aa−1 = e，所以 a 是 a−1 的逆元。

最后
ax = b =⇒ x = a−1(ax) = a−1b, a(a−1b) = (aa−1)b = b.

前式证明任何解都被迫等于 a−1b，后式证明它确实是解。右侧方程同样由

ya = b =⇒ y = (ya)a−1 = ba−1, (ba−1)a = b

得到存在性与唯一性。

命题 6.4 (有限乘积与括号). 固定元素序列 a1, . . . , an，保持次序的所有合法加括号方式给出
相同乘积。

证明. 对 n 作强归纳。n ≤ 2 时无须比较。任意一个 n 因子括号式，其最后一步都在某个 i 处
分开，形如

(a1 · · · ai)(ai+1 · · · an), 1 ≤ i < n.

每个括号内的值由归纳假设唯一确定。比较两个分点 i < j，记三个非空连续段的乘积分别为
A,B,C。归纳假设把两种值分别写成 A(BC) 与 (AB)C，而 (6.1) 给出 A(BC) = (AB)C。相
同分点的情形直接由归纳假设相等。因此任意两种括号式相等。

6.2 整数次幂与具体群

定义 6.5 (整数次幂与阶). 固定 g ∈ G。递归定义 g0 = e、gn+1 = gng（n ≥ 0），并对 n > 0

定义 g−n = (g−1)n。若存在正整数 n 使 gn = e，称其中最小者为 g 的阶，记 ord(g)；否则称
g 为无限阶。群的阶 |G| 指其集合的基数。

命题 6.6 (幂的运算法则). 对任意 m,n ∈ Z，有

gm+n = gmgn, (gm)n = gmn, (gm)−1 = g−m.

证明. 先将递推公式扩展到负指标。若 k = −r < 0，r ≥ 1，则

gkg = (g−1)rg = (g−1)r−1(g−1g) = (g−1)r−1 = gk+1.

因此 gk+1 = gkg 对每个整数 k 成立，并且右乘 g−1 得 gk−1 = gkg−1。
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固定任意整数 m。当 n = 0 时，gm+0 = gm = gmg0。若等式在 n 成立，则

gm+n+1 = gm+ng = (gmgn)g = gmgn+1,

gm+n−1 = gm+ng−1 = (gmgn)g−1 = gmgn−1.

由从零分别向正、负方向归纳，第一式对所有 n 成立。取 n = −m，得到

gmg−m = g0 = e = g−mgm,

由逆元唯一性得第三式。对 n ≥ 0，第二式按 n 归纳：

(gm)0 = e = gm·0, (gm)n+1 = (gm)ngm = gmngm = gm(n+1).

若 n = −r < 0，则
(gm)n = ((gm)−1)r = (g−m)r = g−mr = gmn.

例 6.7 (整数加法与剩余类). 在 Z 中取加法为运算，则结合律为 (a+ b) + c = a+ (b+ c)，单
位元为 0，逆元为 −a。交换律给出这是交换群。对 n ≥ 1，加法

[a]n + [b]n = [a+ b]n

也使整数剩余类组成群。若 a′ = a+ rn, b′ = b+ sn，则

(a′ + b′)− (a+ b) = (r + s)n,

所以加法与代表元无关。其单位为 [0]n，逆元为 [−a]n；结合律与交换律由整数加法下降。

例 6.8 (置换群). 对集合 X，令 Sym(X) 为全体双射 X → X，以映射复合为乘法，约定右边
的映射先作用。双射 σ, τ 的复合仍为双射，因为

(στ)(τ−1σ−1) = idX = (τ−1σ−1)(στ).

对任意 x ∈ X，
((στ)ρ)(x) = σ(τ(ρ(x))) = (σ(τρ))(x),

故复合结合，idX 为单位，逆映射为逆元，因而构成群。X = {1, . . . , n} 时记作 Sn。依次选
择 σ(1), . . . , σ(n)，可选数为 n, n− 1, . . . , 1，故 |Sn| = n!。

循环记号 (i1 i2 · · · ir) 表示把 ij 送到 ij+1、把 ir 送到 i1，并固定其余元素的置换。两
字母循环称为对换。在 S3 中，若 s = (12), t = (23)，则

(st)(1) = s(1) = 2, (ts)(1) = t(2) = 3,

故 st 6= ts。逐点计算还有 st = (123)、ts = (132)。
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6.3 子群、交与生成

定义 6.9 (子群). 子集 H ⊆ G 若在 G 的运算限制下本身为群，称为子群，记作 H ≤ G。

命题 6.10 (子群判别). 非空子集 H ⊆ G 为子群，当且仅当

a, b ∈ H =⇒ ab−1 ∈ H.

证明. 先设 H 在限制运算下为群，其单位元暂记 eH。因为 eHeH = eH，在 G 中左乘 e−1H 得
eH = eG。每个 b ∈ H 在 H 中的逆元也满足 G的逆元等式，由唯一性等于 b−1。因此 a, b ∈ H
蕴含 ab−1 ∈ H。

反过来，设条件成立。取 a ∈ H，依次使用条件得到

a, a ∈ H =⇒ aa−1 = e ∈ H,

e, b ∈ H =⇒ eb−1 = b−1 ∈ H,

a, b−1 ∈ H =⇒ a(b−1)−1 = ab ∈ H.

于是 H 中有单位元、每个元素的逆元，且乘法封闭。对 a, b, c ∈ H，结合律 (ab)c = a(bc) 是
G 中同一等式的限制，故 H 为群。

命题 6.11 (交与生成子群). 任意子群族 (Hi)i∈I 的交是子群，空族之交取为 G。对 S ⊆ G，
定义

〈S〉 =
⋂

S⊆H≤G
H.

则
〈S〉 = {sε11 · · · s

εr
r : r ≥ 0, si ∈ S, εi ∈ {1,−1}}.

r = 0 时取空积 e。

证明. 每个 Hi 含 e，所以交非空；若 a, b ∈
⋂

iHi，则

∀i ∈ I, ab−1 ∈ Hi, 故ab−1 ∈
⋂
i

Hi.

由子群判别，交为子群。包含 S 的子群至少有 G，所以所定义的交存在且为子群。

记右侧的有限乘积集合为 W。它含空积；两个词连接仍为词，而且

(sε11 · · · s
εr
r )−1 = s−εrr · · · s−ε11 ∈W.

因此 W 为含 S 的子群，故 〈S〉 ⊆W。另一方面，对每个含 S 的子群 H，由逆元和乘法封闭
有 W ⊆ H，从而 W ⊆

⋂
S⊆H≤GH = 〈S〉。两包含给出相等。

例 6.12 (整数的子群). Z的每个加法子群都形如 dZ，其中 d ≥ 0。若子群 H = {0}，取 d = 0。
否则 H 含正整数，令 d 为其中最小者。对 a ∈ H 作带余除法 a = qd+ r，0 ≤ r < d，则

r = a− qd ∈ H.

若 r > 0，与 d 的最小性矛盾，故 r = 0，即 H ⊆ dZ。由 d ∈ H 及整数倍封闭，dZ ⊆ H，所
以 H = dZ。正生成元也唯一：dZ = d′Z 且 d, d′ > 0 时，d | d′ 且 d′ | d，故 d = d′。
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6.4 同态、核与纤维

定义 6.13 (群同态). 设 G,K 为群。映射 f : G→ K 若满足 f(ab) = f(a)f(b)，称为群同态。
双射同态称为同构，记为 G ∼= K。

命题 6.14 (同态的基本性质). 同态 f : G→ K 满足

f(eG) = eK , f(a−1) = f(a)−1, f(an) = f(a)n (n ∈ Z).

双射同态的逆映射仍为同态；恒等映射和同态的复合都是同态。

证明. 设 u = f(eG)。由 u = f(eGeG) = u2，得

eK = u−1u = u−1u2 = u.

又
f(a)f(a−1) = f(aa−1) = eK , f(a−1)f(a) = f(a−1a) = eK ,

所以由逆元唯一性得第二式。n ≥ 0 时第三式由递归定义归纳得到：

f(a0) = eK = f(a)0, f(an+1) = f(ana) = f(a)nf(a) = f(a)n+1.

负指数由第二式及正指数情形得到。

若 f 双射，对 x, y ∈ K，令 a = f−1(x), b = f−1(y)，则

f−1(xy) = f−1(f(a)f(b)) = f−1(f(ab)) = ab = f−1(x)f−1(y).

若 h : K → L 为同态，则 (hf)(ab) = h(f(a)f(b)) = (hf)(a)(hf)(b)。恒等映射的等式为
idG(ab) = idG(a)idG(b)。

定义 6.15 (核与像). 对同态 f : G→ K，定义

ker f = {a ∈ G : f(a) = eK}, im f = {f(a) : a ∈ G}.

命题 6.16 (核、像与单射判别). ker f ≤ G，im f ≤ K，且

f(a) = f(b) ⇐⇒ b−1a ∈ ker f.

因此 f 为单射当且仅当 ker f = {eG}。

证明. 由 f(eG) = eK，核非空；若 a, b ∈ ker f，则

f(ab−1) = f(a)f(b)−1 = eKe
−1
K = eK ,

故核为子群。像含 eK，且
f(a)f(b)−1 = f(ab−1) ∈ im f,

故像为子群。对于任意 a, b ∈ G，

f(a) = f(b) ⇐⇒ f(b)−1f(a) = eK

⇐⇒ f(b−1a) = eK

⇐⇒ b−1a ∈ ker f.

若 f 单射，则 a ∈ ker f 蕴含 f(a) = f(eG)，故 a = eG。若核平凡，则 f(a) = f(b) 蕴含
b−1a = eG，即 a = b。
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6.5 循环群的分类与子群

定义 6.17 (循环群). 若 G = 〈g〉，称 G 为循环群，g 为生成元。由幂的加法公式，〈g〉 = {gk :

k ∈ Z}。

定理 6.18 (循环群的分类). 若 g 无限阶，则 〈g〉 ∼= Z。若 g 的阶为 n，则

gk = e ⇐⇒ n | k, 〈g〉 ∼= Z/nZ.

证明. 映射 φ : Z → 〈g〉，φ(k) = gk，由 gk+ℓ = gkgℓ 为满同态。若 g 无限阶且 gk = e，则
k > 0 与无限阶矛盾；k < 0 时取逆得到 g−k = e 也矛盾，故 k = 0。于是核为零，φ 为同构。

若 ord(g) = n，对 k ∈ Z 写 k = qn+ r，0 ≤ r < n。则

gk = (gn)qgr = gr.

若 gk = e，就有 gr = e，由 n 的最小性得 r = 0；反之 n | k 时上式显然为 e。进而

gk = gℓ ⇐⇒ gk−ℓ = e ⇐⇒ n | (k − `) ⇐⇒ [k]n = [`]n.

所以 [k]n 7→ gk 良定义且单射，满射来自生成性，保持加法到乘法来自幂公式，故为同构。

定理 6.19 (循环群的子群与元素的阶). 循环群的每个子群仍为循环群。若 ord(g) = n < ∞，
则

ord(gk) = n

gcd(n, k) (k ∈ Z),

其中 gcd(n, k) 取正值。阶为 n 的循环群对每个正因子 d | n 恰有一个阶为 d 的子群，为
〈gn/d〉。

证明. 设 H ≤ 〈g〉。取前面的满同态 φ : Z→ 〈g〉。集合

A = φ−1(H) = {k : gk ∈ H}

含零；若 k, ` ∈ A，则 gk−ℓ = gk(gℓ)−1 ∈ H，故 k − ` ∈ A。于是 A = dZ，某个 d ≥ 0。由于
φ 满射，H = φ(A) = 〈gd〉。

令 c = gcd(n, k)，写 n = cn0, k = ck0，则 gcd(n0, k0) = 1。对正整数 t，

(gk)t = e ⇐⇒ n | kt ⇐⇒ n0 | k0t ⇐⇒ n0 | t.

最后一步使用互素数的整除性质。因此最小的这样的 t 为 n0 = n/c。

若 H 为有限循环群的子群，其逆像 A = dZ 包含 nZ，故 d | n；这里可取 1 ≤ d ≤ n，包
括平凡子群对应的 d = n。上式给出 |H| = n/d。所以若指定 |H| = r，则必须 d = n/r，存在
性与唯一性同时得到。

6.6 陪集、等价关系与 Lagrange 定理

定义 6.20 (陪集与指数). 设 H ≤ G。对 g ∈ G，左陪集、右陪集分别为

gH = {gh : h ∈ H}, Hg = {hg : h ∈ H}.

左陪集组成的集合记为 G/H，此处只赋予它集合结构。其基数称为指数，记 [G : H]。
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命题 6.21 (陪集判别与划分). 对 g, k ∈ G，有

gH = kH ⇐⇒ k−1g ∈ H.

任意两个左陪集或相等或不交；所有左陪集覆盖 G。每个 gH 均与 H 等势。

证明. 若 gH = kH，则 g = ge ∈ kH，所以存在 h0 ∈ H 使 g = kh0，从而 k−1g = h0 ∈ H。
反过来，若 g = kh0，则

gH = kh0H = kH.

其中 h0H = H 的两个包含分别由 h0h ∈ H 及 h = h0(h
−1
0 h) 得到。

若 gH ∩ kH 6= ∅，取 gh = kh′，h, h′ ∈ H。则

k−1g = h′h−1 ∈ H,

故 gH = kH。又 g = ge ∈ gH 对每个 g 成立，所以这些集合覆盖 G。

定义 Lg : H → gH，Lg(h) = gh，以及 Rg : gH → H，Rg(x) = g−1x。后者确实取值于
H，因为 x = gh 时 g−1x = h。并且

RgLg(h) = g−1gh = h, LgRg(x) = gg−1x = x.

所以它们互逆，Lg 为双射。

定义 a ∼ b ⇐⇒ b−1a ∈ H，则它的等价类正是左陪集：

[a] = {b : a−1b ∈ H} = aH.

关系的自反、对称、传递分别由 a−1a = e ∈ H、(b−1a)−1 = a−1b ∈ H、c−1a = (c−1b)(b−1a) ∈ H
给出。这把陪集划分与前面等价关系的商集构造连接起来。

定理 6.22 (Lagrange 定理). 若 G 有限且 H ≤ G，则

|G| = [G : H]|H|.

因此 |H| | |G|，且对每个 g ∈ G 有 ord(g) | |G|。

证明. 令 g1H, . . . , grH 为互不相同的全部左陪集，则 r = [G : H]。划分性质说明这些子集两
两不交，且

G =

r⋃
i=1

giH.

每块通过 h 7→ gih 与 H 双射，故

|G| =
r∑

i=1

|giH| =
r∑

i=1

|H| = r|H|.

取 H = 〈g〉，循环群分类给出 |H| = ord(g)，得到最后结论。

推论 6.23. 阶为素数 p 的群为循环群。若子群 H 的指数为 2，则 gH = Hg 对所有 g ∈ G 成
立。

证明. 若 |G| = p 且 g 6= e，则 1 < ord(g) | p，所以 ord(g) = p，从而 〈g〉 = G。

对于指数为 2 的子群，若 g ∈ H，则 gH = H = Hg。若 g /∈ H，左陪集恰为 H, gH，故
gH = G \H。右陪集与左陪集等势对应，具体为 aH 7→ Ha−1；逆向同样取逆，所以右陪集
也恰有两个。因此 Hg = G \H = gH。
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6.7 正规子群与商群的乘法

对子群 N ≤ G，我们希望在陪集集合上定义 (gN)(hN) = ghN。若将 g, h 换成 gn, hm，
其中 n,m ∈ N，则

(gn)(hm) = gnhm = gh(h−1nh)m.

因此需要 h−1nh ∈ N，才能保证两个乘积属于同一陪集。正规性的条件正是在这里出现的。

定义 6.24 (正规子群). 子群 N ≤ G 称为正规子群，记为 N ⊴ G，若

gNg−1 = N (g ∈ G).

其中 gNg−1 = {gng−1 : n ∈ N}。

命题 6.25 (正规性的等价条件). 对于子群 N ≤ G，以下三个条件等价：对所有 g ∈ G，有
gNg−1 = N；对所有 g ∈ G，有 gNg−1 ⊆ N；对所有 g ∈ G，有 gN = Ng。任意群同态的
核正规。

证明. 相等显然蕴含包含。若包含对每个 g 成立，将 g 换为 g−1 得 g−1Ng ⊆ N，所以

N = g(g−1Ng)g−1 ⊆ gNg−1 ⊆ N.

于是相等。左右乘集合是双射给出的集合操作，故

gNg−1 = N ⇐⇒ (gNg−1)g = Ng ⇐⇒ gN = Ng.

若 N = ker f，则对 n ∈ N, g ∈ G，

f(gng−1) = f(g)f(n)f(g)−1 = f(g)ef(g)−1 = e,

所以 gNg−1 ⊆ N。由刚才证明的等价性，核正规。

定理 6.26 (商群的构造). 规则 (gN)(hN) = ghN 与代表元无关，当且仅当 N ⊴ G。在此条
件下，它使 G/N 成为群，其单位元为 N，逆元为 (gN)−1 = g−1N。投影

q : G→ G/N, q(g) = gN

是满同态，且 ker q = N。

证明. 设 N 正规。若 g′N = gN 且 h′N = hN，由陪集判别存在 n,m ∈ N 使 g′ = gn, h′ = hm。
令 u = (h−1nh)m，正规性与子群乘法封闭给出 u ∈ N。于是

g′h′N = gnhmN = ghuN = ghN.

所以乘法良定义。对任意 g, h, k ∈ G，

((gN)(hN))(kN) = ((gh)k)N = (g(hk))N = (gN)((hN)(kN)),

N(gN) = (eg)N = gN = (ge)N = (gN)N,

(gN)(g−1N) = (gg−1)N = N = (g−1g)N = (g−1N)(gN).
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这逐项验证了群公理。投影满足

q(gh) = ghN = (gN)(hN) = q(g)q(h).

每个陪集 gN 都等于 q(g)，故 q 满射，而且

g ∈ ker q ⇐⇒ gN = N ⇐⇒ g ∈ N.

反过来，若规则良定义，则 nN = N = eN 对 n ∈ N 成立，因而

ngN = (nN)(gN) = (eN)(gN) = gN.

陪集判别给出 g−1ng ∈ N。由于 g 任意，g−1Ng ⊆ N 对所有 g 成立，所以上一命题给出 N

正规。

例 6.27 (不正规时的计算). 取 G = S3、H = {e, (12)}。记 s = (12), t = (23)，逐点复合得

t−1st = (13) /∈ H.

由于 sH = H，若陪集乘法良定义，就应有 (sH)(tH) = H(tH) = tH；但按照候选规则左边
为 stH，而

stH = tH ⇐⇒ t−1st ∈ H

不成立。因此同一输入陪集 H 的两个代表元 e, s 给出了不同的输出。

6.8 商群的因子化与第一同构定理

定理 6.28 (因子化定理). 设 N ⊴ G、f : G → K 为同态，q : G → G/N 为投影。存在同态
f̄ : G/N → K 使 f = f̄ q，当且仅当 N ⊆ ker f。存在时它唯一，并且

f̄(gN) = f(g).

证明. 若 f = f̄ q，则对 n ∈ N，

f(n) = f̄(q(n)) = f̄(N) = eK ,

所以 N ⊆ ker f。
反过来，假设此包含成立。若 gN = g′N，可写 g′ = gn，其中 n ∈ N，故

f(g′) = f(gn) = f(g)f(n) = f(g)eK = f(g).

因此公式 f̄(gN) = f(g) 良定义。并且

f̄((gN)(hN)) = f̄(ghN) = f(gh) = f(g)f(h) = f̄(gN)f̄(hN),

故为同态，且 f̄ q(g) = f̄(gN) = f(g)。若 u : G/N → K 也满足 uq = f，则对每个陪集 gN，

u(gN) = u(q(g)) = f(g) = f̄(gN).

所以 u = f̄，得到唯一性。
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G K

G/N

f

q
f̄

图中 f̄ 在商类上的值不是任意指定的；等式 f̄ q = f 强迫它取 f(g)。条件 N ⊆ ker f 则保证
这个被迫给出的公式与代表元无关。

定理 6.29 (第一同构定理). 每个同态 f : G→ K 给出同构

Φ : G/ ker f −→ im f, Φ(g ker f) = f(g).

证明. 核正规，由因子化定理，Φ 是良定义同态。对每个 y ∈ im f，存在 g ∈ G 使 y = f(g) =

Φ(g ker f)，故 Φ 满射。对任意 g, h ∈ G，

Φ(g ker f) = Φ(h ker f) ⇐⇒ f(g) = f(h)

⇐⇒ h−1g ∈ ker f
⇐⇒ g ker f = h ker f.

因此 Φ 单射，故为同构。

例 6.30 (同态的纤维是核的陪集). 取 f : Z → Z/6Z，f(k) = [k]6。核为 6Z，每个纤维为
a+ 6Z。例如

f−1({[2]6}) = {. . . ,−10,−4, 2, 8, 14, . . .} = 2 + 6Z.

一般地，若 f : G→ K 为同态、y = f(g)，则

f−1({y}) = {h ∈ G : f(h) = f(g)} = {h : g−1h ∈ ker f} = g ker f.

所以第一同构定理将同态的每个纤维替换成一个商群元素，随后保留它实际取到的输出。

6.9 子群乘积、第二与第三同构定理

命题 6.31 (子群乘积). 设 H,N ≤ G 且 N ⊴ G。定义 HN = {hn : h ∈ H,n ∈ N}，则
HN ≤ G，且 N ⊴ HN。若 G 有限，则

|HN | = |H||N |
|H ∩N |

.

证明. e = ee ∈ HN。对 h1n1, h2n2 ∈ HN，

(h1n1)(h2n2) = h1h2(h
−1
2 n1h2)n2 ∈ HN,

因为 h1h2 ∈ H，(h−12 n1h2)n2 ∈ N。又

(hn)−1 = n−1h−1 = h−1(hn−1h−1) ∈ HN.

因此 HN 为子群。对 x ∈ HN ⊆ G 已有 xNx−1 = N，故 N ⊴ HN。
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计数时考虑满射 µ : H ×N → HN，µ(h, n) = hn。固定 h0n0 ∈ HN，则

hn = h0n0 ⇐⇒ h−10 h = n0n
−1 ∈ H ∩N.

令此公共元素为 c，得到 h = h0c, n = c−1n0。反过来每个 c ∈ H ∩N 都给出一个这样的表示。
因此纤维与 H ∩N 双射，所有纤维均有 |H ∩N | 个元素，于是

|H||N | =
∑

x∈HN

|µ−1(x)| = |HN ||H ∩N |.

定理 6.32 (第二同构定理). 若 H ≤ G,N ⊴ G，则

H ∩N ⊴ H, H/(H ∩N) ∼= HN/N.

证明. 定义 f : H → HN/N，f(h) = hN。对 h, h′ ∈ H，

f(hh′) = hh′N = (hN)(h′N) = f(h)f(h′).

每个陪集 (hn)N = hN，故 f 满射；并且

ker f = {h ∈ H : hN = N} = {h ∈ H : h ∈ N} = H ∩N.

核正规，且第一同构定理给出 h(H ∩N) 7→ hN 的同构。

定理 6.33 (第三同构定理). 设 N,K ⊴ G 且 N ⊆ K，则 K/N ⊴ G/N，并且

(G/N)/(K/N) ∼= G/K.

证明. 定义 f : G/N → G/K，f(gN) = gK。若 gN = hN，则 h−1g ∈ N ⊆ K，所以
gK = hK；因此良定义。其乘法与满射性质分别由

f((gN)(hN)) = ghK = (gK)(hK), gK = f(gN)

得到。核满足
gN ∈ ker f ⇐⇒ gK = K ⇐⇒ g ∈ K,

故 ker f = {gN : g ∈ K} = K/N。由核正规性及第一同构定理得到结论。

定理 6.34 (子群对应定理). 设 q : G→ G/N 为正规子群的投影。映射

H 7−→ q(H), L 7−→ q−1(L)

给出包含 N 的子群 H ≤ G 与子群 L ≤ G/N 之间的互逆对应。此对应保持包含关系，并满
足

H ⊴ G ⇐⇒ q(H) ⊴ G/N.

证明. 同态像是子群，故 q(H) 为子群。若 a, b ∈ q−1(L)，则 q(ab−1) = q(a)q(b)−1 ∈ L，故
q−1(L) 为子群；它含 N，因为 q(N) = {N} ⊆ L。
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对于 N ⊆ H，逐个元素计算

g ∈ q−1(q(H)) ⇐⇒ ∃h ∈ H, gN = hN

⇐⇒ ∃h ∈ H, h−1g ∈ N

⇐⇒ g ∈ H.

最后一个方向用 g = hn ∈ H；反方向取 h = g, n = e。因此 q−1(q(H)) = H。对 y ∈ G/N，
由 q 满射，

y ∈ q(q−1(L)) ⇐⇒ y ∈ L.

所以两操作互逆。包含关系由像与原像的定义保持。

若 H 正规，对 g ∈ G,h ∈ H，

q(g)q(h)q(g)−1 = q(ghg−1) ∈ q(H),

所以 q(H)正规。若 q(H)正规，则对于 g ∈ G,h ∈ H，同一等式表明 ghg−1 ∈ q−1(q(H)) = H，
故 H 正规。

6.10 群作用：用群元素规定置换

定义 6.35 (左作用). 群 G 在集合 X 上的左作用是映射 G×X → X，记作 (g, x) 7→ g · x，满
足

e · x = x, (gh) · x = g · (h · x).

命题 6.36 (作用与置换同态). 一个左作用等价于一个同态 ρ : G → Sym(X)，对应公式为
ρ(g)(x) = g · x。

证明. 给定作用，先证明每个 ρ(g) 是双射。对 x ∈ X，

ρ(g−1)ρ(g)(x) = g−1 · (g · x) = (g−1g) · x = x;

将 g 换成 g−1 得另一复合也为恒等。因此 ρ(g) ∈ Sym(X)。又

ρ(gh)(x) = (gh) · x = g · (h · x) = (ρ(g)ρ(h))(x),

故 ρ(gh) = ρ(g)ρ(h)。反过来，若 ρ 为同态，定义 g · x = ρ(g)(x)，则

e · x = ρ(e)(x) = x, (gh) · x = ρ(g)ρ(h)(x) = g · (h · x).

两种构造逐点互逆。

定义 6.37 (轨道、稳定子与不动点). 对 x ∈ X，定义轨道 Gx = {g · x : g ∈ G}，稳定子
Gx = {g ∈ G : g · x = x}。全体被所有群元素固定的点记为

XG = {x ∈ X : ∀g ∈ G, g · x = x}.

若 Gx = X 对某个 x 成立，称作用为传递作用。若作用同态 ρ 单射，称作用忠实。

命题 6.38 (轨道划分与稳定子). 各轨道构成 X 的划分，且 Gx ≤ G。对任意 g ∈ G，有

Gg·x = gGxg
−1.
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证明. 关系 x ∼ y ⇐⇒ y = g · x 对某个 g 成立，是等价关系，因为

x = e · x, y = g · x =⇒ x = g−1 · y,

且 y = g · x, z = h · y 蕴含 z = (hg) · x。等价类恰为轨道，故划分成立。
e ∈ Gx。若 a, b ∈ Gx，则 b−1 · x = b−1 · (b · x) = x，从而

(ab−1) · x = a · (b−1 · x) = a · x = x.

由子群判别，Gx ≤ G。最后对 h ∈ G，

h ∈ Gg·x ⇐⇒ h · (g · x) = g · x

⇐⇒ (g−1hg) · x = x

⇐⇒ g−1hg ∈ Gx

⇐⇒ h ∈ gGxg
−1.

这逐元素证明所需集合相等。

定理 6.39 (轨道与陪集). 映射

Φ : G/Gx → Gx, Φ(gGx) = g · x

为双射。若 G 有限，则 |Gx| = [G : Gx] = |G|/|Gx|。

证明. 关键等价式为

g · x = h · x ⇐⇒ (h−1g) · x = x

⇐⇒ h−1g ∈ Gx

⇐⇒ gGx = hGx.

从右向左读，证明不同代表元给出同一点，所以 Φ 良定义；从左向右读，证明相同像必来自
同一陪集，所以 Φ单射。任意轨道元素均为 g ·x = Φ(gGx)，所以满射。有限时再用 Lagrange
定理得到计数式。

定理 6.40 (Cayley 定理). 每个群同构于其元素集合的置换群的一个子群。

证明. 定义左平移 Lg : G→ G，Lg(a) = ga。则

Lg−1Lg(a) = g−1ga = a, LgLg−1(a) = gg−1a = a,

所以 Lg 为双射。又
Lgh(a) = (gh)a = g(ha) = (LgLh)(a),

故 L : g 7→ Lg 是同态 G → Sym(G)。若 Lg = idG，在 e 处取值给出 g = Lg(e) = e，所以
kerL = {e}。于是 L 单射，并给出 G ∼= imL ≤ Sym(G)。
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6.11 共轭、中心、中心化子与正规化子

定义 g · x = gxg−1，其中 g, x ∈ G。这是共轭作用，因为

exe−1 = x, (gh)x(gh)−1 = g(hxh−1)g−1.

它的轨道称为共轭类，记 ClG(x) = {gxg−1 : g ∈ G}。由轨道关系，共轭是等价关系。

定义 6.41 (中心与中心化子). 群 G 的中心与元素 x 的中心化子分别为

Z(G) = {z ∈ G : ∀g ∈ G, zg = gz}, CG(x) = {g ∈ G : gx = xg}.

对子群 H ≤ G，其正规化子为 NG(H) = {g ∈ G : gHg−1 = H}。

命题 6.42. CG(x) 为共轭作用中 x 的稳定子；Z(G) =
⋂

x∈GCG(x) 为正规子群；NG(H) 为
子群且 H ⊴ NG(H)。有限群中有

|ClG(x)| = [G : CG(x)].

证明. 共轭作用的稳定条件满足

gxg−1 = x ⇐⇒ gx = xg,

故稳定子恰为 CG(x)，并且它是子群。交的元素正是与所有 x 交换的元素，因此 Z(G) =⋂
xCG(x) 为子群。若 z ∈ Z(G)，则 gzg−1 = z ∈ Z(G)，所以中心正规。
正规化子的单位条件为 eHe−1 = H。若 a, b ∈ NG(H)，则 bHb−1 = H 给出 b−1Hb = H，

从而
(ab−1)H(ab−1)−1 = a(b−1Hb)a−1 = aHa−1 = H.

故 NG(H) 为子群。对 h ∈ H，由子群封闭性 hHh−1 ⊆ H，再将 h 换为 h−1 得反向包含，故
H ⊆ NG(H)；H 在其中正规则直接来自正规化子的定义。最后一个计数式为轨道公式。

正规化子也有作用解释：G 在全体子群组成的集合上以 g · H = gHg−1 作用，结合律
的计算与元素共轭相同。故 NG(H) 是这个作用的稳定子，而 H 的不同共轭子群的数目为
[G : NG(H)]。

例 6.43 (S3 中的共轭类). 对置换 σ，逐点计算有 σ(ij)σ−1 = (σ(i) σ(j))。因此 (12) 的共轭
类为 {(12), (13), (23)}。轨道大小为 3，所以 |CS3((12))| = 6/3 = 2；其中已含 e, (12)，故中心
化子正是这两元素组成的子群。

对三循环，σ(123)σ−1 = (σ(1) σ(2) σ(3))，所以 (123) 与 (132) 共轭。全部共轭类因此为

{e}, {(12), (13), (23)}, {(123), (132)}.

它们大小为 1, 3, 2，总和为 6，且只有 e 的共轭类为单元素，故 Z(S3) = {e}。

6.12 自同构、内自同构与交换化

定义 6.44 (自同构). 群到自身的同构称为自同构。全体自同构记为 Aut(G)，运算为复合。映
射 cg : G→ G，cg(x) = gxg−1，称为由 g 给出的内自同构，全体内自同构记为 Inn(G)。
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命题 6.45. Aut(G) 为群，Inn(G) ⊴ Aut(G)，且 Inn(G) ∼= G/Z(G)。因此可定义外自同构群
Out(G) = Aut(G)/ Inn(G)。

证明. 复合保持同态且保持双射，恒等映射为单位，逆映射仍为同态，结合律继承自映射复合，
所以 Aut(G) 为群。对于 cg，

cg(xy) = gxyg−1 = (gxg−1)(gyg−1) = cg(x)cg(y),

且 cg−1cg = idG = cgcg−1，故 cg ∈ Aut(G)。又

cgch(x) = g(hxh−1)g−1 = (gh)x(gh)−1 = cgh(x).

所以 c : g 7→ cg 是同态，其像为 Inn(G)，核满足

g ∈ ker c ⇐⇒ ∀x, gxg−1 = x ⇐⇒ ∀x, gx = xg ⇐⇒ g ∈ Z(G).

第一同构定理给出 G/Z(G) ∼= Inn(G)。
最后，对 α ∈ Aut(G)、g, x ∈ G，

(αcgα
−1)(x) = α(gα−1(x)g−1)

= α(g)xα(g)−1

= cα(g)(x).

所以 α Inn(G)α−1 ⊆ Inn(G)；对 α−1 使用相同包含得到相等，故正规，商群可定义。

定义 6.46 (交换子与交换子子群). 定义 [g, h] = ghg−1h−1，称为 g, h 的交换子。全体交换子
生成的子群记为 [G,G]。

命题 6.47 (交换化的泛性质). [G,G] ⊴ G，商群 Gab = G/[G,G] 为交换群。每个到交换群 A

的同态 f : G→ A 唯一经过投影 G→ Gab 因子化。

证明. 对 x, g, h ∈ G，
x[g, h]x−1 = [xgx−1, xhx−1].

右侧由展开四个因子并消去相邻 x−1x 得到。于是共轭把每个交换子及其逆元送到交换子或
其逆元，也把它们的有限乘积送到这样的乘积，故 x[G,G]x−1 ⊆ [G,G]；对所有 x 使用正规
性判别得正规。

记投影为 q。由于 q([g, h]) = e，

q(g)q(h)q(g)−1q(h)−1 = e =⇒ q(g)q(h) = q(h)q(g).

q 满射，所以商群所有元素都交换。若 A 交换，则

f([g, h]) = f(g)f(h)f(g)−1f(h)−1 = eA.

核为子群且含所有交换子，故 [G,G] ⊆ ker f。商群因子化定理给出所需唯一同态。
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6.13 类方程与素数幂阶群

定义 6.48 (p-群). 设 p为素数。有限群若阶为 pa，其中 a ≥ 0，称为有限 p-群。以下涉及 p-群
的计数结论均在有限情形下使用。

定理 6.49 (类方程). 设 G 为有限群，取全部非单元素共轭类的代表 x1, . . . , xr，则

|G| = |Z(G)|+
r∑

i=1

[G : CG(xi)].

证明. 元素 x 的共轭类为单元素，当且仅当

∀g ∈ G, gxg−1 = x ⇐⇒ ∀g ∈ G, gx = xg ⇐⇒ x ∈ Z(G).

因此，把中心中的单元素共轭类合在一起，可写为

G = Z(G) ∪
r⋃

i=1

ClG(xi).

右边各部分两两不交。分别计数，再代入 |ClG(xi)| = [G : CG(xi)]，便得等式。

命题 6.50 (p-群作用的不动点计数). 若有限 p-群 P 作用在有限集合 X 上，则

|X| ≡ |XP | (mod p).

特别地，非平凡有限 p-群的中心至少有 p 个元素。

证明. 对每个 x ∈ X，轨道大小为 [P : Px]，由 Lagrange 定理，它是 p 的幂。单元素轨道恰
好对应 XP 中的点，其余轨道的大小均被 p 整除。若非单元素轨道为 O1, . . . , Os，则

|X| = |XP |+
s∑

i=1

|Oi| ≡ |XP | (mod p).

取 X = P、作用为共轭，则 XP = Z(P )。若 |P | = pa 且 a ≥ 1，上式给出 |Z(P )| ≡ 0

(mod p)。中心含单位元，所以非空；其大小是正的 p 的倍数，故至少为 p。

命题 6.51. 若 G/Z(G) 为循环群，则 G 交换。因此阶为 p2 的群必交换。

证明. 设G/Z(G) = 〈gZ(G)〉。对 a, b ∈ G，存在整数m,n及 z, w ∈ Z(G)使 a = gmz, b = gnw。
于是

ab = gmzgnw = gm+nzw = gn+mwz = gnwgmz = ba.

所以 G 交换。

若 |G| = p2，中心的阶整除 p2 且至少为 p，故只能为 p或 p2。若为 p2，则 G = Z(G)，已
交换。若为 p，则 |G/Z(G)| = p，商群为循环群，由第一部分得 G交换，进而又有 Z(G) = G。
因此两种情况下均交换。
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6.14 Cauchy 定理：对元素组作循环置换

定理 6.52 (Cauchy). 若素数 p 整除有限群 G 的阶，则 G 中有阶为 p 的元素。

证明. 考虑有限集合
X = {(g1, . . . , gp) ∈ Gp : g1 · · · gp = e}.

前 p− 1 个元素可任取，末项被唯一确定为 (g1 · · · gp−1)−1，所以 |X| = |G|p−1。
定义循环移动 σ(g1, . . . , gp) = (g2, . . . , gp, g1)。它将 X 映入自身，因为

g2 · · · gpg1 = g−11 (g1g2 · · · gp)g1 = e.

且 σp = idX，所以 Z/pZ 通过 [k] ·x = σk(x) 作用在 X 上；[k] 的不同代表相差 p 的倍数，不
改变 σk，故作用良定义。

一个点被此作用固定，当且仅当它被 σ 固定，即

g1 = g2 = · · · = gp = g, gp = e.

因此不动点集与 Y = {g ∈ G : gp = e} 双射。不动点计数给出

|Y | = |XZ/pZ| ≡ |X| = |G|p−1 ≡ 0 (mod p).

e ∈ Y，所以 |Y | ≥ 1；作为正的 p 的倍数，它至少为 p。故存在 g 6= e 满足 gp = e。元素阶的
整除判别给出 ord(g) | p，又 ord(g) > 1，所以 ord(g) = p。

6.15 Sylow 子群的存在性

定义 6.53 (Sylow 子群). 设 |G| = pam，其中 p ∤ m。阶为 pa 的子群称为 Sylow p-子群。所
有这些子群组成的集合记为 Sylp(G)，其元素数记为 np。

对非负整数 N，记 N ! = 1 · 2 · · ·N，并令 0! = 1。从一个 N 元集合中依次选取 k 个不同
元素，有 N(N − 1) · · · (N − k + 1) 种有序选择。同一个 k 元子集对应 k! 种排列，因此 k 元
子集的数目为整数(

N

k

)
=
N(N − 1) · · · (N − k + 1)

k!
=

N !

k!(N − k)!
(0 ≤ k ≤ N).

引理 6.54 (一个二项系数的整除性质). 若 a ≥ 1、m ≥ 1 且 p ∤ m，则

p ∤
(
pam

pa

)
.

证明. 对正整数 r，令 vp(r) 为整除 r 的 p 的最高幂的指数。由整数唯一分解，vp(rs) =

vp(r) + vp(s)。

对 1 ≤ i < pa，写 i = ptu，其中 p ∤ u、t < a。则

pam− i = pt(pa−tm− u), pa − i = pt(pa−t − u).

两个括号内的整数模 p 均等于 −u，所以均不被 p 整除，因而

vp(p
am− i) = t = vp(p

a − i).
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令 B =
(
pam
pa

)
。由二项系数的整数乘积公式，

B pa
pa−1∏
i=1

(pa − i) = pam

pa−1∏
i=1

(pam− i).

两边取 vp，逐项使用上式，得

vp(B) + a+

pa−1∑
i=1

vp(p
a − i) = a+

pa−1∑
i=1

vp(p
am− i).

相等的求和项消去后得到 vp(B) = 0，即结论。

定理 6.55 (Sylow 存在定理). 每个有限群 G 对每个素数 p | |G| 都有 Sylow p-子群。

证明. 写 |G| = pam，p ∤ m。令 X 为 G 的所有含 pa 个元素的子集组成的集合。左平移

g ·A = {ga : a ∈ A}

保持子集大小，并满足作用公理，故给出 G 对 X 的作用。由上一引理，|X| =
(
pam
pa

)
不被 p

整除。将 X 分成轨道后，至少有一个轨道 O 的大小不被 p 整除，否则各轨道大小之和也被
p 整除。

取 A ∈ O，令 H = GA 为其稳定子。轨道公式给出

|G| = |O||H|.

因此 vp(|H|) = vp(|G|)− vp(|O|) = a，即 pa | |H|。另一方面，固定 a0 ∈ A，映射

H −→ A, h 7−→ ha0

良定义，因为 hA = A；它单射，因为 ha0 = h′a0 蕴含 h = h′。所以 |H| ≤ |A| = pa。结合正
整数 |H| 被 pa 整除，得到 |H| = pa，于是 H 是所需子群。

6.16 Sylow 子群的包含、共轭与数目

定理 6.56 (包含与共轭). 设 P 为 G 的 Sylow p-子群，H ≤ G 为任意 p-子群。存在 g ∈ G
使 g−1Hg ⊆ P。特别地，任意两个 Sylow p-子群共轭。

证明. 令 H 在左陪集集合 G/P 上以左乘作用：h · (gP ) = hgP。若 gP = g′P，则 g′ = gp，
p ∈ P，从而 hg′P = hgpP = hgP，故作用良定义。

集合大小为 [G : P ] = m，不被 p 整除。对 H 使用不动点计数得到

|(G/P )H | ≡ |G/P | = m 6≡ 0 (mod p),

故存在不动陪集 gP。其条件为

∀h ∈ H, hgP = gP ⇐⇒ ∀h ∈ H, g−1hg ∈ P

⇐⇒ g−1Hg ⊆ P.

若 H 本身也为 Sylow 子群，则 |g−1Hg| = |H| = |P |，有限集合的包含与等势给出 g−1Hg =

P。
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定理 6.57 (Sylow 子群数目). 若 |G| = pam、p ∤ m，则

np | m, np ≡ 1 (mod p).

Sylow p-子群正规，当且仅当它是唯一的 Sylow p-子群。

证明. 取 Sylow子群 P。由共轭定理，Sylp(G)是子群共轭作用的一个轨道，稳定子为 NG(P )，
故

np = [G : NG(P )].

因为 P ≤ NG(P )，有限阶计数给出

m = [G : P ] = [G : NG(P )][NG(P ) : P ] = np[NG(P ) : P ],

所以 np | m。
再令 P 通过共轭作用在 Sylp(G) 上。若 Q 是不动点，则 P ⊆ NG(Q)。Q 在 NG(Q) 中

正规，因此 PQ 为子群，并且乘积计数给出

|PQ| = |P ||Q|
|P ∩Q|

.

分子、分母都是 p 的幂，所以 |PQ| 是 p 的幂；它整除 |G|，故不超过 pa = |Q|。又 Q ⊆ PQ，
只能 PQ = Q，从而 P ⊆ Q；两者阶相同，故 P = Q。反过来 P 的确固定自己。因此该作用
唯一不动点为 P。由不动点计数，

np = | Sylp(G)| ≡ 1 (mod p).

若 P 正规，则每个共轭 gPg−1 = P，由共轭定理所有 Sylow 子群均为 P。若只有一个，则每
个共轭也是 Sylow 子群，只能等于 P，所以正规。

例 6.58 (阶为十五的群). 设 |G| = 15。Sylow 定理给出

n5 | 3, n5 ≡ 1 (mod 5) =⇒ n5 = 1,

n3 | 5, n3 ≡ 1 (mod 3) =⇒ n3 = 1.

因此唯一的 Sylow 子群 P,Q 阶分别为 5, 3，都正规。由 Lagrange 定理，|P ∩ Q| 同时整除
5, 3，故 P ∩Q = {e}。

对 x ∈ P, y ∈ Q，交换子 xyx−1y−1 同时属于 P,Q：

xyx−1y−1 = x(yx−1y−1) ∈ P, xyx−1y−1 = (xyx−1)y−1 ∈ Q.

所以交换子为 e，即 xy = yx。乘积计数给出 |PQ| = 5 · 3 = 15，故 PQ = G。

取生成元 x ∈ P, y ∈ Q。若 (xy)k = e，由交换性有 xk = y−k ∈ P ∩Q，故 5 | k 且 3 | k，
从而 15 | k；而 (xy)15 = e。因此 xy 阶为 15，得到 G ∼= Z/15Z。
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6.17 直积与交换群的直和

定义 6.59 (群的直积). 设 (Gi)i∈I 为群族。直积
∏

i∈I Gi 是所有元组 (gi)i∈I 的集合，定义逐
坐标乘法 (gi)(hi) = (gihi)。

群公理逐坐标验证。例如

((gi)(hi))(ki) = ((gihi)ki) = (gi(hiki)) = (gi)((hi)(ki)).

单位为 (ei)，逆元为 (g−1i )，因为其两种乘积的每个坐标均为 ei。坐标投影 πi :
∏

j Gj → Gi

为同态。

命题 6.60 (直积的映射性质). 给定群 K 及同态族 fi : K → Gi，存在唯一同态 f : K →
∏

iGi

满足 πif = fi。

证明. 被要求的坐标强迫 f(k) = (fi(k))i。这个公式给出映射，且

f(kk′) = (fi(kk
′))i = (fi(k)fi(k

′))i = f(k)f(k′).

故为同态，并满足每个坐标条件。如果 u 也满足条件，则 u(k) 的每个坐标都为 fi(k)，所以
u(k) = f(k)，得到唯一性。

定义 6.61 (交换群的直和). 对交换群族 (Ai)i∈I，采用加法记号。元组 a = (ai) 的支撑是
{i : ai 6= 0}。直和

⊕
iAi 为直积中有限支撑元组组成的子集。

零元支撑为空；若 a, b 有限支撑，则 a− b 的支撑包含于两个支撑的并，因而仍有限。所
以直和为子群。记 ιi : Ai →

⊕
j Aj 为第 i 个坐标的包含。

命题 6.62 (直和的映射性质). 给定交换群 B 及同态族 ui : Ai → B，存在唯一同态 u :⊕
iAi → B 满足 uιi = ui。

证明. 对有限支撑元组 a = (ai)，定义 u(a) =
∑

i ui(ai)。只有有限个非零项，故和有定义。对
有限支撑 a, b，取包含两者支撑的有限集 J，由 B 的交换律可重排求和，得到

u(a+ b) =
∑
i∈J

ui(ai + bi) =
∑
i∈J

ui(ai) +
∑
i∈J

ui(bi) = u(a) + u(b).

所以它为同态，且 uιi = ui。任何同态 v 满足这些条件时，因 a =
∑

i ιi(ai)，必有 v(a) =∑
i ui(ai) = u(a)，故唯一。

6.18 自由群的字与约简

设 S 为集合。为严格区分字母和逆字母，取带标记集合 A = S ×{1,−1}，记 (s, 1) 为 s、
(s,−1) 为 s−1；此处上标只表示形式记号。定义字母的反转 a 7→ ā，使 s̄ = s−1、s−1 = s，于
是 ¯̄a = a。

定义 6.63 (字与约简字). 字是 A 中字母的有限序列 a1 · · · ar，长度为 r。长度为零的字记为
ε。相邻两字母为 aā 时，可以删除它们；也允许在任意位置插入这样的相邻对。由有限次插
入或删除连接的字称为等价字，记为 w ∼ v。不含相邻反转字母的字称为约简字。
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空步、逆向操作以及拼接操作序列，分别保证 ∼ 的自反、对称和传递性，所以它是等价
关系。任一删除使长度减少 2，故连续删除必在有限步后停在某个约简字。还须证明结果与删
除顺序无关。

定理 6.64 (约简字的唯一性). 每个等价类恰含一个约简字。

证明. 构造确定的读字过程。维护一个约简字 r，初始为 ε。读入字母 a 时，若 r 的末字母为
ā，就删除该末字母；否则把 a 接在末尾。记这个操作为 Da(r)。两种情形的结果都仍约简。

我们证明 DāDa(r) = r。若 r 不以 ā 结束，则 Da(r) = ra，再读 ā 时删掉刚加上的 a，
所以返回 r。若 r = tā，因为 r 约简，t 为空或不以 a 结束；于是

Da(tā) = t, Dā(t) = tā = r.

所以两种情况都成立；将 a 换成 ā 也得到 DaDā = id。
将字 w 读完的结果记为 R(w)。在任何前缀读完后的约简状态插入 aā，连续操作 Da, Dā

不改变状态，后续同一后缀的读取也就相同。因此

R(uaāv) = R(uv)

对任意前后缀 u, v 成立，故 w ∼ v 蕴含 R(w) = R(v)。

读字过程的每一步或者接入一个字母，或者删除一对相邻反转字母。对前缀长度归纳，所
得约简状态与该前缀等价，因而 w ∼ R(w)。若 w 本来约简，读取时每一步都只接入字母，故
R(w) = w。所以每个等价类有约简代表 R(w)；两个约简字若等价，就分别等于自身的 R 值，
而等价字的 R 值相同，故两者相等。

定理 6.65 (自由群的构造). 令 F (S)为所有字的等价类组成的集合。在其上定义 [u][v] = [uv]，
则这是群，称为以 S 为自由生成集的自由群。单位为 [ε]，并且

[a1 · · · ar]−1 = [ār · · · ā1].

证明. 若 u ∼ u′，对相同后缀 v 保留每次插入、删除的位置，得到 uv ∼ u′v。若 v ∼ v′，对
相同前缀 u′ 同样得到 u′v ∼ u′v′。由传递性 uv ∼ u′v′，所以乘法与代表元无关。

有限序列的连接满足 (uv)w = u(vw)，故

([u][v])[w] = [(uv)w] = [u(vw)] = [u]([v][w]).

又 uε = εu = u，所以空字给出单位。依次删去中间的 arār、ar−1ār−1 等相邻对，可得

a1 · · · arār · · · ā1 ∼ ε.

反向次序的乘积同样约到空字，故所给公式为两侧逆元。

定理 6.66 (自由群的泛性质). 每个集合映射 u : S → K，其中 K 为群，都唯一延拓为同态
ũ : F (S)→ K，满足 ũ([s]) = u(s)。

证明. 先对形式字母定义 u(s−1) = u(s)−1，再令

ũ([a1 · · · ar]) = u(a1) · · ·u(ar), ũ([ε]) = eK .

若在词中插入 aā，右侧相应插入 u(a)u(a)−1 = eK，不改变乘积；删除同样不改变。因此它
与代表元无关。连接两个字时右侧乘积也连接，故 ũ([v][w]) = ũ([v])ũ([w])。任意延拓同态必
须将 [s]−1 送到 u(s)−1，再由保持有限乘积，其每个字类上的值均被上述公式确定，所以唯
一。
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例 6.67 (两个字母时的计算). 在 F ({a, b}) 中，

(ab−1a−1)(ab) = ab−1(a−1a)b = ab−1b = a.

这里每一步只消去相邻逆字母。字 aba−1b−1 没有相邻可消去对，且非空；由约简唯一性，它
不代表单位元，所以 ab 6= ba。单字母自由群的约简字只能为 ak，k ∈ Z，乘法为指数相加，因
而 F ({a}) ∼= Z。当 S = ∅ 时只有空字，故自由群为平凡群。

6.19 正规闭包与生成元关系

定义 6.68 (正规闭包). 对 R ⊆ G，包含 R 的全部正规子群的交记为 〈〈R〉〉，称为 R 在 G 中
的正规闭包。

命题 6.69 (正规闭包的乘积描述). 〈〈R〉〉 恰为所有形如
r∏

i=1

xir
ϵi
i x
−1
i , xi ∈ G, ri ∈ R, εi ∈ {1,−1}, r ≥ 0

的有限乘积组成的集合。

证明. 记这个集合为 W。空积给出 e，连接两个有限乘积仍在 W，而(
r∏

i=1

xir
ϵi
i x
−1
i

)−1
=

1∏
i=r

xir
−ϵi
i x−1i ∈W,

右侧按 i = r, r − 1, . . . , 1 的顺序相乘。所以 W 为子群。对 g ∈ G，

g

(
r∏

i=1

xir
ϵi
i x
−1
i

)
g−1 =

r∏
i=1

(gxi)r
ϵi
i (gxi)

−1 ∈W,

所以 W 正规。又 r = ere−1 ∈W，故 R ⊆W，从而 〈〈R〉〉 ⊆W。
若 N 为任意含 R 的正规子群，则 rϵii ∈ N，正规性给出 xir

ϵi
i x
−1
i ∈ N，乘法封闭给出

W ⊆ N。对所有这样的 N 取交得 W ⊆ 〈〈R〉〉，所以相等。

定义 6.70 (群的表示). 设 S 为集合，R ⊆ F (S) 为一组字类，定义

〈S | R〉 = F (S)/〈〈R〉〉.

称之为由生成元 S、关系字 R 给出的群。关系 u = v 表示把 uv−1 列入关系字。

命题 6.71 (表示所规定的同态). 给定群 K，映射 u : S → K 能延拓为 〈S | R〉 → K 的同态，
当且仅当把各字母代入 u 后，每个关系字的值均为 eK。存在时延拓唯一。

证明. 自由群泛性质先给出唯一同态 f : F (S) → K。若全部关系字被消去，则 R ⊆ ker f；
核正规，故 〈〈R〉〉 ⊆ ker f。商群因子化定理给出唯一下降同态。反过来，若 f 能下降，则
〈〈R〉〉 ⊆ ker f，特别每个 r ∈ R 映为单位元。
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例 6.72 (一个循环群与一个自由交换群). 单字母自由群同构于 Z，其子群都正规。因此 〈a | an〉
的关系子群对应 nZ，从而此群同构于 Z/nZ。

再取 P = 〈a, b | aba−1b−1〉。关系等价于 ab = ba，因此 P 的每个元素可整理为 ambn。
映射 a 7→ (1, 0)、b 7→ (0, 1) 消去关系，给出同态 f : P → Z2。反向定义 h : Z2 → P，
h(m,n) = ambn，它为同态，因为

h(m,n)h(r, s) = ambnarbs = am+rbn+s = h(m+ r, n+ s).

于是 fh(m,n) = (m,n)；而 hf 固定生成元 a, b，所以固定它们的所有乘积，得到 hf = idP。
因此 P ∼= Z2，这也证明整理后没有额外关系。

每个群都有表示。具体地，对群 G的每个元素取一个标记字母，集合记为 S，映射 S → G

把标记送回相应元素。其自由延拓 f : F (S)→ G 为满射，因为每个 g 已是某个字母的像。因
此第一同构定理给出 G ∼= F (S)/ ker f。取关系集为 ker f 即得一个表示。

6.20 自由积与融合自由积的商构造

定理 6.73 (自由积的存在性与泛性质). 对群 G,H，存在群 G ∗H 及同态 ιG : G → G ∗H、
ιH : H → G ∗H，使任意同态 u : G→ K, v : H → K 唯一延拓为同态 w : G ∗H → K。两个
指定同态 ιG, ιH 均为单射。

证明. 取 G,H 的带标记不交副本为字母集 S，相应字母记为 [g]G, [h]H。在 F (S) 中，对所有
g, g′ ∈ G,h, h′ ∈ H 取关系

[eG]G, [eH ]H , [g]G[g
′]G[gg

′]−1G , [h]H [h′]H [hh′]−1H .

令 Q 为按这些关系取商的群。字母 [g]G 在 Q 中的像定义 ιG(g)；关系保证

ιG(eG) = eQ, ιG(g)ιG(g
′) = ιG(gg

′),

故 ιG 为同态。H 的情形相同。

将 [g]G 代为 u(g)，[h]H 代为 v(h)。由于 u, v 为同态，所有关系的值为单位元，所以表示
的泛性质给出 w : Q→ K。它在全部字母上的值已经固定，这些字母生成 Q，故 w 唯一。取
G ∗H = Q。

为了证明 ιG 单射，应用刚证明的泛性质于 u = idG 和平凡同态 v : H → G，得到
rG : Q→ G，满足 rGιG = idG。若 ιG(g) = ιG(g

′)，作用 rG 即得 g = g′。交换两群同样得到
ιH 单射。

因此可将两个群视为自由积中的子群。这里“自由”由同态的唯一延拓性质表达；构造中
的关系只要求各因子内的乘法保持。

定义 6.74 (融合自由积). 给定同态 i : C → G, j : C → H，在 G ∗H 中取正规子群

N = 〈〈ιG(i(c))ιH(j(c))−1 : c ∈ C〉〉,

定义 G ∗C H = (G ∗H)/N。当 i, j 为单射时，称为沿共同子群 C 的融合自由积；构造数据
包含这两条指定映射。
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命题 6.75 (融合自由积的映射性质). 若 u : G→ K, v : H → K 为同态且 ui = vj，则存在唯
一同态 w : G ∗C H → K 延拓两者的指定映射。

证明. 自由积泛性质先给出 f : G ∗H → K。对每个 c ∈ C，

f(ιG(i(c))ιH(j(c))−1) = u(i(c))v(j(c))−1 = eK .

核正规，故 N ⊆ ker f；因子化定理给出所需下降同态 w。若另有 w′，将其与商投影复合，便
是同一对 u, v 的自由积延拓，由唯一性得 w′q = wq；投影满射，再得 w′ = w。

例 6.76 (两种自由构造的计算). 两个无限循环群的自由积同构于 F ({a, b})。因为从它们出发
到任意群的两个同态分别由 a, b 的任意像决定，这正是两生成元自由群的泛性质。分别延拓
两个标准生成元的包含得到双向同态，两复合固定生成元，因而为恒等。

取 C = 〈c〉 ∼= Z，指定 c 7→ am、c 7→ bn，其中 m,n ≥ 1。由无限循环群的幂判别，两映
射单射。融合关系为所有 amkb−nk，k ∈ Z。关系 amb−n = e 已蕴含 am = bn，从而对所有 k

有 amk = bnk，因此其正规闭包与全部融合关系的正规闭包相同。故得到表示

〈a, b | amb−n〉.

当 m = n = 1 时 a = b，此群是无限循环群；仅给出两个生成元并不能据此判断群的秩，关系
同样决定对象。

文献：基本定义、陪集、正规性和同构定理参见 [4]第 1章；自由群与表示参见其第 2章；自同
构与群作用参见其第 3–4章；Sylow定理参见其第 5章。综合教材参见 [8, 9]。本章的 Cauchy
定理采用循环移动元素组的证明，约简唯一性采用逐字读取的构造。
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7.1 从坐标运算到向量空间

实数对 (x, y) 可以相加，可以乘以一个实数。例如

(1, 2) + (3,−1) = (4, 1), 2(1, 2) = (2, 4).

同样的运算也可用于函数：把两个函数在每一点的值相加，或将每个值乘以一个实数。坐标对
与函数是不同的对象，但运算遵循相同规律。向量空间公理提取这些规律，让线性方程和线性
组合的推理同时适用于它们。

定义 7.1 (域与标量). 集合 F 连同加法与乘法称为域，若：其加法构成交换群，单位元记为
0；非零元素在乘法下构成交换群，单位元记为 1；有 1 6= 0；并且乘法对加法满足分配律。域
的元素称为标量。

例如 Q,R,C 为域。Z 不是域，因为整数 2 没有整数乘法逆元。若 p 为素数，Z/pZ 为域，
因为整数一章证明了每个非零类都可逆。域公理保证遇到非零系数时可以相除；后面的交换
引理正要使用这一点。

定义 7.2 (向量空间). 域 F上的向量空间为集合 V，连同加法 V ×V → V 和数乘 F×V → V，
使 (V,+) 为交换群，并满足对任意 a, b ∈ F, u, v ∈ V，

a(u+ v) = au+ av, (a+ b)v = av + bv, (ab)v = a(bv), 1v = v.

V 的元素称为向量，其加法单位元记为 0V，通常简记为 0。

例 7.3 (坐标空间与函数空间). Fn 表示所有有序 n 元组 (x1, . . . , xn)，按坐标相加与数乘。它
是向量空间，因为每条公理可逐坐标归结到域的运算规律。

对任意集合 X，记 FX 为所有函数 X → F 的集合，定义 (f + g)(x) = f(x) + g(x)，
(af)(x) = af(x)。逐点验证同样说明它是向量空间。其零向量是恒为 0 的函数。于是“向量”
可以是一个函数，定义关注的是运算性质。

群论已经保证零向量与加法逆元唯一。数乘还需满足一些可以从公理推出的公式。

命题 7.4 (零标量与负向量). 对每个 v ∈ V, a ∈ F，有 0v = 0V，a0V = 0V，(−1)v = −v。

证明. 由 0v = (0 + 0)v = 0v + 0v，在加法群中消去 0v 得 0v = 0V。由 a0V = a(0V + 0V ) =

a0V + a0V，同样得到第二式。最后

v + (−1)v = (1 + (−1))v = 0v = 0V ,

所以 (−1)v 为 v 的加法逆元，由唯一性得第三式。

第一式左边的 0 属于标量域，右边的 0V 属于向量空间；当两种对象都简记为 0 时，仍
应根据运算位置区分。

注 7.5 (从坐标空间到函数空间). Axler 在 [10] 第 1B 节、第 13–14 页，将坐标空间、序列空
间与函数空间并列。其联系可以直接写出：元组 (x1, . . . , xn) 对应有限集合 {1, . . . , n} 上的函
数 k 7→ xk，按坐标运算就是按函数值运算。把定义域换成无限集合，会改变可用的函数，却
不会改变加法与数乘的公理。

61
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7.2 子空间与最小封闭集合

定义 7.6 (子空间). 子集 U ⊆ V 若在原有加法与数乘下本身为向量空间，称为 V 的子空间，
记为 U ≤ V。

命题 7.7 (子空间判别). U 为子空间，当且仅当 0 ∈ U，且对任意 u, v ∈ U, a, b ∈ F，有
au+ bv ∈ U。

证明. 若 U 是向量空间，则其零向量与 V 的零向量相同：由群的子群判别证明可知子群与原
群的单位相同。数乘和加法封闭给出 au+ bv ∈ U。

反过来，设所列条件成立。对 u, v ∈ U、a ∈ F，分别取系数得到

u+ v = 1u+ 1v ∈ U, −u = (−1)u+ 0v ∈ U, au = au+ 0v ∈ U.

因此加法和数乘在 U 上封闭，且 0V ∈ U。在限制后的运算中，

(u+ v) + w = u+ (v + w), u+ v = v + u, u+ 0V = u, u+ (−u) = 0V ,

以及
a(u+ v) = au+ av, (a+ b)u = au+ bu, (ab)u = a(bu), 1u = u

均是 V 中已成立的等式，且各项都在 U。所以这些等式验证全部向量空间公理。

例 7.8 (齐次条件与非齐次条件). R2 中的集合 U = {(x, y) : x+ y = 0} 为子空间：两个满足
等式的向量的线性组合仍满足等式。集合 L = {(x, y) : x + y = 1} 不包含零向量，故不是子
空间。相同的线性左端，右端是否为零会改变集合的结构。

给定向量 v1, . . . , vm，任何包含它们的子空间都必须包含它们的数乘，再包含这些数乘的
有限和。这给出从指定向量得到最小子空间的方法。

定义 7.9 (线性组合与张成). 表达式 a1v1 + · · · + amvm，其中 ai ∈ F，称为给定向量组的线
性组合。所有这些组合组成的集合称为张成空间，记为 span(v1, . . . , vm)。空向量组的张成为
{0}。

命题 7.10 (张成的最小性). span(v1, . . . , vm) 是包含这些向量的最小子空间。

证明. 记 S = {
∑

i aivi : ai ∈ F}。取全零系数得 0 ∈ S。若 x =
∑

i aivi、y =
∑

i bivi，则对
c, d ∈ F，

cx+ dy =
∑
i

(cai + dbi)vi ∈ S.

由子空间判别得 S ≤ V。取第 j 个系数为 1、其余为零，得到 vj ∈ S。若 U ≤ V 含所有 vj，
则数乘、有限加法封闭保证

∑
i aivi ∈ U，所以 S ⊆ U。这证明其最小性。

定义 7.11 (子空间的和与交). 若 U,W ≤ V，定义 U +W = {u+w : u ∈ U,w ∈W}；U ∩W
为同时属于二者的向量集合。

U +W 是同时包含 U,W 的最小子空间；U ∩W 是同时包含在二者中的最大子空间。以
和为例，加法与数乘可分别在 U,W 中完成，故它是子空间；任何包含二者的子空间都包含所
有 u+ w。交则因两个封闭条件同时成立而封闭。

普通并集通常不满足这样的封闭性。在 R2 中，x 轴与 y 轴的并包含 (1, 0) 和 (0, 1)，却
不包含它们的和 (1, 1)；二者的和才是整个平面。
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7.3 线性无关来自表示的唯一性

设 v 已属于 span(v1, . . . , vm)，所以至少存在一份表示 v =
∑

i aivi。若还有一份 v =∑
i bivi，相减得到

0 =

m∑
i=1

(ai − bi)vi.

因此两份表示是否相同，由零向量能否以非零系数表示决定。

定义 7.12 (线性无关与线性相关). 向量组 v1, . . . , vm 线性无关，若
∑

i civi = 0 蕴含所有
ci = 0。否则称为线性相关，即存在不全为零的系数使该组合为零。空向量组约定为线性无关。

命题 7.13 (无关性与表示唯一性). 一个向量组线性无关，当且仅当其张成空间中的每个向量
都有唯一的线性组合表示。

证明. 若向量组无关，而
∑

i aivi =
∑

i bivi，则∑
i

(ai − bi)vi = 0 =⇒ ai − bi = 0 (∀i),

所以两份表示系数相同。反过来，若表示唯一，任意
∑

i civi = 0 都可与 0 =
∑

i 0vi 比较，由
唯一性得 ci = 0 对每个 i 成立，即线性无关。

例 7.14. 在 R2 中，v1 = (1, 0), v2 = (0, 1), v3 = (1, 1) 张成整个平面，但 v3 = v1 + v2。所以
v1 + v2 − v3 = 0 是一份非全零系数的关系。向量 (1, 1) 既能写成 v3，也能写成 v1 + v2，表示
不唯一。

v1

v2 v3

v3 = v1 + v2

v1

v2

v

v = av1 + bv2

图 7.1: 删去冗余向量 v3 后仍张成平面，并恢复每个向量的唯一表示。

这还说明相关性意味着冗余。若某个关系中 ck 6= 0，利用标量域中的除法，得到

vk = −
∑
i ̸=k

ci
ck
vi.

所以删掉 vk 不会改变张成空间：凡是原来用到 vk 的组合，均可用右边代入。这一删除操作
是构造基的依据。

7.4 基、交换引理与维数

定义 7.15 (基与有限维). 张成 V 且线性无关的向量组称为 V 的基。若 V 有有限的张成组，
称 V 有限维；否则称无限维。对无限向量族，线性组合只允许有限个非零系数，无关性要求
每个有限子族无关。
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由上一节，基恰好同时保证每个向量表示的存在性和唯一性。但还需回答：基是否存在？
不同基是否有相同长度？

引理 7.16 (无关组的长度受张成组控制). 若 w1, . . . , wm 张成 V，u1, . . . , ur 线性无关，则
r ≤ m。

证明. 从张成组 (w1, . . . , wm) 出发逐次替换。设已得到张成组

u1, . . . , uk, zk+1, . . . , zm.

若 k < r，其张成性给出

uk+1 =

k∑
i=1

aiui +

m∑
j=k+1

bjzj .

若所有 bj = 0，则
∑k

i=1 aiui − uk+1 = 0，其中 uk+1 的系数为 −1 6= 0，违背无关性。因此某
个 bℓ 6= 0。域中可除以它，得到

zℓ = b−1ℓ uk+1 −
k∑

i=1

b−1ℓ aiui −
∑
j>k
j ̸=ℓ

b−1ℓ bjzj .

所以用 uk+1 替换 zℓ 后，原张成组的每个元素仍能由新组表示，故新组仍张成 V。重排剩余
zj，可重复操作。

若 r > m，重复 m 次得到 (u1, . . . , um) 张成 V。于是 um+1 =
∑m

i=1 ciui，再次得到一个
系数不全为零的无关组关系，矛盾。因此 r ≤ m。

定理 7.17 (基的存在、删减与扩充). 有限维空间有基；其任意有限张成组可删减为基，任意
线性无关组可扩充为基。有限维空间的子空间也有限维。

证明. 从有限张成组出发，若相关，就按上一节的关系删除一个冗余向量；每步保持张成，有
限次后得到无关的张成组，即基。

给定无关组，将一个有限张成组接在它后面，依次检查新加向量是否在此前向量的张成
中：若在，就删除；若不在，就保留。保留步骤不会破坏无关性，因为若有新关系且新向量系
数非零，就能解出它属于此前张成。全部检查完仍张成 V，得到所需基。

对 U ≤ V，从空组开始；只要还未张成 U，就取一个不在已有张成中的 u ∈ U 加入。每
步仍无关。引理 7.16 用 V 的某个有限张成组限制了步骤数，故有限步后必张成 U。

定理 7.18 (维数的良定义性). 有限维空间的任意两组基有相同长度。

证明. 一组基无关，另一组基张成，由引理得第一组长度不超过第二组。交换二者角色得到反
向不等式，故相等。

现在才将这一共同长度定义为 dimV，称为维数。零空间 {0} 的基为空组，维数为 0。证
明也说明，有限维子空间的维数不超过原空间的维数。

定义 7.19 (坐标). 固定有序基 B = (v1, . . . , vn)。由基的表示唯一性，任意 v ∈ V 唯一写为
v =

∑
i aivi，称列向量 [v]B = (a1, . . . , an)

t 为 v 关于该基的坐标；上标 t 表示将横排的数写
成竖列。
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坐标同时依赖向量和所选基。在 R2 的标准基 e1 = (1, 0), e2 = (0, 1) 下，(2, 1) 的坐标为
(2, 1)t；在 b1 = (1, 1), b2 = (1,−1) 下，因 (2, 1) = 3

2b1 +
1
2b2，坐标为 (3/2, 1/2)t。空间中的

向量相同，两份坐标描述不同。

7.4.1 坐标映射与抽象空间的具体模型

给定有序基 B = (v1, . . . , vn)，定义

κB : V −→ Fn, κB(v) = [v]B.

它的逆规则是 (a1, . . . , an)
t 7→

∑
i aivi。基的张成性保证每个 v 都能送到一份坐标，无关性保

证这份坐标唯一。再由[∑
i

aivi +
∑
i

bivi

]
B

= (a1 + b1, . . . , an + bn)
t

可知，坐标保留加法；标量 c ∈ F 的作用满足[
c
∑
i

aivi

]
B

= (ca1, . . . , can)
t = c

[∑
i

aivi

]
B

,

所以也保留数乘。下一节将把这种保留运算的映射称为线性映射。

因此，选定一组基后，V 中的运算可以完全转到 Fn 中完成。但基的选取仍是额外数据：
向量空间公理并没有指定哪组向量必须充当坐标方向。例如在一个平面中，任何两条不平行
的过原点方向都能给出基，不要求两条方向垂直，也不要求作为基的向量长度相同。

例 7.20 (多项式也是向量). 固定非负整数 d，记 Pd(R) 为所有形如

p(t) = a0 + a1t+ · · ·+ adt
d, ai ∈ R

的实多项式函数，按函数的加法和数乘运算。这里 t 为实变量；允许最高的若干系数为零，所
以零函数也在其中。相加、数乘不会产生次数大于 d 的项，故这是函数空间的子空间。

函数 1, t, . . . , td 张成它。它们也无关：若一个系数不全为零的多项式在所有实数处为零，
则它有无限多个根，与非零 k 次实多项式至多有 k 个不同实根矛盾。后一个结论可由

tj − aj = (t− a)(tj−1 + tj−2a+ · · ·+ aj−1)

推出。具体地，设 p(t) =
∑k

j=0 ajt
j，ak 6= 0，且 p(a) = 0，则

p(t) = p(t)− p(a) = (t− a)
k∑

j=1

aj

j−1∑
ℓ=0

tj−1−ℓaℓ.

右端的第二因子记为 q(t)；它的最高次项为 akt
k−1，所以次数为 k− 1。对 k 归纳：非零常数

没有根；若 p 没有根，结论成立；若有一个根 a，则任意其他根 b 6= a 满足

0 = p(b) = (b− a)q(b), b− a 6= 0,

所以 q(b) = 0。由归纳假设，其他根至多有 k − 1 个，加上 a 共至多 k 个。这就证明了根数
限制。因此 (1, t, . . . , td) 为基，dimPd(R) = d+ 1。

在 P2(R) 中，p(t) = 2− t+ 3t2 的坐标是 (2,−1, 3)t。坐标列有三个分量，而向量本身是
一个函数。相同的系数运算同时描述这两个对象。
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注 7.21 (Axler对表示问题的处理). Axler在 [10]第 2A、2B节先研究线性表示是否唯一，再
用张成与无关刻画基。由这一安排可以把两项条件分开理解：张成保证每个向量都有表达式，
无关保证没有两份不同的系数表达同一向量。坐标正是这两项结论合在一起的产物。这里概
述的是原书的论证次序。

7.4.2 改变标量域会改变维数

把 C 看成 C 上的向量空间，(1) 是基，因为每个 z ∈ C 都唯一写成 z · 1。把同一个集合
看成 R 上的向量空间，则 (1, i) 是基：每个复数唯一写成 a+ bi，其中 a, b ∈ R，i2 = −1。所
以

dimCC = 1, dimRC = 2.

下标说明允许使用哪些系数。在实标量下，i 不能由 1 的实数倍得到；在复标量下，系数本身
可以取 i，故 i = i · 1。无关性、张成和维数都依赖标量域。

无限维也可由已经建立的定义检验。全体实多项式函数的空间记为 P(R)。任给有限多个
多项式，取它们次数的最大值为 d，则它们的任意线性组合仍在 Pd(R)，不能表示 td+1。故
P(R) 没有有限张成组。这里无限维的原因是任何有限组都遗漏了更高次的方向。

7.5 线性映射怎样由一组基确定

定义 7.22 (线性映射与同构). 映射 T : V → W 线性，若对任意 u, v ∈ V, a, b ∈ F，有
T (au+ bv) = aT (u) + bT (v)。线性双射称为线性同构。

令 a = b = 0 可得 T (0) = 0。线性映射还保持任意有限线性组合。因此一旦给定基向量
的像，就有

T

(∑
i

aivi

)
=
∑
i

aiT (vi),

其余值全部被确定。反过来，任意指定 wi ∈ W，规则
∑

i aivi 7→
∑

i aiwi 因坐标唯一而良定
义，并且线性。若改从一个相关的张成组出发，就不能任意指定像：例如 v3 = v1 + v2 强制
T (v3) = T (v1) + T (v2)。

7.5.1 线性条件控制整条直线

由 T (av) = aT (v)，过原点的直线 {av : a ∈ F} 被送到 {aT (v) : a ∈ F}；若 T (v) = 0，整
条直线的像只有零向量。一般仿射直线上的点为 p+ av，则

T (p+ av) = T (p) + aT (v).

所以一条直线的像仍是一条直线或一个点。实空间中，对 0 ≤ s ≤ 1，

T ((1− s)u+ sv) = (1− s)T (u) + sT (v),

表示线段上的分点连同参数 s 一起被保留。线性映射可以改变长度和夹角，但其对线性组合
的作用由同一份系数控制。

单独检验 T (0) = 0 不够。例如 F : R→ R，F (x) = x2，虽有 F (0) = 0，却有 F (1+1) =

4 6= F (1) + F (1) = 2。平移 G(v) = v + b 在 b 6= 0 时甚至不保持零向量，故也不是线性的。
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7.5.2 伸缩、反射、剪切与旋转

在 R2 中，令 e1 = (1, 0)、e2 = (0, 1)。因为 (x, y) = xe1 + ye2，每个线性自映射均满足

T (x, y) = xT (e1) + yT (e2).

以下几种作用可以直接从这两个像读出。

伸缩 D(x, y) = (ax, by) 把 e1, e2 分别送到 ae1, be2。当 a, b 都非零时，沿两轴分别除以相
应系数即可恢复输入；当 a = 0 时，输入的第一坐标完全不影响输出。反射 F (x, y) = (x,−y)
是 a = 1, b = −1 的情形，作用两次恢复原向量。

对实参数 s，剪切
Hs(x, y) = (x+ sy, y)

固定 x轴，保持每个点的高度，把高度为 y的整条水平线沿水平方向移动 sy。由于Hs(e1) = e1、
Hs(e2) = se1 + e2，单位正方形被送到平行四边形。计算

H−s(Hs(x, y)) = (x+ sy − sy, y) = (x, y)

说明它可逆。把一个图形倾斜并不必然造成信息丢失。

x

y

e1

e2
H1

x

y

e1

e1 + e2

图 7.2: 剪切由两个基向量的像决定。每条水平线整体移动，平行四边形仍保留两条独立方向。

逆时针旋转角 θ 的映射记为 Rθ。几何旋转保留向量的合成和实数倍，故线性。两个单位
方向旋转后的坐标为

Rθ(e1) = (cos θ, sin θ), Rθ(e2) = (− sin θ, cos θ).

展开任意向量便得
Rθ(x, y) = (x cos θ − y sin θ, x sin θ + y cos θ).

旋转公式由基向量的像推出；其中的正负号记录旋转后两个基方向的实际位置。

7.5.3 函数的变换也服从同一规则

定义 D : P2(R)→ P2(R) 与 E : P2(R)→ R，作用规则为

D(p) = p′, E(p) = p(0).

这里 p′ 为多项式逐项求导得到的函数，E : P2(R) → R 为零点取值。若 p(t) = a + bt + ct2，
则 D(p)(t) = b+ 2ct，E(p) = a。逐项相加与数乘说明两者线性。

例如 p(t) = 1 + 2t+ 3t2 先求导得到 2 + 6t，再取零点值得到 2。复合 E ◦D 提取原多项
式的一次项系数。这与从坐标列中提取某个分量是同一种线性操作，只是输入被写成函数。

与之不同，规则 Q(p) = p2 一般不线性，因为 (p + q)2 = p2 + 2pq + q2 含有交叉项；而
且若固定陪域为 P2(R)，取 p(t) = t2 后 p2 已不在陪域中。给出一个变换时，须同时确定输入
对象、输出对象和作用规则。
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7.5.4 核与像描述消失和保留的方向

定义 7.23 (核、像、秩与零化度). 对线性映射 T : V →W，定义

kerT = {v ∈ V : T (v) = 0}, imT = {T (v) : v ∈ V }.

在相关空间有限维时，记 rankT = dim imT，nullityT = dim kerT，分别称秩与零化度。

命题 7.24 (核与像是子空间). kerT ≤ V，imT ≤W。T 单射当且仅当 kerT = {0}。

证明. 核包含零向量；若 u, v ∈ kerT，则 T (au+ bv) = a0+ b0 = 0，所以核满足子空间判别。
像也含零；若 x = T (u), y = T (v)，则 ax+ by = T (au+ bv) 仍在像中。最后

T (u) = T (v) ⇐⇒ T (u− v) = 0.

若核为零，便有 u = v；若 T 单射，T (u) = 0 = T (0) 强制 u = 0。

这与群同态的核具有同一作用：把任意两个输入的合并问题转成它们的差是否在核中。

定理 7.25 (秩—零化度定理). 若 V 有限维，T : V →W 线性，则 imT 有限维且

dimV = dim kerT + dim imT.

证明. 取 kerT 的基 u1, . . . , ur，扩充为 V 的基 u1, . . . , ur, v1, . . . , vs。对任意 y ∈ imT，选
x ∈ V 使 y = T (x)，写

x =

r∑
i=1

aiui +

s∑
j=1

bjvj .

则

y = T (x) =

r∑
i=1

aiT (ui) +

s∑
j=1

bjT (vj) =

s∑
j=1

bjT (vj).

因此 T (v1), . . . , T (vs) 张成像。

若
∑s

j=1 cjT (vj) = 0，则 T (
∑

j cjvj) = 0，故
∑

j cjvj ∈ kerT。按核的基展开为
∑

j cjvj =∑
i diui，得到

s∑
j=1

cjvj −
r∑

i=1

diui = 0.

这是一组基的线性关系，故 cj = 0、di = 0。所以像向量组无关，因而为像的基。于是

dim kerT = r, dim imT = s, dimV = r + s,

合并得到所需等式。

证明选出的 ui 负责映射后消失的方向，补入的 vj 则在像中留下无关的方向。等式来自
这组基的划分；不同映射的秩为何会变，也可以由它们合并了哪些方向来理解。

推论 7.26 (同维空间之间的单射与满射). 若 V,W 有限维且 dimV = dimW = n，则线性映
射 T : V →W 单射、满射、为同构三者等价。
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证明. 单射等价于核维数为零，由秩—零化度等价于像维数为 n。像为 W 的子空间且同维，
故必等于 W：若为真子空间，将其基扩充为 W 的基时至少增加一个向量，与同维矛盾。因
此单射等价于满射；两者同时成立恰为同构。

有限维的条件实际用于这项计数。取全体实多项式的空间 P(R)，映射 S(p)(t) = tp(t)

单射，却不能输出常数多项式 1，所以不满射。逐项求导 D 则满射，因为
∑d

j=0 ajt
j 是∑d

j=0 ajt
j+1/(j + 1) 的导数；但所有常数都被送到零，所以不单射。

7.6 商空间、纤维与线性方程的解

设 U ≤ V。如果只关心两个向量相差的部分是否属于 U，定义 v ∼ v′ 当且仅当 v−v′ ∈ U。
零向量、取负与加法的封闭性分别给出自反、对称与传递。

定义 7.27 (商向量空间). 此关系的等价类为 v + U = {v + u : u ∈ U}，商集记为 V /U，定义

(v + U) + (w + U) = (v + w) + U, a(v + U) = av + U.

等价类公式来自 v′ ∼ v 当且仅当 v′ = v + u。若 v′ = v + u,w′ = w + u′，则 (v′ + w′)−
(v + w) = u+ u′ ∈ U，av′ − av = au ∈ U，故两种运算都与代表元无关。零类为 U，加法逆
类为 −v + U。例如，结合律与两个分配律逐式成为

((u+ U) + (v + U)) + (w + U) = ((u+ v) + w) + U = (u+ (v + w)) + U,

a((v + U) + (w + U)) = a(v + w) + U = (av + aw) + U,

(a+ b)(v + U) = ((a+ b)v) + U = (av + bv) + U.

加法交换律来自 v+w = w+ v；a(b(v+U)) = (abv)+U = (ab)(v+U)，且 1(v+U) = v+U，
所以全部向量空间公理成立。自然投影 q(v) = v + U 满足

q(av + bw) = a(v + U) + b(w + U), q(v) = U ⇐⇒ v ∈ U,

因而线性且核为 U。

例 7.28 (商空间中的一个元素). 令 V = R2，U = {(x, 0) : x ∈ R}。则 (a, b)+U = {(x, b) : x ∈
R}，是一整条水平线。同一水平线上的所有点都代表商空间的同一元素。规则 (a, b) +U 7→ b

与代表元无关，给出 V /U → R 的线性同构。

x

y

(a, b)

q

V /U ∼= R

b

图 7.3: 每条水平线成为商空间的一个元素；纵坐标区分这些元素。
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定理 7.29 (线性因子化与第一同构定理). 若 T : V →W 线性，则它可唯一经过 q : V → V /U

因子化为线性映射，当且仅当 U ⊆ kerT。特别地，

V / kerT ∼= imT, v + kerT 7−→ T (v).

证明. 设 U ⊆ kerT。若 v + U = v′ + U，则

v − v′ ∈ U =⇒ T (v)− T (v′) = T (v − v′) = 0.

所以 T̄ (v + U) = T (v) 良定义。并且对 a, b ∈ F，

T̄
(
a(v + U) + b(w + U)

)
= T̄ ((av + bw) + U)

= T (av + bw) = aT (v) + bT (w)

= aT̄ (v + U) + bT̄ (w + U).

因此 T̄ 线性，且 T̄ q = T。若另有 Lq = T，则 L(v + U) = Lq(v) = T (v) = T̄ (v + U)，故唯
一。反过来，若 T = Lq，则对 u ∈ U，T (u) = L(0 + U) = 0，故 U ⊆ kerT。

现在取 U = kerT，并将陪域取为 imT。每个 T (v) 都等于 T̄ (v + kerT )，故满射。又

T̄ (v+kerT ) = T̄ (w+kerT ) ⇐⇒ T (v−w) = 0 ⇐⇒ v−w ∈ kerT ⇐⇒ v+kerT = w+kerT,

所以单射。其逆的线性性由下式验证：对于 y = T̄ (x), z = T̄ (x′)，

T̄−1(ay + bz) = T̄−1(T̄ (ax+ bx′)) = ax+ bx′ = aT̄−1(y) + bT̄−1(z).

对 w ∈ imT，取一个原像 v0，则

T (v) = w ⇐⇒ T (v − v0) = 0 ⇐⇒ v ∈ v0 + kerT.

因此一个非空纤维是核的平移。在线性方程中，这就是“全部解等于一个特解加上全部齐次
解”的原因。

7.7 直和：分解是否唯一

对 U,W ≤ V，属于 U +W 的向量至少能写成一份 u+ w。若有 u+ w = u′ + w′，则

u− u′ = w′ − w ∈ U ∩W.

所以分解的歧义恰好来自两子空间的交。

定义 7.30 (内部直和). 若 U ∩W = {0}，称 U +W 为 U,W 的直和，记为 U ⊕W。等价地，
U +W 中每个向量的分解 u+ w 唯一。

等价性的一方向由上式成立；反向若有非零 z ∈ U ∩W，就有 z = z + 0 = 0 + z 两份不
同的分解。

对两个任意向量空间，笛卡尔积 U ×W 按分量运算也为向量空间，称为外部直和，亦记
U ⊕W。当 U,W 是同一空间的子空间且交为零时，(u,w) 7→ u+w 给出外部直和到内部直和
的线性同构。无限族的直积允许任意坐标，直和则只允许有限个非零坐标；这与线性组合只能
取有限和的约定一致。
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7.7.1 直和对应一对投影

若 V = U ⊕W，每个 v 唯一写成 v = u+ w，因此可定义

P (v) = u, Q(v) = w.

由两份分解相加、数乘仍为相应向量的分解，以及分解的唯一性，可知 P,Q 线性。它们满足

P +Q = idV , P 2 = P, Q2 = Q, PQ = QP = 0.

其中 P 2 = P 表示已经取出 U 分量后，再取一次不改变结果；PQ = 0 表示纯粹的 W 分量没
有 U 分量。

命题 7.31 (投影与直和分解). 若线性自映射 P 满足 P 2 = P，则

V = imP ⊕ kerP.

证明. 对任意 v，写成 v = P (v) + (v − P (v))。前一项属于像，后一项因为 P (v − P (v)) =

P (v)− P 2(v) = 0 而属于核。若 x ∈ imP，则 x = P (y)，从而 P (x) = P 2(y) = x；若它同时
属于核，就有 x = P (x) = 0。故两子空间交为零，和为整个空间。

这样的映射称为投影。子空间 U 本身尚不能唯一指定投影，还要决定沿哪个补空间丢弃
分量。例如在 R2 中令 U 为 x 轴：

P1(x, y) = (x, 0), P2(x, y) = (x− y, 0).

两者均满足 P 2
i = Pi，且像都为 U。但 kerP1 为 y 轴，kerP2 为直线 x = y；对 (1, 1)，前者

输出 (1, 0)，后者输出零。后面加入内积后，沿 U⊥ 的投影会由垂直条件唯一确定。

7.8 矩阵：把映射写成坐标运算

选定基以后，一个向量可以由坐标列表示；线性映射则由基向量的像决定。把这些像的坐
标列排在一起，就得到矩阵。

定义 7.32 (矩阵表示). 设 B = (v1, . . . , vn)、C = (w1, . . . , wm) 分别为 V,W 的有序基。对线
性映射 T : V →W，写

T (vj) =

m∑
i=1

aijwi.

标量的矩形数组 A = (aij) 称为 T 关于两组基的矩阵，记 [T ]C←B。全体 m 行 n 列矩阵组成
的集合记为 Mm×n(F)。

若 v =
∑

j xjvj，则

T (v) =
∑
j

xj
∑
i

aijwi =
∑
i

∑
j

aijxj

wi.

因此像的第 i 个坐标为
∑

j aijxj。这给出矩阵作用于坐标列的规则，简记为 [T (v)]C = A[v]B。
矩阵第 j 列记录第 j 个输入基向量被送到哪里。
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若另有 S : U → V，矩阵为 B = (bjk)，将 S 的输出坐标代入上式，得到复合的第 i, k 项
为
∑

j aijbjk。所以定义矩阵乘法

(AB)ik =
∑
j

aijbjk,

便得到 [T ◦ S] = [T ][S]，其中中间空间使用同一组基。乘法的求和公式因此来自复合，且乘
法顺序与映射复合顺序一致。

7.8.1 同一乘法的分量、列与复合解释

若 A 的列为 a1, . . . , an，则矩阵作用可以写成

Ax = x1a1 + · · ·+ xnan.

以

A =

(
2 1

1 −1

)
, x =

(
3

2

)
为例，按行计算为 (2 · 3 + 1 · 2, 1 · 3− 1 · 2)t = (8, 1)t；按列计算为

3

(
2

1

)
+ 2

(
1

−1

)
=

(
8

1

)
.

按行计算逐个输出坐标，按列计算则把基向量的像按输入系数组合起来。因此 Ax = b 也可理
解为：列向量能否用系数 x1, . . . , xn 组合出 b？有解等价于 b 在列的张成中；解唯一等价于这
些列没有非平凡的零组合。

设 B 为 n 行 p 列，列向量为 b1, . . . , bp。逐列作用便有

AB =
(
Ab1 · · · Abp

)
.

这同时解释尺寸要求：B 输出 n 个坐标，恰好供 A 接收。若中间尺寸不一致，两个坐标映射
无法复合。

注 7.33 (Strang 的按列理解). Strang 在 [11] 第 1.4 节，尤其第 27–29 页，并列使用逐项的
行乘列计算与整列的线性组合。他用前者计算各个数，用后者理解整个乘法。本例中的两种算
法只是求和次序不同；列的解释还直接说明列空间、解的存在性和矩阵复合。

7.8.2 顺序怎样影响变换

取剪切 H(x, y) = (x+ y, y) 与伸缩 D(x, y) = (2x, y)。在标准基中其矩阵分别为

H =

(
1 1

0 1

)
, D =

(
2 0

0 1

)
.

这里以同一字母表示变换和其标准基矩阵。先 H 后 D 得

DH =

(
2 2

0 1

)
, (D ◦H)(x, y) = (2x+ 2y, y);
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先 D 后 H 得

HD =

(
2 1

0 1

)
, (H ◦D)(x, y) = (2x+ y, y).

第一种顺序中，剪切增加的水平位移也随后被放大；第二种顺序中，增加位移发生在伸缩之
后。矩阵乘法不交换在此记录了两种不同的作用过程。

结合律仍然成立，因为 (T ◦ S) ◦R = T ◦ (S ◦R)，两边都将输入依次经过 R,S, T。于是
矩阵满足 (AB)C = A(BC)；加法分配律则来自映射对输出向量之和的线性性。

7.8.3 函数变换的矩阵计算

仍取 P2(R) 的基 B = (1, t, t2)，把求导视为自映射 D : P2(R)→ P2(R)。由

D(1) = 0, D(t) = 1, D(t2) = 2t

逐列得到

[D]B←B =

0 1 0

0 0 2

0 0 0

 .

取零点值的矩阵为 [E] = (1 0 0)，因为 E(1) = 1、E(t) = E(t2) = 0。所以

[E ◦D] = (1 0 0)

0 1 0

0 0 2

0 0 0

 = (0 1 0).

这正是提取一次项系数的规则。再算

[D]2 =

0 0 2

0 0 0

0 0 0

 , [D]3 = 0.

任意二次多项式求导三次都为零，所以最后的零矩阵也可在计算之前由变换的作用预见。

7.8.4 秩给出独立输入输出基下的最简形式

命题 7.34 (矩形矩阵的秩标准形). 设 T : V → W 线性，dimV = n、dimW = m，且
rankT = r。可分别选择输入与输出的基，使 T 的矩阵为(

Ir 0

0 0

)
,

其中前 r 个输入坐标被原样送到前 r 个输出坐标，其余输入坐标被送到零；Ir 为 r 阶单位矩
阵。零尺寸的块允许省去。

证明. 按秩—零化度定理的证明，先取 kerT 的基，再补入向量 v1, . . . , vr，使这些补入向量的
像构成 imT 的基。将输入基重新排序，把 v1, . . . , vr 放在前面。输出基则先放 T (v1), . . . , T (vr)，
再将它们扩充为 W 的基。前 r 个基向量的像就是前 r 个输出基向量；剩下的输入基向量在
核中。逐列记录即得矩阵。
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此处允许输入、输出独立选基。若 V =W 且要求两端使用同一组基，就不能任意实施这
项化简；同一个自映射在反复作用时，输出还要作为下一次输入，必须保留两端坐标之间的关
系。

命题 7.35 (可逆矩阵). 方阵 A 可逆，指存在方阵 B 使 AB = BA = I，其中 I 为对角项为
1、其余项为 0 的单位矩阵。A 可逆当且仅当其线性映射可逆；此时 B = A−1 为逆映射的矩
阵。

证明. I 表示恒等映射，矩阵乘法表示复合，因此两个矩阵等式恰好表示映射互为逆。逆映射
唯一，故逆矩阵也唯一。线性双射的逆线性已在上一节证明。

7.9 换基：输入与输出坐标的转换

定义 7.36 (过渡矩阵). 同一空间的两组有序基 B,B′ 之间，过渡矩阵 P 的各列为新基向量在
旧基中的坐标，因而 [v]B = P [v]B′。反向转换提供它的逆矩阵。

若值域的过渡矩阵为 [w]C = Q[w]C′，则新坐标先经 P 转成旧输入坐标，经过旧矩阵 A，
再经 Q−1 转成新输出坐标。因此

[T ]C′←B′ = Q−1[T ]C←BP.

当 T : V → V 且输入输出同时更换同一组基时，新矩阵为 P−1AP。这个公式表达的是同一
个映射在不同坐标下的描述。

7.9.1 把换基公式逐步用于一个向量

取标准基 E = (e1, e2) 与 B = (b1, b2)，其中 b1 = (1, 1)、b2 = (1,−1)。过渡矩阵和逆为

P =

(
1 1

1 −1

)
, P−1 =

1

2

(
1 1

1 −1

)
.

直接相乘得 P 2 = 2I，所以逆矩阵公式成立。令 T (x, y) = (x, 2y)，标准基矩阵为 A =

(
1 0

0 2

)
。

在新基下，

AP =

(
1 1

2 −2

)
, AB = P−1AP =

(
3/2 −1/2
−1/2 3/2

)
.

可逐列核对：

T (b1) = (1, 2) = 3
2b1 −

1
2b2, T (b2) = (1,−2) = −1

2b1 +
3
2b2.

于是新矩阵的列确实记录同一个 T 对新基向量的作用。

再取 v = (2, 1)，其新坐标为 (3/2, 1/2)t。计算

AB

(
3/2

1/2

)
=

(
2

0

)
, P

(
2

0

)
=

(
2

2

)
= [T (v)]E .

新坐标中的输出 (2, 0)t 表示 2b1，恢复到标准坐标才是 (2, 2)t。同样的两数字写在不同基的下
标后面，可以指代不同的向量。
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整个过程由交换图表示：

[v]B [T (v)]B

[v]E [T (v)]E .

AB

P P

A

沿两条路到达同一坐标列，给出 PAB = AP，再左乘 P−1 就得到换基公式。

7.9.2 向量的移动与坐标的改变

固定标准基时，规则 x 7→ Px 可以被看成一个真正的线性变换，它把 e1 送到 b1、e2 送
到 b2。而在等式 [v]E = P [v]B 中，P 用来转换同一个向量的两份坐标，向量 v 本身没有移动。
矩阵相同，其在论证中的角色由输入和输出的含义决定。

对于自映射，关系 AB = P−1AP 称为矩阵相似。它依次完成新坐标译为旧坐标、执行变
换、输出译回新坐标。若输入、输出分别采用不同的坐标变换 P,Q，则是 Q−1AP。在选择矩
阵前先写清两端的坐标关系，便能确定每个逆矩阵的位置。

与换基不同，单独左乘 E 得 EA，在固定坐标下表示原变换之后又作用一次 E；它通常
改变原自映射的特征值。因而解方程所用的行消元与研究同一变换所用的相似换基，需要依
据各自保持的对象来使用。

7.10 消元、主元与线性方程的计算

定义 7.37 (线性方程组与初等变换). 矩阵方程 Ax = b 表示每行给出的线性方程。初等行变
换包括：交换两行；以非零标量乘一行；将一行的标量倍加到另一行。每一种都有逆操作，故
对应左乘一个可逆矩阵，称为初等矩阵。

要保持方程的解，应同时对系数矩阵与右端列进行同一行变换：Ax = b 等价于 EAx =

Eb。它的逆变换来自 E−1。列变换则改变输入坐标；若 x = Py 且 P 可逆，原方程成为
APy = b，最后需换回 x。

例 7.38 (从计算回到核与纤维). 取 A =

(
1 2 1

0 1 1

)
，令 x = (x1, x2, x3)

t，b = (b1, b2)
t。第二

行给出 x2 = b2 − x3，代入第一行得 x1 = b1 − 2b2 + x3。所以全部解为

x = (b1 − 2b2, b2, 0)
t + t(1,−1, 1)t, t ∈ R.

任意 b ∈ R2 均有解，所以像为 R2；令 b = 0 得核为 span((1,−1, 1)t)。于是秩为 2，零化度
为 1，与定义域维数 3 一致。非齐次解集是一条核的平移直线。

7.10.1 消元为什么终止，主元如何记录自由度

对一行不全为零的矩阵，最左非零项称为该行的首项。行阶梯形要求零行都在底部，且每
一非零行的首项位置严格位于上一行首项的右侧。这些首项称为主元，所在列称为主元列；其
余列称为自由列。

从最左列开始，若当前列在尚未处理的行中有非零项，就将相应行交换到当前首行，以非
零数缩放使主元为 1，再减去该行的倍数，把主元下方各项消为零。随后只处理右下方尚未处



7 线性代数 76

理的子矩阵。每形成一个主元，可用的行数和列数各减少至少一，故有限步后得到阶梯形。再
从下向上消去主元上方的项，就得到简化行阶梯形：每个主元为 1，主元列其余项为零。

这里每一步除法都只发生在已选定的非零主元上，因此在任意域上均可执行。若某列没
有可选的非零项，算法直接跳到右边的列；它不要求每一列都出现主元。

例 7.39 (相容条件从最后一行出现). 考虑任意右端 b = (b1, b2, b3)
t 的方程1 1 1

2 2 2

1 2 3


xy
z

 =

b1b2
b3

 .

记 Ri 为增广矩阵的第 i 行，竖线右侧为右端列。先作 R2 ← R2 − 2R1、R3 ← R3 − R1，再
交换后两行，得到  1 1 1 b1

0 1 2 b3 − b1
0 0 0 b2 − 2b1

 .

因此有解的充要条件为 b2 = 2b1。右端若不满足此条件，最后一行要求 0 等于一个非零数；它
明确指出原来第二个方程必须是第一个的两倍。

条件成立时，再将第二行从第一行减去： 1 0 −1 2b1 − b3
0 1 2 b3 − b1
0 0 0 0

 .

主元列是第 1, 2 列。令自由变量 z = s ∈ R，得到xy
z

 =

2b1 − b3
b3 − b1

0

+ s

 1

−2
1

 .

每个自由变量都可任取，每个主元变量随后由本行唯一确定，所以本例解集有一个自由参数。
取 b = 0 得到核的一组基 (1,−2, 1)t。

7.10.2 行操作保持哪些结构

若 R = EA 且 E 可逆，则 Rx = 0 等价于 Ax = 0，故核不变。每一新行是原行的线性
组合，所以新行的张成包含在旧行的张成中；利用 A = E−1R 又得反向包含，故行空间也不
变。这里行空间指所有行向量的线性组合所成的空间。

列空间却被 E 映为另一子空间，满足 imR = E(imA)，通常不与 imA 相等。例如上例
原矩阵所有输出都满足第二坐标等于第一坐标的两倍，化简后所有输出都满足第三坐标为零。
这两个平面不同，但经 E 线性同构，维数相同。

命题 7.40 (主元与列空间的基). 若行消元将 A 化为简化行阶梯形 R，有 r 个主元，则 A 中
对应的 r 个主元列构成 imA 的一组基；rankA = r。非主元列的个数等于 dim kerA。

证明. R 的主元列为前 r 个标准坐标向量，每个其余列都是它们的线性组合。又因 R = EA

且 E 可逆，一份列间关系
c1A1 + · · ·+ cnAn = 0
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成立当且仅当相同系数的关系
∑

j cjRj = 0 成立，其中 Aj , Rj 为第 j 列。因此 R 中主元列
的无关性与对其余列的张成关系都传回 A，得到第一项。对齐次方程，每个非主元变量可自
由指定，主元变量由化简方程唯一决定。这给出解空间到 Fn−r 的线性双射，所以核的维数为
n− r。

寻找原列空间的基时，消元确定列的编号，向量仍须从原矩阵取出。上例主元列编号为
1, 2，故可取原列 (1, 2, 1)t、(1, 2, 2)t 作为基。

7.10.3 把原矩阵分解为独立列与组合系数

上例第三列满足 A3 = −A1 + 2A2。所以

A =

1 1

2 2

1 2


︸ ︷︷ ︸

C

(
1 0 −1
0 1 2

)
︸ ︷︷ ︸

R

.

矩阵 C 收集选出的列空间基，R 的第 j 列记录原第 j 列相对于这组基的坐标。这就是分解
A = CR。任意向量的作用被拆为

R3 R−−→ R2 C−−→ R3.

前一步先计算两个有效系数，后一步再用两个独立输出方向重建结果。C 单射，故 kerA =

kerR；R 满射，故 imA = imC。两步分别把核和像的结构显示出来。

Strang 在 [11] 第 1.4 节用一般的 A = CR 组织这项观察：挑出独立列后，其余列只需记
录组合系数。它把列的几何解释与行消元的计算联系起来。

7.11 对偶空间：用标量测量向量

固定一组基时，可以从向量取出第一个坐标，也可以取几个坐标的线性组合。这些取值规
则本身是线性映射，它们共同组成一个新的向量空间。

定义 7.41 (线性映射空间与对偶空间). 所有线性映射 V →W 的集合记为 HomF(V,W )，按逐
点相加和数乘成为向量空间。记 End(V ) = HomF(V, V )。对偶空间定义为 V ∗ = HomF(V,F)，
其元素称为线性泛函。

线性泛函的输出是一个标量。例如 λ : R2 → R, λ(x, y) = 2x − y 是线性的。在未给定额
外结构时，一个向量与一个泛函是不同类型的对象。

命题 7.42 (对偶基). 设 B = (v1, . . . , vn) 为 V 的基。定义 v∗i (
∑

j ajvj) = ai，则 (v∗1, . . . , v
∗
n)

为 V ∗ 的基。因此 dimV ∗ = dimV。

证明. 坐标唯一性保证 v∗i 良定义，线性组合的坐标逐项相加保证它线性。对任意泛函 λ 以及
v =

∑
j ajvj，有

λ(v) =
∑
j

ajλ(vj) =

∑
j

λ(vj)v
∗
j

 (v).

因此这些泛函张成 V ∗。若
∑

i civ
∗
i = 0，将等式作用于 vj 得 cj = 0，故无关。
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定义 7.43 (对偶映射). 对线性映射 T : V →W，定义 T ∗ :W ∗ → V ∗ 为 T ∗(λ) = λ ◦ T。

箭头方向反转，因为先从 V 映到 W，才能使用 W 上的泛函测量。对 S : U → V，结合
律给出 (T ◦ S)∗ = S∗ ◦ T ∗。

若 T (vj) =
∑

i aijwi，在对偶基中

T ∗(w∗i )(vj) = w∗i (T (vj)) = aij ,

所以 T ∗(w∗i ) =
∑

j aijv
∗
j。其矩阵的第 j, i 项等于原矩阵第 i, j 项，即转置矩阵 At。转置的指

标交换来自这项配对计算。

7.11.1 对偶基怎样实际求出

仍取 R2 中的 b1 = (1, 1)、b2 = (1,−1)。由

(x, y) =
x+ y

2
b1 +

x− y
2

b2

读出两个对偶基泛函：
b∗1(x, y) =

x+ y

2
, b∗2(x, y) =

x− y
2

.

逐项代入得 b∗1(b1) = b∗2(b2) = 1、b∗1(b2) = b∗2(b1) = 0。它们分别提取新基下的第一、第二坐标。

一般地，若 P 的列为某组基在标准基中的坐标，则新坐标为 P−1x；因此 P−1 的各行就
是对偶基泛函在标准坐标中的系数。基向量按列编码，对偶基按逆矩阵的行编码，两者由“先
组合，再提取系数”必须恢复原坐标这一要求联系。

7.11.2 转置是把输出端的测量拉回输入端

取 T : R2 → R3 为

T (x, y) = (x+ 2y, 3x− y, y), A =

1 2

3 −1
0 1

 .

在输出端取泛函 λ(u, v, w) = 2u− v + 4w。先作用 T 再测量，得到

T ∗(λ)(x, y) = 2(x+ 2y)− (3x− y) + 4y = −x+ 9y.

用行向量表示泛函系数时，是 (2,−1, 4)A = (−1, 9)；若把同一份系数竖写为列，就是

At

 2

−1
4

 =

(
−1
9

)
.

原映射把输入向量推到输出空间，对偶映射把输出空间的一项线性测量变成输入空间的测量。
维数从 2→ 3 改为 3→ 2，也解释了为什么转置后尺寸反转。
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7.11.3 用泛函描述子空间

对 U ≤ V，定义它的零化子

U◦ = {λ ∈ V ∗ : λ(u) = 0 对所有u ∈ U}.

它是 V ∗ 的子空间，因为对 U 恒为零的泛函的任意线性组合仍对 U 恒为零。

命题 7.44 (零化子的维数). 若 dimV = n、dimU = r，则 dimU◦ = n− r。此外，对 v ∈ V，
有

v ∈ U ⇐⇒ λ(v) = 0 对所有λ ∈ U◦.

证明. 取 U 的基 v1, . . . , vr，扩充为 V 的基 v1, . . . , vn。泛函 λ =
∑

i civ
∗
i 在 U 上为零当且仅

当前 r 个系数为零，所以 v∗r+1, . . . , v
∗
n 为 U◦ 的基。若 v ∈ U，右侧由定义成立；若 v /∈ U，

它至少有一个编号 j > r 的坐标非零，此时 v∗j ∈ U◦ 却有 v∗j (v) 6= 0，故右侧不成立。

于是一个 r 维子空间可以由 n − r 个独立线性条件刻画。用基描述它，是列出所有可组
合的方向；用零化子描述它，是列出所有必须满足的齐次条件。

对线性映射 T : V →W，定义直接给出

kerT ∗ = (imT )◦,

因为 λ ◦ T = 0 恰表示 λ 在所有输出上为零。有限维时，由零化子的维数和秩—零化度得到

rankT ∗ = dimW ∗ − dim(imT )◦ = dimW − (dimW − rankT ) = rankT.

在坐标中，T ∗ 的矩阵为 At，所以矩阵的行秩与列秩相等。这个相等来自像与其线性约束之间
的关系。

7.12 行列式：交替多线性与可逆性

给定一个 n维坐标空间中的 n个列向量，我们希望有一个标量表达它们的整体退化程度。
要求对每列分别线性，使每列的线性组合能够直接展开；要求两列相同时结果为零，体现重复
方向的退化；最后规定标准基的值为 1 来固定尺度。

定义 7.45 (多线性与交替性). 函数 D : (Fn)n → F 称为多线性，若固定其余变量时，它对每
一个变量都线性。若任意两个变量相等时函数值为 0，称它为交替的。

交替多线性函数交换两个变量会变号。固定其余变量，把 u+ v 同时放入这两个位置，函
数值为零；展开四项，其中同为 u 或同为 v 的两项为零，剩下两项之和为零，即得变号规律。

定义 7.46 (排列符号与行列式). 对置换 σ ∈ Sn，令 N(σ) 为满足 i < j 且 σ(i) > σ(j) 的指
标对数，定义 sgn(σ) = (−1)N(σ)。对方阵 A = (aij) 定义

detA =
∑
σ∈Sn

sgn(σ)
n∏

i=1

ai,σ(i),

称为行列式。

为使用这个符号，先验证它与置换复合相容。
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引理 7.47 (排列符号的乘法性). 对 σ, τ ∈ Sn，有

sgn(στ) = sgn(σ) sgn(τ), sgn(σ−1) = sgn(σ).

每个对换的符号为 −1。

证明. 记 si = (i i + 1)。右复合 si 交换排列中相邻位置的值 σ(i), σ(i + 1)。这两个值与其他
位置形成的逆序对总数不变：位于二者左侧或右侧的位置，分别仍与这两个值比较一次。二者
之间的逆序对则从有变无或从无变有，因此

N(σsi) = N(σ)± 1, sgn(σsi) = − sgn(σ).

若一个排列不是递增排列，则至少有一对相邻位置逆序；否则每对相邻值递增，传递性使整个
排列递增，只能是恒等排列。每次交换一个相邻逆序使逆序数减少 1，故经过恰 N(τ) 次这类
交换可把 τ 化为恒等排列。将这些交换逆序排列，得到 τ = si1 · · · sim，其中 m = N(τ)。于是

sgn(στ) = (−1)m sgn(σ) = sgn(τ) sgn(σ).

取 τ = σ−1，得两者符号的积为 1；它们均为 ±1，故相等。若 i < j，则

(i j) = sisi+1 · · · sj−2sj−1sj−2 · · · si

是 2(j − i)− 1 个相邻对换的乘积，因子数为奇数，所以符号为 −1。

上述公式给出 det
(
a b

c d

)
= ad− bc；零阶空矩阵的行列式约定为 1。

定理 7.48 (行列式的刻画与乘法性). 行列式是唯一的关于各列交替多线性、且在单位矩阵上
取值 1 的函数。它满足 det(AB) = detAdetB，且 A 可逆当且仅当 detA 6= 0。

证明. 记标准基为 e1, . . . , en，矩阵 A 的第 j 列为 cj =
∑

i aijei。若 D 是任意交替多线性函
数，令 d = D(e1, . . . , en)，则逐列展开得到

D(c1, . . . , cn) =

n∑
i1=1

· · ·
n∑

in=1

 n∏
j=1

aij ,j

D(ei1 , . . . , ein).

有重复指标的项由交替性为零。其余指标唯一构成某个排列 τ，即 ij = τ(j)。按上一引理的
相邻交换方法把这些基向量重排，每交换一次 D 变号，故

D(eτ(1), . . . , eτ(n)) = sgn(τ)d.

因此
D(c1, . . . , cn) = d

∑
τ∈Sn

sgn(τ)
∏
j

aτ(j),j = d
∑
σ∈Sn

sgn(σ)
∏
i

ai,σ(i),

最后一个等号将 τ 换为 σ−1，并用逆排列符号相同及乘法交换律。所以规定 d = 1 后，D 必
等于排列公式，证明唯一性。

再验证存在性。排列公式的每项对每列恰取一个系数，所以对该列线性。若第 j, k 两列
相同，令 t = (j k)，将 σ 项与 tσ 项配对。二者无固定配对项，因为 tσ = σ 将迫使 t 为恒等；
其系数乘积相同，而

sgn(tσ) = − sgn(σ).
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故每对之和为零，在特征 2 时也成立。单位矩阵中，若 σ 6= id，至少一个 ai,σ(i) = 0；只有恒
等排列项为 1，所以值为 1。

固定矩阵 A，令
DA(b1, . . . , bn) = det(Ab1, . . . , Abn).

A的线性性和行列式的多线性性保证 DA 多线性；两输入相同则两输出列相同，故它交替。刚
才对任意 D 的展开公式给出

det(AB) = DA(b1, . . . , bn) = DA(e1, . . . , en) detB = detAdetB.

若 A 可逆，则 1 = det I = detAdetA−1，所以 detA 6= 0。若 A 不可逆，秩—零化度说
明 Ax = 0 有非零解，即列向量相关。取一个非零系数解出相应列是其余列的组合，按该列展
开，每一项都有重复列，行列式为零。取逆否即得非零行列式保证可逆。

命题 7.49 (Laplace 展开). 若 Aij 是删除 A 的第 i 行、第 j 列所得矩阵，则

detA =

n∑
j=1

(−1)i+jaij detAij .

证明. 在排列公式中按 σ(i) = j 将项分类。固定该选择后，其余行列的排列给出 detAij。将
第 i 行与第 j 列移到首位分别用 i− 1, j − 1 次交换，故相对符号为 (−1)i+j−2 = (−1)i+j。对
各 j 求和得式。

7.12.1 平面面积怎样进入行列式

在实平面中，令 u = (a, c)、v = (b, d) 为矩阵 A 的两列。它们张成的平行四边形面积为

Area(u, v) = |ad− bc| = | detA|.

可以用底乘高核对：若 u 6= 0，底长为
√
a2 + c2，垂直于底边的单位向量为 (−c, a)/

√
a2 + c2。

向量 v 在这个方向上的有向分量为 (ad−bc)/
√
a2 + c2；取绝对值得到高，再乘底长。若 u = 0，

面积与行列式都为零。

detA 的符号还区分了有序两列的取向：交换两列时，面积不变而符号反转。对任意两列
u, v，将它们排成矩阵 B，则变换后排成 AB，故

det(Au,Av) = detA det(u, v).

这里 det(u, v) 表示以这两列组成的行列式。因此同一个线性变换对每个平行四边形的面积都
乘以 | detA|，与原平行四边形的位置、边长无关。

剪切 Hs 的行列式为 1。它虽然改变斜边，却不改变对应底边的高度，所以面积保持。投
影 (x, y) 7→ (x, 0) 的行列式为零，整个正方形被压到一条线；反射 (x, y) 7→ (x,−y) 的行列式
为 −1，面积保持而取向反转。

7.12.2 从交替多线性回到实际计算

对列向量的三种操作可直接求得：交换两列，行列式变号；一列乘 c，行列式乘 c；把一
列的 c 倍加到另一列，行列式不变。最后一项因为

det(. . . , u+ cv, . . . , v, . . .) = det(. . . , u, . . . , v, . . .) + c det(. . . , v, . . . , v, . . .),
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第二项含重复列而为零。

排列公式还给出 detAt = detA：将求和指标 σ 改为 σ−1，乘积各因子仅重排，且二者符
号相同。所以相同三条规则也适用于行。上三角矩阵的行列式为对角线元素的积：在排列公式
中，任何非零项必须逐行选择不低于对角线的位置，这迫使各行依次选择自己的对角项。

例如令

A =

1 2 0

2 5 1

0 1 3

 .

先将第二行减去第一行的两倍，再将第三行减去新的第二行，得到1 2 0

0 1 1

0 0 2

 .

两步均不改变行列式，故 detA = 1 · 1 · 2 = 2。若中间交换行或缩放行，须同时记录它们引入
的符号与倍数。消元求行列式使用的是这些已由定义证明的变换规律。

7.13 特征向量：映射保留哪些方向

一个自映射 T : V → V 可以反复作用，记 T 0 = idV、T k+1 = T ◦ T k。若某个子空间 U

满足 T (U) ⊆ U，就称 U 为 T 的不变子空间。此时从 U 出发的所有迭代都留在 U 中，限制
T |U 本身成为 U 上的自映射。

最小的非零子空间是一条直线 U = span(v)，其中 v 6= 0。它不变当且仅当 T (v) ∈ span(v)，
也就是存在标量 λ 使 T (v) = λv。因而特征向量的问题可以从寻找一维不变子空间自然产生。

注 7.50 (Axler 与 Strang 的两个出发点). Axler 在 [10] 第 5A 节、第 133–134 页，先提出把
自映射限制到不变子空间，再由一维情形引入特征值。Strang 在 [11] 第 6.1 节、第 216–218
页，则从反复作用 A,A2, . . . 出发：若某个方向只发生数乘，反复作用就变成反复乘同一个标
量。前者解释寻找哪些子空间，后者解释找到以后怎样计算迭代。

定义 7.51 (特征值与特征向量). 设 T : V → V 线性。若 v 6= 0 且 T (v) = λv，称 v 为属于特
征值 λ ∈ F 的特征向量。等价地，非零向量 v 属于 ker(T − λidV )。

特征向量所在的直线在映射下不会离开自身；λ = 0 时，这条直线被送到零。零向量必须
排除，因为它对所有 λ 都满足等式，不能区分任何方向或数值。

命题 7.52 (不同特征值的特征向量无关). 若 v1, . . . , vr 分别属于两两不同的特征值 λ1, . . . , λr，
则它们线性无关。

证明. 对 r 归纳。r = 1 时由 v1 6= 0 成立。设结论对 r − 1 成立，并有
∑

i civi = 0。作用
T − λridV 得

r−1∑
i=1

ci(λi − λr)vi = 0.

由归纳假设，各系数为零；因 λi− λr 6= 0，故 ci = 0 对 i < r 成立。代回原式得 crvr = 0，故
cr = 0。
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定义 7.53 (特征多项式). 有限维时，取 T 的矩阵 A，定义 χT (t) = det(tI −A)。

换基后矩阵为 P−1AP，且 tI −P−1AP = P−1(tI −A)P；乘法性给出相同行列式，所以
此多项式与所选基无关。λ 为特征值当且仅当 T − λidV 的核非零，当且仅当 χT (λ) = 0。

例 7.54 (标量域影响特征值). 在 R2 上取 T (x, y) = (−y, x)。若 T (v) = λv 且 v 6= 0，再作用
T 得 −v = λ2v，强制 λ2 = −1，无实数解。因此它没有实特征值。把相同矩阵视为 C2 上的
映射，则特征多项式 t2 + 1 有根 i,−i。特征值须属于指定的标量域。

7.13.1 对角化把迭代拆成独立的标量计算

定义 7.55 (特征子空间与可对角化). 对标量 λ，令 Eλ = ker(T − λidV )，称为相应特征子空
间。其非零元素恰为属于 λ 的特征向量。若 V 有一组完全由特征向量组成的基，称 T 可对
角化。

这时取基 B = (v1, . . . , vn) 且 T (vi) = λivi，矩阵为对角阵 D = diag(λ1, . . . , λn)，其中
diag表示给定数为对角项，其余项为零。若原矩阵为 A，以特征向量为列的过渡矩阵为 P，则

AP = PD, A = PDP−1.

反复相乘时，相邻的 P−1P 消去，故

Ak = PDkP−1, T k

(∑
i

civi

)
=
∑
i

ciλ
k
i vi.

最后一式也可直接对 k 归纳。选特征基后，每个坐标沿自己的方向独立演化。

例 7.56 (一次完整的对角化). 取

A =

(
2 1

1 2

)
, χA(t) = (t− 2)2 − 1 = (t− 3)(t− 1).

当 λ = 3，方程 (A− 3I)v = 0 等价于 x = y；当 λ = 1，等价于 x = −y。故取 v1 = (1, 1)t、
v2 = (1,−1)t，它们无关，构成基。于是

P =

(
1 1

1 −1

)
, D =

(
3 0

0 1

)
, Ak =

1

2

(
3k + 1 3k − 1

3k − 1 3k + 1

)
.

例如 e1 =
1
2v1 +

1
2v2，因此

Ake1 =
1
2 3

kv1 +
1
2v2.

沿 v1 的分量每次放大三倍，沿 v2 的分量保持。矩阵幂公式中的各项来自这两个分量的合成。

7.13.2 特征值存在为何还不够

剪切矩阵 H =

(
1 1

0 1

)
满足 χH(t) = (t− 1)2。但

(H − I)

(
x

y

)
=

(
y

0

)
= 0
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强制 y = 0，所以 E1 只有一维。无法从这条直线上取出两个无关向量，故 H 不可对角化。两
个计重数的特征根，并不自动提供两个独立的特征方向。

仍可从作用规则求幂：H(x, y) = (x+ y, y)，每次将不变的 y 加到第一坐标，故

Hk(x, y) = (x+ ky, y), Hk =

(
1 k

0 1

)
.

这个例子也可写成H = I+N，其中N(x, y) = (y, 0)且N2 = 0；直接归纳得 (I+N)k = I+kN。
所有特征值都为 1，但某些向量仍产生随 k 增长的位移。

若 dimV = n 且有 n 个不同的特征值，先前的无关性定理保证对应特征向量构成基，因
此一定可对角化。重复特征值的情形则须实际计算各特征子空间，判断能否凑成一组基。

7.14 双线性型、内积与正交分解

对偶中的一个泛函接受一个向量并输出标量。如果要比较两个向量，可以使用两个变量
的标量函数；要求它对每个变量分别线性，就得到双线性型。

定义 7.57 (双线性型与二次型). 实向量空间 V 上的双线性型为映射 B : V ×V → R，对两个
变量分别线性。若 B(u, v) = B(v, u)，称为对称双线性型。函数 q(v) = B(v, v) 称为由它确定
的二次型。

固定基 v1, . . . , vn，令 aij = B(vi, vj)，按两个变量分别展开，得到 B(u, v) = [u]tA[v]，其
中坐标均关于该基。对称性等价于 aij = aji。若改用过渡矩阵 P，由代入可得新矩阵为 P tAP；
它与线性自映射的换基公式不同，因为两个输入都需要变换。

命题 7.58 (实对称型的极化). 实对称双线性型由其二次型唯一确定，且

B(u, v) =
1

2

(
q(u+ v)− q(u)− q(v)

)
.

证明. 展开 q(u + v) = B(u, u) + B(u, v) + B(v, u) + B(v, v)，再用对称性将中间两项合为
2B(u, v)，移项并除以 2 即得。

条件中“对称”与“实数”各有作用：反对称部分在 B(v, v) 中可能完全消失；在特征为
2 的域中也不能除以 2。

定义 7.59 (内积、范数与正交). 实向量空间上的内积是正定的对称双线性型，记为 〈u, v〉；正
定指 v 6= 0 时 〈v, v〉 > 0。定义范数 ‖v‖ =

√
〈v, v〉。若 〈u, v〉 = 0，称二者正交，记 u ⊥ v。对

子空间 W，定义正交补

W⊥ = {v ∈ V : ∀w ∈W, 〈v, w〉 = 0}.

标准例为 Rn 上的 〈x, y〉 =
∑

i xiyi。双线性型 B(x, y) = x1y1 − x2y2 也对称，却不正定；
非零向量 (1, 1) 满足 B(v, v) = 0，因此不能作为内积。

命题 7.60 (Cauchy–Schwarz 不等式). |〈u, v〉|2 ≤ 〈u, u〉〈v, v〉。

证明. 若 v = 0，两边为零。否则取 t = 〈u, v〉/〈v, v〉，由正定性及展开得

0 ≤ 〈u− tv, u− tv〉 = 〈u, u〉 − 〈u, v〉
2

〈v, v〉
.

乘以正数 〈v, v〉 得结论。
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选取这个 t，就是从 u 中减去沿 v 的部分，使余项与 v 正交。这项计算在构造正交基时
会反复出现。

定理 7.61 (有限维正交分解). 若 V 为有限维实内积空间，W ≤ V，则 V =W ⊕W⊥。

证明. 首先 W⊥ 是子空间：零向量显然在内；若 x, y ∈W⊥、a, b ∈ R，则对 w ∈W，

〈ax+ by, w〉 = a〈x,w〉+ b〈y, w〉 = 0,

所以 ax+ by ∈W⊥。若 W = 0，则 W⊥ = V，结论成立。

否则取 W 的基 v1, . . . , vr。递归定义

zk = vk −
∑
i<k

〈vk, ui〉ui, uk = zk/‖zk‖.

用归纳证明每步可行，并且 u1, . . . , uk 正交归一，与 v1, . . . , vk 张成相同子空间。k = 1 时
z1 = v1 6= 0。若前 k − 1 步已成立，则对 j < k，

〈zk, uj〉 = 〈vk, uj〉 −
∑
i<k

〈vk, ui〉〈ui, uj〉

= 〈vk, uj〉 − 〈vk, uj〉 = 0.

若 zk = 0，则 vk ∈ span(u1, . . . , uk−1) = span(v1, . . . , vk−1)，违背原基无关，所以 zk 6= 0。正
定性给出 ‖zk‖ > 0，归一化合法，且 〈uk, uk〉 = 1。两条表示式

uk = ‖zk‖−1
(
vk −

∑
i<k

〈vk, ui〉ui

)
, vk = ‖zk‖uk +

∑
i<k

〈vk, ui〉ui

给出两组张成空间的双向包含，完成归纳。这就是 Gram–Schmidt 正交化。
对 v ∈ V，令 w =

∑r
i=1〈v, ui〉ui ∈W。对每个 j，

〈v − w, uj〉 = 〈v, uj〉 −
∑
i

〈v, ui〉〈ui, uj〉 = 0.

任意 x ∈ W 可写为 x =
∑

j cjuj，故 〈v − w, x〉 =
∑

j cj〈v − w, uj〉 = 0。于是 v − w ∈ W⊥，
得到 V =W +W⊥。

若 x ∈ W ∩ W⊥，取正交条件中的 w = x，得 〈x, x〉 = 0，由正定性 x = 0。因此
W ∩W⊥ = 0，和为直和。

映射 v 7→ w 称为到 W 的正交投影。对任意 w′ ∈W，v − w 与 w − w′ 正交，因而

‖v − w′‖2 = ‖v − w‖2 + ‖w − w′‖2 ≥ ‖v − w‖2.

故投影同时给出了距离 v 最近的 W 中元素；等号只有在 w′ = w 时成立。

7.14.1 内积在非正交基下怎样计算

固定一组基 B = (b1, . . . , bn)，令

G = (gij), gij = 〈bi, bj〉,
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称 G 为这组基的 Gram 矩阵。若 u =
∑

i xibi、v =
∑

j yjbj，由双线性展开得

〈u, v〉 =
∑
i,j

xigijyj = xtGy.

只有在基正交归一时 G = I，坐标列的普通点积才直接等于原空间的内积。

例如在标准实平面中取 b1 = (1, 0)、b2 = (1, 1)，则

G =

(
1 1

1 2

)
.

向量 u = b2 的新坐标为 (0, 1)t，其长度平方为 (0, 1)G(0, 1)t = 2，并非 02 + 12 = 1。同时
b1, b2 的坐标列普通点积为零，但原向量内积为 1，所以它们并不正交。

若标准坐标下内积矩阵为 I，且新基过渡矩阵为 P，则

〈Px, Py〉 = xtP tPy,

故新 Gram 矩阵为 P tP。这也具体解释了双线性型的换基公式：同一测量规则同时接收两个
向量，两份坐标都要代入。

7.14.2 正交化的一次完整计算

在标准内积的 R3 中取

v1 = (1, 1, 0), v2 = (1, 0, 1).

它们无关，但内积为 1，没有正交。先取 u1 = v1/
√
2，再从 v2 减去沿 u1 的投影：

z2 = v2 − 〈v2, u1〉u1 = (1, 0, 1)− 1
2(1, 1, 0) = (1/2,−1/2, 1).

因 ‖z2‖2 = 3/2，归一化得

u2 =
(1,−1, 2)√

6
.

直接计算可核对 〈u1, u2〉 = 0、‖u1‖ = ‖u2‖ = 1。操作中只减去先前方向的倍数，所以

span(u1, u2) = span(v1, v2).

正交化改变了基，没有改变所描述的平面。

7.14.3 正交矩阵是保持内积的坐标变换

定义 7.62 (正交矩阵). 实方阵 Q 若满足 QtQ = I，称为正交矩阵。

矩阵 QtQ 的第 i, j 项为 Q 的第 i 列与第 j 列的内积，所以此条件等价于列构成正交归
一基。并且对所有 x, y，

〈Qx,Qy〉 = xtQtQy = xty = 〈x, y〉.

反向若保持所有内积，代入标准基向量就得 QtQ = I。因此正交矩阵准确描述保持标准内积
的线性变换，既保持长度也保持夹角。

由 QtQ = I，若 Qx = 0 则 x = 0；方阵的秩—零化度保证其可逆，于是 Q−1 = Qt。旋
转矩阵满足此条件，反射矩阵也满足；两者都不改变长度。行列式满足 (detQ)2 = 1，所以
detQ = 1 或 −1，分别对应保持或反转取向。



7 线性代数 87

7.14.4 从投影到最小二乘方程

设实矩阵 A 有 m 行 n 列，列线性无关。对给定 b ∈ Rm，即使 Ax = b 无解，仍可寻找
使误差长度 ‖Ax− b‖ 最小的 x。因为所有 Ax 恰组成 imA，这个问题等价于求 b 在列空间上
的正交投影。

若 x̂ 是候选解，残差记为 r = b−Ax̂。正交投影的条件为 r 与每列 Aj 都正交，即

At(b−Ax̂) = 0.

因此须解正规方程
AtAx̂ = Atb.

矩阵 AtA 可逆：若 AtAx = 0，左乘 xt 得

0 = xtAtAx = ‖Ax‖2,

所以 Ax = 0；由列无关得 x = 0。方阵零核蕴含可逆，故

x̂ = (AtA)−1Atb, Π = A(AtA)−1At

分别给出唯一最小二乘解与到列空间的正交投影矩阵。这里唯一性还用了 A 单射：唯一投影
点只能由一个输入得到。

为直接检验最小性，任取 h ∈ Rn。因 Ah ∈ imA 且 r ⊥ imA，

‖A(x̂+ h)− b‖2 = ‖Ah− r‖2 = ‖Ah‖2 + ‖r‖2 ≥ ‖r‖2.

等号要求 Ah = 0，由单射性要求 h = 0。

例 7.63 (一条直线拟合三个点). 用直线 y = c+ dt 拟合平面上的三点 (0, 1), (1, 2), (2, 2)。精
确通过三个点等价于 1 0

1 1

1 2


︸ ︷︷ ︸

A

(
c

d

)
=

1

2

2


︸ ︷︷ ︸

b

.

第一点要求 c = 1，第二点再要求 d = 1，却使第三点的预测为 3，所以无精确解。正规方程为(
3 3

3 5

)(
c

d

)
=

(
5

6

)
.

第二行减第一行得 2d = 1，故 d = 1/2、c = 7/6。预测向量与残差分别为

Ax̂ = (7/6, 5/3, 13/6)t, r = (−1/6, 1/3,−1/6)t.

残差的坐标和为零，与 (0, 1, 2)t 的内积也为零，所以它确与 A 的两列正交。平方误差之和为
1/6；上面的正交分解证明任何其他直线都不会给出更小值。



7 线性代数 88

Ax̂

b

r

imA
0

图 7.4: 在列空间与残差方向张成的平面内看投影：b = Ax̂+ r，其中 r ⊥ imA。

7.15 四个基本子空间与解方程的整体结构

对实 m× n 矩阵 A，有四个相互联系的子空间：

子空间 所在空间 维数
imAt（行空间） Rn r

kerA Rn n− r
imA（列空间） Rm r

kerAt（左零空间） Rm m− r

其中 r = rankA = rankAt，后一等式已由对偶映射证明。“左零空间”的名称来自 Aty = 0

等价于 ytA = 0。

定理 7.64 (行列空间的正交分解). 在标准实内积下，

(imAt)⊥ = kerA, (imA)⊥ = kerAt.

因此
Rn = imAt ⊕ kerA, Rm = imA⊕ kerAt,

两式均为正交直和。

证明. x ⊥ imAt 当且仅当对每个 y ∈ Rm，

0 = 〈x,Aty〉 = 〈Ax, y〉.

若 Ax = 0，此条件成立；若对所有 y 成立，取 y = Ax 得 ‖Ax‖2 = 0，所以 Ax = 0。这证明
第一式。将 A 换为 At 得第二式。有限维正交分解定理随即给出两项直和。

输入向量因此可唯一写成 x = xrow + xnull，分别属于行空间与核。作用 A 后，后一项消
失：

Ax = Axrow.

而 A 在行空间上的限制给出 imAt → imA 的线性同构。它单射，因为行空间与核的交为零；
它满射，因为任意原像去掉核分量后仍有相同输出。这样，四个空间说明哪些输入差别被消
去、哪些方向保留为独立输出，以及哪些右端分量无法由输入产生。

命题 7.65 (相容性的对偶判别). 方程 Ax = b 有解，当且仅当对每个满足 Aty = 0 的 y，都
有 ytb = 0。

证明. 有解当且仅当 b ∈ imA。正交分解说明，这又等价于 b 与 kerAt 正交，正是所述条
件。
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这个判别把所有右端限制集中到左零空间中。若某个 y 满足 ytA = 0 却有 ytb 6= 0，用 yi

作为系数把原方程的各行相加，就得到 0 = ytb 的矛盾。

例 7.66 (回看消元中的相容条件). 对前面的矩阵

A =

1 1 1

2 2 2

1 2 3


已知列空间基为 (1, 2, 1)t, (1, 2, 2)t，核基为 (1,−2, 1)t。行空间可取原第 1, 3 行作为基；左零
空间基为 (−2, 1, 0)t。分别计算内积可验证两个正交关系：

(1, 1, 1) · (1,−2, 1) = 0, (1, 2, 3) · (1,−2, 1) = 0;

列空间中的每个向量也都与 (−2, 1, 0)t 正交。因而相容性恰为

(−2, 1, 0) · (b1, b2, b3) = 0, 即b2 = 2b1.

这正是消元所得最后一行。计算算法发现的限制，与子空间之间的正交关系相同。

注 7.67 (Strang 组织四个空间的方法). Strang 在 [11] 第 3.5 节把列空间、行空间和两个零
空间放在同一张维数表中。这样研究一个矩阵时，解方程与理解变换可以相互回看：核给出解
的不唯一性，列空间给出可实现的右端，左零空间给出右端必须满足的约束；行空间则为每一
份可实现输出提供唯一的正交于核的输入。

若 Ax = b 相容，从全部解中取行空间内的唯一解 xrow，其他解均为 xrow + z，其中
z ∈ kerA。正交性给出

‖xrow + z‖2 = ‖xrow‖2 + ‖z‖2.

所以它还恰好是长度最小的解。若原方程不相容，先把 b 正交投影到列空间，再取这一投影
的行空间原像，就得到全部最小二乘解中长度最小的一个。

7.16 仿射子空间与凸组合

线性方程 T (v) = w 的非空解集为 v0 + kerT，它通常不包含零向量。要描述这样的平移，
需要保留线性结构而允许改变原点。

定义 7.68 (仿射子空间与仿射组合). 实向量空间中，子空间 U 的平移 p+U = {p+u : u ∈ U}
称为仿射子空间。若 a0 + · · ·+ ak = 1，则

∑k
i=0 aixi 称为点 x0, . . . , xk 的仿射组合。

系数和为 1 保证平移的相容性：同时将所有点平移 p，得到

∑
i

ai(xi + p) =
∑
i

aixi +

(∑
i

ai

)
p =

∑
i

aixi + p.

因此输出也恰好平移 p。若 xi = p+ ui 同属 p+ U，仿射组合仍为 p+
∑

i aiui，所以留在该
仿射子空间中。

定义 7.69 (凸组合与凸集). 若仿射组合还满足各 ai ≥ 0，称为凸组合。集合 C 称为凸集，若
任意 x, y ∈ C 以及 t ∈ [0, 1] 均满足 (1− t)x+ ty ∈ C。这要求两点之间的整条线段留在集合
中。
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命题 7.70 (有限凸组合与凸包). 凸集包含其任意有限点组的所有凸组合。对集合 S，全体有
限凸组合组成的集合记为 conv(S)，称为凸包；它是包含 S 的最小凸集。空集的凸包为空集。

证明. 对点数归纳。设
∑k

i=0 aixi 为凸组合。若 ak = 1，结果为 xk；否则 1 − ak > 0，将表
达式写为

(1− ak)

(
k−1∑
i=0

ai
1− ak

xi

)
+ akxk.

括号内为较少点的凸组合，按归纳假设在凸集中，再用二点凸性得到结论。

S 的每个点都是自身系数为 1 的组合，故 S ⊆ conv(S)。将两个有限凸组合再作二点凸
组合，展开后系数仍非负且和为 1，所以凸包为凸集。任何包含 S 的凸集都由前一结论包含
这些组合，故得到最小性。

7.17 子空间的维数公式

命题 7.71. 若 U,W ≤ V 均有限维，则

dim(U +W ) = dimU + dimW − dim(U ∩W ).

若 V 有限维且 U ≤ V，则 dim(V /U) = dimV − dimU。

证明. 定义 S : U×W → U+W 为 S(u,w) = u+w。它为满线性映射。核的元素满足 w = −u，
所以核恰为 {(x,−x) : x ∈ U ∩W}；规则 x 7→ (x,−x) 是交到核的线性同构。

将 U 的基写成 (ui, 0)、W 的基写成 (0, wj)，合起来就是 U × W 的基，故其维数为
dimU + dimW。对 S 使用秩—零化度得第一式。第二式对满线性投影 q : V → V /U 应用同
一定理，其核为 U。

第一式扣除了两个子空间共同的方向；第二式则计算把 U 中的差别合并以后还保留多少
独立方向。两式均来自已经建立的核与像的维数关系。

7.18 综合算例

由线性方程构造基与补空间

设 U = {(x, y, z) ∈ R3 : x + y + z = 0}。求它的一组基及其在 R3 中的一个补空间。由
x+ y + z = 0 得 z = −x− y，因而

(x, y, z) = x(1, 0,−1) + y(0, 1,−1).

令 u1 = (1, 0,−1)、u2 = (0, 1,−1)。上式说明二者张成 U；若 au1 + bu2 = 0，比较前两个坐
标得 a = b = 0，所以它们也是无关的，构成 U 的一组基。

取 n = (1, 1, 1)。若 au1 + bu2 + cn = 0，将三个坐标相加，得到 3c = 0，故 c = 0，再由
无关性得 a = b = 0。这三个向量构成 R3 的基，故 W = span{n} 满足 R3 = U ⊕W。还可以
直接写出分解：对 v = (x, y, z)，令 c = (x+ y + z)/3，则

v = (v − cn) + cn, v − cn ∈ U, cn ∈W.

若有另一个分解，两式相减后，一边属于 U，另一边属于 W；而 tn ∈ U 蕴含 3t = 0，所以交
仅为零，分解唯一。标准内积下 n 与 U 中每个向量正交，因此这次选出的补空间恰好为 U⊥。
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差分映射与商空间

设 T : R3 → R2 为 T (x, y, z) = (x− y, y − z)。计算其核、像及对应的商空间同构。等式
T (x, y, z) = 0 等价于 x = y = z，所以 kerT = span{(1, 1, 1)}。给定任意 (a, b) ∈ R2，向量
(a+ b, b, 0) 被送到 (a, b)，故 T 为满射。定义

T : R3/ kerT −→ R2, [(x, y, z)] 7−→ (x− y, y − z).

若两个代表元相差 (t, t, t)，它们的相邻坐标差相同，所以此规则良定义。反过来，相邻坐标
差相同就意味着两向量的三个坐标差彼此相等，因此它们属于同一等价类。这证明了单射性；
满射性由上面的原像构造得到。映射的线性由 T 的线性直接推出。

逆映射为 (a, b) 7→ [(a+ b, b, 0)]。为核对两个复合，令 a = x− y、b = y − z，则该规则得
到代表元 (x− z, y − z, 0)，它与 (x, y, z) 相差 (z, z, z) ∈ kerT，因而确实返回原来的等价类。
商空间中的一个向量可以有许多代表元，逆映射只需返回同一等价类。

多项式的平移

在次数至多为 2 的实多项式空间 P2(R) 上，设 S(p)(t) = p(t+ 1)。以下在基 (1, t, t2) 下
计算矩阵、迭代与逆，并判断可对角化性。由 S(1) = 1、S(t) = 1+ t、S(t2) = 1+2t+ t2，逐
列得到

[S] =

1 1 1

0 1 2

0 0 1

 .

迭代 k 次就是把变量平移 k，可由归纳证明 Sk(p)(t) = p(t+ k)。因此

[S]k =

1 k k2

0 1 2k

0 0 1

 , [S]−1 =

1 −1 1

0 1 −2
0 0 1

 .

逆规则为 p(t) 7→ p(t− 1)。上三角矩阵的特征多项式为 (λ− 1)3；解 ([S]− I)(a, b, c)t = 0 得
2c = 0、b + c = 0，所以 b = c = 0。其特征子空间只有常数多项式构成的一维空间，故不可
对角化。二次项的平移会向一次项、常数项贡献新系数，矩阵中的 k 与 k2 正记录这些贡献。

秩亏方程组的一般解与最短解

令 A =

1 1 0

0 0 1

1 1 1

，b = (b1, b2, b3)
t。计算四个基本子空间，再讨论 Ax = b 的相容性及

解。矩阵的前两列相等，第三列与第一列无关，故列空间的基为 (1, 0, 1)t、(0, 1, 1)t，秩为 2。
核的基为 (1,−1, 0)t，行空间的基为 (1, 1, 0)、(0, 0, 1)。左零空间的基为 (−1,−1, 1)t，所以相
容条件是 b3 = b1 + b2。

条件成立时，方程只要求 x1 + x2 = b1、x3 = b2，一般解为

x = (s, b1 − s, b2)t, s ∈ R.

它的长度平方可以配方为

s2 + (b1 − s)2 + b22 = 2(s− b1/2)2 + b21/2 + b22.
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唯一最小值在 s = b1/2处取得，最短解为 (b1/2, b1/2, b2)
t。它恰与核向量 (1,−1, 0)t 正交，因

此也正是位于行空间中的那个解。

文献：向量空间、基、线性映射、对偶、内积与特征值见 [10] 第 1–3、5–7 章；矩阵乘法、四
个基本子空间与迭代见 [11] 第 1.4、3.5、6.1 节；行列式、多线性与双线性型另见 [8]。正文中
署名的注概述所引节段的讲法，具体例子与推导使用本文的记号。



8 环、理想与多项式

8.1 为什么需要环

整数可以相加、相减、相乘，却不能对任意非零整数作除法。向量空间恰好相反：非零标
量都有逆元，因此线性方程可以除以系数。很多代数问题既需要加法结构，又需要乘法结构，
却不能假定所有元素可逆。环把这两种运算放在同一对象中。

本章的环总是结合且带单位元；除非特别说明，环同态保持单位元。允许零环 1 = 0，因
为商环可能把原环的单位与零合并。环的定义先保留非交换情形；从理想一节起，固定讨论交
换环。

定义 8.1 (环). 环是一个集合 R，带有加法 +、乘法 · 和指定元素 1R，满足：(R,+) 是交换
群；乘法结合；对任意 a, b, c ∈ R，

a(b+ c) = ab+ ac, (a+ b)c = ac+ bc;

并且 1Ra = a = a1R。若 ab = ba 对所有 a, b 成立，称 R 为交换环。

加法群的单位记为 0。由分配律，0a = a0 = 0：例如 0a = (0+ 0)a = 0a+ 0a，在加法群
中消去一个 0a 即得。又有 (−a)b = −(ab) = a(−b)。这些基本恒等式不是额外公理，而是由
加法群与分配律推出的。

定义 8.2 (单位与零因子). 若 u ∈ R 存在 v ∈ R 使 uv = vu = 1R，称 u 为单位，v 为 u 的
逆，记全体单位为 R×。若 a 6= 0, b 6= 0 且 ab = 0，称 a, b 为一对零因子。满足 1R 6= 0R 的交
换环若没有非零零因子，称为整环；整环中每个非零元素都有乘法逆元时称为域。

命题 8.3 (单位构成群). R× 在环的乘法下是群。

证明. 1R 是单位。若 u, v 为单位，则 (uv)−1 = v−1u−1，因为

(uv)(v−1u−1) = u(vv−1)u−1 = 1R

且反向乘积同样为 1R。若 u 为单位，逆元由 uv = vu = 1R 唯一确定：若 w 也为逆，则
w = w(uv) = (wu)v = v。结合律由环继承。

例 8.4 (三个基本环). Z是交换整环但不是域，因 2没有整数逆元。Q,R,C都是域。若 n ≥ 2，
整数模 Z/nZ 是交换环；当且仅当 n 为素数时它是域。Z/6Z 中 [2] 6= [0]、[3] 6= [0]，但
[2][3] = [0]，所以它有零因子。

上述素数判别可直接由整数的整除理论证明。若 n = p 为素数，非零类 [a] 满足 p ∤ a，故
gcd(a, p) = 1。取 Bézout 等式 ua + vp = 1，在模 p 下得到 [u][a] = [1]，所以每个非零类可
逆。若 n 合成，写 n = ab，其中 1 < a, b < n，则 [a], [b] 均非零而乘积为零；域中非零元素
可逆，不可能出现这样的乘积。因此 Z/nZ 为域当且仅当 n 为素数。

93
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8.2 子环、理想与由生成元产生的结构

定义 8.5 (子环). 环 R 的子环是子集 S ⊆ R，含有 1R，并且对加法、加法逆元和乘法封闭。
若不要求含有 1R，则称为非单位子环；本章的“子环”遵循含单位的约定。

命题 8.6 (子环判别). 非空子集 S ⊆ R是子环，当且仅当对任意 a, b ∈ S 有 a−b ∈ S、ab ∈ S，
并且 1R ∈ S。

证明. 若 S 是子环，条件直接成立。反过来，取 a ∈ S，则 0 = a−a ∈ S；再取 0−a = −a ∈ S。
差封闭给出加法封闭，乘法封闭给出乘法封闭，单位元已假定，其他环公理从 R 继承。

以下至本章结束，R,S 均为交换有单位环。

定义 8.7 (理想). 交换环 R 的理想是一个加法子群 I ≤ (R,+)，满足对任意 r ∈ R, i ∈ I 有
ri ∈ I。在非交换环中，若只要求左乘吸收，称左理想；若只要求右乘吸收，称右理想。

理想通常不含 1R。若 1R ∈ I，则任意 r = r1R ∈ I，所以 I = R。这正是理想能够作为
“被压成零的元素集合”的原因：它必须在任意外部系数乘法下保持不变，而不应被迫包含整
个环的单位。

命题 8.8 (理想的判别与交). 非空子集 I ⊆ R 是理想，当且仅当对 i, j ∈ I, r ∈ R 有 i− j ∈ I
且 ri ∈ I。任意一族理想的交仍是理想。

证明. 第一句的证明与子环判别相同，差封闭给出加法单位和逆元。设 (Iλ)λ∈Λ 是理想族。若
x, y 属于交集，则它们属于每个 Iλ，所以 x− y 也属于每个 Iλ；对任意 r ∈ R，rx 同样属于
每个 Iλ。因此交集是理想。空族的交在 R 中取为 R，它也是理想。

定义 8.9 (生成的理想). 给定 S ⊆ R，包含 S 的所有理想的交称为 S 生成的理想，记为 (S)。
单元素生成的理想记为 (a)。

在交换环中，

(S) =

{
m∑
k=1

rksk : m ∈ N, rk ∈ R, sk ∈ S

}
,

其中 m = 0 时取空和 0。右侧是理想：两个有限和相减仍是有限和，乘以 r 只需把每个系数
rk 换为 rrk；它含 S，因为 s = 1Rs。任何包含 S 的理想都含这些有限和，因此右侧正是交定
义的最小理想。

例 8.10 (整数中的理想). Z 的理想 (6) 是所有 6k 的集合。它包含 6，并在加法和任意整数倍
下封闭。(6) ⊆ (2)，因为每个 6k 都是 2(3k)；包含关系记录整除关系的反向：(a) ⊆ (b) 当且
仅当 b | a。

定义 8.11 (环同态). 设 R,S 为环。映射 ϕ : R→ S 称为环同态，若对 a, b ∈ R 满足

ϕ(a+ b) = ϕ(a) + ϕ(b), ϕ(ab) = ϕ(a)ϕ(b), ϕ(1R) = 1S .

由加法群同态的性质，有 ϕ(0R) = 0S、ϕ(−a) = −ϕ(a)。其核为 kerϕ = {a : ϕ(a) = 0S}，像
为 imϕ = {ϕ(a) : a ∈ R}。

命题 8.12 (理想的原像与像). 对交换环之间的同态 ϕ : R→ S，若 J 为 S 的理想，则 ϕ−1(J)

为 R 的理想；若 I 为 R 的理想，则 ϕ(I) 为 imϕ 的理想。
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证明. 因为 ϕ(0) = 0 ∈ J，原像非空。若 a, b ∈ ϕ−1(J)、r ∈ R，则

ϕ(a− b) = ϕ(a)− ϕ(b) ∈ J, ϕ(ra) = ϕ(r)ϕ(a) ∈ J.

由理想判别，原像为理想。对像，若 x = ϕ(a), y = ϕ(b)，其中 a, b ∈ I，则

x− y = ϕ(a− b) ∈ ϕ(I).

若 t = ϕ(r) ∈ imϕ，则 tx = ϕ(ra) ∈ ϕ(I)，所以它为像环的理想。对于一般 t ∈ S，未必
有原像 r，故不能由此推出它为 S 的理想。例如包含 Z → Q 将理想 2Z 送到同一子集，但
1
2 · 2 = 1 /∈ 2Z，所以其像不是 Q 的理想。

8.3 商环与同态

群的商构造引出一个问题：换代表元以后，运算结果是否不变。环中必须同时检查加法和
乘法。

定义 8.13 (商环). 设 I 是交换环 R 的理想。在 R 上定义

r ∼I s ⇐⇒ r − s ∈ I.

等价类记为 r + I，全体等价类记为 R/I。定义

(r + I) + (s+ I) = (r + s) + I, (r + I)(s+ I) = rs+ I.

这里的 r + I 是加法陪集，不是尚未定义的商环加法。

定理 8.14 (商环运算良定义). 上述两个运算与代表元的选择无关，且使 R/I 成为交换环。自
然投影

q : R −→ R/I, r 7−→ r + I

是满射环同态，且 ker q = I。

证明. 先证 ∼I 是等价关系。自反性由 r− r = 0 ∈ I；对称性由 I 对取负封闭；传递性由理想
的加法封闭。

若 r + I = r′ + I、s+ I = s′ + I，则 r − r′, s− s′ ∈ I。加法结果之差

(r + s)− (r′ + s′) = (r − r′) + (s− s′) ∈ I.

乘法结果之差为
rs− r′s′ = r(s− s′) + s′(r − r′) ∈ I,

其中使用了理想对任意环元素的吸收性。因此两种公式良定义。

将 r + I 简记为 [r]。加法的结合律、交换律、零元和逆元为

([r] + [s]) + [t] = [(r + s) + t] = [r + (s+ t)] = [r] + ([s] + [t]),

[r] + [s] = [r + s] = [s+ r] = [s] + [r], [r] + [0] = [r], [r] + [−r] = [0].
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乘法及其与加法的相容性由

([r][s])[t] = [(rs)t] = [r(st)] = [r]([s][t]),

[r][s] = [rs] = [sr] = [s][r], [1][r] = [r],

[r]([s] + [t]) = [r(s+ t)] = [rs+ rt] = [r][s] + [r][t]

给出；交换律再给出另一侧的分配律。因此 R/I 为交换有单位环。并且

q(r + s) = [r + s] = q(r) + q(s), q(rs) = [rs] = q(r)q(s), q(1) = [1].

任意商类 [r] 都等于 q(r)，故 q 是满射环同态。最后

q(r) = 0 + I ⇐⇒ r + I = I ⇐⇒ r ∈ I,

故核为 I。

命题 8.15 (核是理想). 环同态的核是理想；若 I ⊆ kerϕ，则存在唯一环同态 ϕ̄ : R/I → S 满
足 ϕ = ϕ̄q。

证明. 核是零理想的原像，因而是理想；也可逐式计算 ϕ(a− b) = 0、ϕ(ra) = ϕ(r)0 = 0 来验
证。设 I ⊆ kerϕ，定义 ϕ̄(r + I) = ϕ(r)。若 r + I = r′ + I，则

r − r′ ∈ I ⊆ kerϕ =⇒ 0 = ϕ(r − r′) = ϕ(r)− ϕ(r′),

所以公式良定义。对任意商类，分别计算

ϕ̄((r + I) + (s+ I)) = ϕ(r + s) = ϕ(r) + ϕ(s),

ϕ̄((r + I)(s+ I)) = ϕ(rs) = ϕ(r)ϕ(s),

ϕ̄(1 + I) = ϕ(1) = 1S .

故它为环同态，且 ϕ̄q(r) = ϕ(r)。若另一同态 h 满足 hq = ϕ，则对每个商类有 h(r + I) =

h(q(r)) = ϕ(r) = ϕ̄(r + I)，所以唯一。

定理 8.16 (环的第一同构定理). 对环同态 ϕ : R→ S，存在唯一环同构

R/ kerϕ ∼= imϕ, r + kerϕ 7−→ ϕ(r).

证明. 前一命题给出良定义环同态 Φ(r+ kerϕ) = ϕ(r)，其值落在 imϕ。若 y ∈ imϕ，取 r 使
y = ϕ(r)，就有 y = Φ(r + kerϕ)，故满射。又

Φ(r + kerϕ) = Φ(s+ kerϕ) ⇐⇒ ϕ(r) = ϕ(s)

⇐⇒ ϕ(r − s) = 0

⇐⇒ r − s ∈ kerϕ
⇐⇒ r + kerϕ = s+ kerϕ.

所以单射。双射环同态的逆保持运算：若 x = Φ(a), y = Φ(b)，则

Φ−1(x+ y) = a+ b = Φ−1(x) + Φ−1(y), Φ−1(xy) = ab = Φ−1(x)Φ−1(y),

且 Φ−1(1) = 1，故确为环同构。
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8.4 中国剩余定理

能否找到一个整数，除以 2 余 1，除以 3 余 2？5 就是一个答案。更一般地，任意指定
这两个余数时，是否总能找到同时满足要求的整数？换成环与理想的语言，就是问自然映射
R→ R/I ×R/J 何时为满射。中国剩余定理给出的条件是 I + J = R；在整数的这个例子中，
1 = 3− 2 ∈ (2) + (3)，所以条件成立。映射的核则记录两个答案的差可以是什么。

对两个理想 I, J，先定义它们的和与积：

I + J = {i+ j : i ∈ I, j ∈ J}, IJ =

{
r∑

k=1

ikjk : ik ∈ I, jk ∈ J, r ≥ 0

}
.

它们都是理想。对于和，

(i+ j)− (i′ + j′) = (i− i′) + (j − j′) ∈ I + J, r(i+ j) = ri+ rj ∈ I + J.

对于积，两个有限和的差仍为这种形式，将负号吸收到 ik；而

r
∑
k

ikjk =
∑
k

(rik)jk ∈ IJ.

两者均含零，由理想判别得结论。和是包含 I, J 的最小理想：任何含二者的理想都对加法封
闭。并且 IJ ⊆ I ∩ J，因为每项 ikjk 同时属于两个理想。

若 A,B 为环，直积环 A×B 定义为逐坐标加法与乘法，单位为 (1A, 1B)。例如

((a, b)(a′, b′))(a′′, b′′) = ((aa′)a′′, (bb′)b′′) = (a(a′a′′), b(b′b′′)),

从而乘法结合，其余环公理也由两个坐标的相应等式给出。

定义 8.17 (互素理想). 交换环 R 中的理想 I, J 称为互素，若 I + J = R。等价地，存在
i ∈ I, j ∈ J 使 i+ j = 1。

引理 8.18 (互素理想的交与积). 若 I + J = R，则 I ∩ J = IJ，其中 IJ 是有限和
∑
ikjk

（ik ∈ I, jk ∈ J）组成的理想。

证明. 每个有限和
∑
ikjk 同时属于 I 和 J，故 IJ ⊆ I∩J。反过来，取 x ∈ I∩J，写 1 = i+j，

其中 i ∈ I, j ∈ J。则
x = x(i+ j) = xi+ xj.

因 x ∈ J, i ∈ I，有 xi ∈ IJ；因 x ∈ I, j ∈ J，有 xj ∈ IJ。故 x ∈ IJ。

定理 8.19 (两个理想的中国剩余定理). 若 I + J = R，则映射

Φ : R −→ R/I ×R/J, r 7−→ (r + I, r + J)

诱导环同构
R/(I ∩ J) ∼= R/I ×R/J.

证明. 逐坐标计算有

Φ(r + s) = ((r + s) + I, (r + s) + J) = Φ(r) + Φ(s),

Φ(rs) = (rs+ I, rs+ J) = Φ(r)Φ(s),

Φ(1) = (1 + I, 1 + J).
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所以 Φ 是环同态。其核为

{r : r + I = I, r + J = J} = I ∩ J.

由 I + J = R 取 i ∈ I, j ∈ J 使 i+ j = 1。给定目标 (a+ I, b+ J)，令 r = aj + bi，则

r − a = a(j − 1) + bi = −ai+ bi = (b− a)i ∈ I,

r − b = aj + b(i− 1) = aj − bj = (a− b)j ∈ J.

所以 Φ(r) = (a+ I, b+ J)，证明满射。第一同构定理给出所需同构。

例 8.20 (整数的剩余条件). Z/(6) ∼= Z/(2) × Z/(3)，因为 (2) + (3) = Z。具体地，1 =

(−1) · 2 + 1 · 3，而一个整数模 6 的类由它模 2 和模 3 的类唯一确定。若两个模数不互素，例
如 2, 4，则不能直接写成模 2 与模 4 的乘积：两个条件必须在公共模 2 上相容。

8.5 多项式环与代入

令 R 为交换环。多项式不是先验给定的函数，而是有限形式和

f = a0 + a1x+ · · ·+ anx
n, ai ∈ R,

其中 x 是形式符号。两个形式相等，当且仅当每个次数的系数相等。加法逐项进行，乘法按
卷积定义： (∑

i

aix
i

)∑
j

bjx
j

 =
∑
k

 ∑
i+j=k

aibj

xk.

有限支撑保证每个系数的内层和是有限和。

这些公式确实构成环。若 f, g, h 的系数分别为 ai, bj , cℓ，则乘积的第 k 个系数满足

((fg)h)k =
∑

u+ℓ=k

 ∑
i+j=u

aibj

 cℓ =
∑

i+j+ℓ=k

(aibj)cℓ,

(f(gh))k =
∑

i+v=k

ai

 ∑
j+ℓ=v

bjcℓ

 =
∑

i+j+ℓ=k

ai(bjcℓ).

R 中的结合律使两者相等。分配律则由

(f(g + h))k =
∑

i+j=k

ai(bj + cj) =
∑

i+j=k

aibj +
∑

i+j=k

aicj = (fg + fh)k

得到。乘法交换律来自 aibj = bjai 并交换求和指标。加法群公理逐系数继承自 R；常数多项
式 1 的系数为 1, 0, 0, . . .，卷积后不改变任意系数，故为单位。

定义 8.21 (多项式环与次数). 上述形式的集合记为 R[x]。非零多项式的次数 deg f 是最高的
非零系数下标，零多项式的次数约定为 −∞。首项系数称为首系数；首系数为 1 的多项式称
为首一。
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命题 8.22 (多项式环的泛性质). 设 S 为交换环，ϕ : R → S 为环同态，s ∈ S。存在唯一环
同态

ϕ̃ : R[x]→ S

满足 ϕ̃(a) = ϕ(a)（a ∈ R）且 ϕ̃(x) = s。它由

ϕ̃

(∑
i

aix
i

)
=
∑
i

ϕ(ai)s
i

给出。

证明. 公式给出有限和。若 f =
∑

i aix
i, g =

∑
i bix

i，补零系数使两个求和范围相同，则

ϕ̃(f + g) =
∑
i

ϕ(ai + bi)s
i =

∑
i

ϕ(ai)s
i +
∑
i

ϕ(bi)s
i = ϕ̃(f) + ϕ̃(g).

对乘法，

ϕ̃(fg) =
∑
k

ϕ

 ∑
i+j=k

aibj

 sk =
∑
i,j

ϕ(ai)ϕ(bj)s
i+j = ϕ̃(f)ϕ̃(g).

它保持单位。任意满足条件的同态必须把 aix
i 送到 ϕ(ai)s

i，再由有限和得到同一公式，故唯
一。

命题 8.23 (乘积的次数). 若 R 为整环，f, g ∈ R[x] 均非零，则 fg 6= 0 且 deg(fg) =

deg f + deg g。

证明. 令 m = deg f, n = deg g，首系数分别为 am, bn。若 i + j > m + n，则必有 i > m 或
j > n，故对应乘积系数为零。对于次数 m+ n，只有 i = m, j = n 可能贡献非零项，因而

(fg)m+n = ambn 6= 0,

其中最后一步使用整环无零因子。因此最高非零次数正好为 m+ n。

例 8.24 (形式多项式与函数). 在 F2[x] 中，x2− x 的二次系数为 1，所以它不是零多项式；但
代入 0 与 1，都有 a2 − a = 0，所以它给出零函数 F2 → F2。由此可见，按系数定义的多项式
相等与在一个有限域上取值相等，并不等价。

定理 8.25 (域上的带余除法). 设 F 为域，f, g ∈ F [x] 且 g 6= 0。存在唯一 q, r ∈ F [x] 使

f = qg + r, r = 0 或deg r < deg g.

证明. 先证明存在性。若 f = 0，取 q = r = 0。否则对非负整数 deg f 作强归纳，固定非零除
式 g。当 deg f < deg g 时取 q = 0, r = f。当 m = deg f ≥ n = deg g，记首系数为 a, b，定义

f1 = f − ab−1xm−ng.

被减项的 m 次系数为 ab−1b = a，所以它与 f 的首项抵消；因此 f1 = 0 或 deg f1 < m。对
f1 使用归纳假设，写 f1 = q1g + r，其中 r = 0 或 deg r < n，则

f = (q1 + ab−1xm−n)g + r.

所以递归每次严格降低非零被除式的次数，必有限步终止。
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若 f = qg + r = q′g + r′，则 (q − q′)g = r′ − r。假设 q 6= q′，次数命题给出

deg((q − q′)g) = deg(q − q′) + deg g ≥ deg g.

而右侧若非零，其次数小于 deg g；若为零，则与左侧非零矛盾。因此 q = q′，代回等式得
r = r′。

命题 8.26 (因子定理与根数上界). 设 F 为域，a ∈ F，f ∈ F [x]。则

f(a) = 0 ⇐⇒ (x− a) | f.

若 f 6= 0 且 deg f = d，则 f 在 F 中至多有 d 个不同的根。在任意扩域 E ⊇ F 中，同一根
数上界仍成立。

证明. 把 f 除以 x − a，余式为一个常数 r。代入 a 得 f(a) = r，所以余式为零恰好等价于
f(a) = 0。

对非零多项式的次数 d归纳证明根数上界。d = 0时非零常数没有根。若 d ≥ 1且 f 有根
a，写 f = (x− a)g，其中 g 6= 0、deg g = d− 1。对任何不同于 a 的根 b，有 0 = (b− a)g(b)；
因 b− a 6= 0 且 F 是域，必有 g(b) = 0。归纳假设说明这样的 b 至多有 d− 1 个，加上 a 共
至多 d 个。若 f 没有根，结论直接成立。

将 f 视为 E[x] 的多项式时，非零首系数仍非零，次数不变。在域 E 中应用同一证明即
可。

这一结果也见 Milne[15] 第 10 页命题 1.7。根数上界中不能随意删去域的条件：在 Z/8Z
上，二次多项式 x2 − 1 有 [1], [3], [5], [7] 四个不同的根。上述证明在消去非零的 b− a 时使用
了无零因子性质；整环同样满足这个条件，但一般交换环未必满足。

例 8.27 (由一个关系得到复数). 在 R[x] 中，每个多项式唯一写成

f(x) = q(x)(x2 + 1) + a+ bx.

因此商环 R[x]/(x2 +1) 的每个元素唯一写为 a+ bξ，其中 ξ = x+ (x2 +1) 且 ξ2 = −1。映射

a+ bξ 7−→ a+ bi

是环同构。若 (a, b) 6= (0, 0)，则

(a+ bξ)−1 =
a− bξ
a2 + b2

,

所以这个商环是域。商环不是把 x 当作一个具体实数，而是把关系 x2 +1 = 0 写进代数结构。

8.6 整环中的不可约分解

定义 8.28 (整除、伴随、不可约与素元). 整环 R 中，a | b 表示存在 c ∈ R 使 b = ac。若存
在单位 u 使 a = ub，称 a, b 伴随。

1. 非零非单位 p 称为不可约元，若每当 p = ab，必有 a 或 b 为单位。

2. 非零非单位 p 称为素元，若对任意 a, b ∈ R，p | ab 蕴含 p | a 或 p | b。
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定义 8.29 (欧几里得整环、PID 与 UFD). 整环 R 是欧几里得整环，若存在 δ : R \ {0} → N，
使对 a ∈ R, b ∈ R \ {0} 存在 q, r 满足 a = bq + r 且 r = 0 或 δ(r) < δ(b)。若每个理想均为主
理想，称 R 为主理想整环（PID）。若每个非零非单位都能分解为不可约元，且分解除去单位
和顺序后唯一，称 R 为唯一分解整环（UFD）。

定理 8.30 (欧几里得整环是 PID). 每个欧几里得整环都是主理想整环。

证明. 设 I 为非零理想。在 I 的非零元素中取 d使 δ(d)最小。对任意 a ∈ I，作除法 a = dq+r，
其中 r = 0 或 δ(r) < δ(d)。因 a, d ∈ I，有 r = a− dq ∈ I；最小性排除非零余式，故 r = 0，
即 a ∈ (d)。反向 (d) ⊆ I 由 d ∈ I 和理想吸收性得到。因此 I = (d)。零理想由 0 生成。

引理 8.31 (PID 中的 Bézout 性质). 若 R 为 PID，a, b ∈ R，则存在 d ∈ R 使 (a, b) = (d)；
并且 d = ua+ vb 对某些 u, v ∈ R。

证明. 由 PID 定义，理想 (a, b) 为某个 (d)。因 d ∈ (a, b)，按生成理想的具体形式可写成
d = ua+ vb。另一方面 a, b ∈ (d)，所以 d 同时整除 a, b；这说明 d 是一个最大公因子，差一
个单位的选择不影响主理想。

定理 8.32 (PID 中的 Euclid 引理). 若 p 是 PID 中的不可约元，且 p | ab，则 p | a 或 p | b。

证明. 若 p | a，结论已成立。设 p ∤ a。取 (p, a) = (d)，则 p = dc、a = dt 对某些 c, t ∈ R 成
立。由于 p 不可约，d 或 c 为单位。若 c 为单位，则

a = dt = pc−1t,

与 p ∤ a 矛盾。因此 d 为单位，(p, a) = R。于是存在 u, v ∈ R 使 up+ va = 1。又 p | ab，写
ab = pw，则

b = (up+ va)b = p(ub) + v(pw) = p(ub+ vw),

故 p | b。

定理 8.33 (PID 是 UFD). 每个 PID 都是 UFD。

证明. 先证明理想的上升链会稳定。若 I1 ⊆ I2 ⊆ · · ·，令 I =
⋃

n In。若 a, b ∈ I，二者属于
某个共同的 IN，于是 a − b ∈ IN ⊆ I；若 r ∈ R，则 ra ∈ IN ⊆ I。所以 I 为理想。由 PID
性质，I = (d)。取 N 使 d ∈ IN，则

I = (d) ⊆ IN ⊆ I,

故 IN = I，之后每个 In 均等于 I。

假设存在非零非单位 a1 没有不可约分解。它必可写为 a1 = a2b1，其中两个因子均非单
位，且至少一个没有不可约分解，否则合并两者的分解即得到 a1 的分解。选取其中没有分解
的因子记为 a2，重复得到 an = an+1bn，其中 an+1, bn 均非单位。于是 (an) ⊆ (an+1)。若相
等，则 an+1 = anc，从而

an = an+1bn = ancbn.

整环中 an 6= 0，可消去得到 cbn = 1，与 bn 非单位矛盾。因此每一步包含均严格，违背刚证
明的上升链稳定性。所以不可约分解存在。
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对于唯一性，允许把单位单列，设

a = up1 · · · pr = vq1 · · · qs,

其中 u, v 为单位，各 pi, qj 不可约。由 Euclid 引理反复作用于右侧乘积，p1 整除某个 qj：它
不能整除单位 v，否则 1 = v−1p1c，使 p1 成为单位。重排后设 q1 = p1c。不可约性和 p1 非
单位强迫 c 为单位。消去非零的 p1，得到

up2 · · · pr = vc q2 · · · qs.

对不可约因子数归纳。如果一边先没有因子，则另一边的不可约元乘积为单位；但乘积 xy 为
单位时，交换环中 x(y(xy)−1) = 1，所以 x 也为单位，矛盾。因此 r = s，逐次配对的不可约
元只差单位，即伴随。

例 8.34 (为什么多项式环的系数环很重要). 若 F 是域，则 F [x] 为欧几里得整环，欧几里得
函数为次数。若系数环不是域，首系数可能不可逆，带余除法不一定成立。例如，试图在 Z[x]
中写

x = q(x)(2x+ 1) + r(x), r = 0 或deg r < 1.

若 q = 0，则 r = x 不符合次数要求；若 q 6= 0，比较次数可知 q 必为常数整数。再比较一次
项系数，得到 2q = 1，在 Z 中无解。因此这一次除法无法按规定完成。

8.7 极大理想与素理想

定义 8.35 (极大理想与素理想). 交换环 R 的真理想 M 称为极大理想，若不存在真理想 I 满
足 M ⊊ I ⊊ R。真理想 P 称为素理想，若 ab ∈ P 蕴含 a ∈ P 或 b ∈ P。

命题 8.36 (商环判别). 交换环 R 的真理想 M 极大，当且仅当 R/M 是域；真理想 P 素，当
且仅当 R/P 是整环。

证明. 设 M 极大，取非零类 a+M，即 a /∈M。理想 M + (a) 含 M 且含 a，所以严格大于
M，从而 M + (a) = R。因此存在 m ∈M, r ∈ R 使 1 = m+ ra，取商得

(r +M)(a+M) = ra+M = 1 +M.

每个非零类均有逆元。又 M 为真理想，1 /∈M，故 1 +M 6= 0 +M，因此 R/M 为域。

反过来，设 R/M 为域，且 M ⊊ I ⊆ R。取 a ∈ I \M，其非零类有逆元 r +M。于是
ra− 1 ∈M ⊆ I，而 ra ∈ I，所以

1 = ra− (ra− 1) ∈ I =⇒ I = R.

这证明不存在严格夹在 M,R 之间的理想，故 M 极大。

对于真理想 P，R/P 的单位类非零。而

(a+ P )(b+ P ) = 0 + P ⇐⇒ ab ∈ P,

a+ P = 0 + P 或b+ P = 0 + P ⇐⇒ a ∈ P 或b ∈ P.

所以商环无零因子的条件，逐字就是素理想的定义。这证明第二个等价命题。
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例 8.37 (整数中的两类理想). 在 Z 中，(p) 对素数 p 是极大理想，因为 Z/(p) ∼= Fp 是域；(0)
是素理想，因为 Z 是整环，但不是极大理想，因为 Z/(0) = Z 不是域。极大理想一定是素理
想，而反向需要额外条件。

文献：理想、商环、中国剩余定理和多项式环见 [8, 9, 12]。本章中的商构造沿用第 3 章对商
集良定义性的证明方式；PID 与 UFD 的证明把 Euclid 引理、主理想上升链和不可约分解的
依赖逐项写出。



9 交换群与模论

9.1 从向量空间到模

向量空间的标量来自域，因此每个非零标量都能除。若把标量环换成 Z 或多项式环，线
性组合仍然有意义，但系数未必可逆，向量之间也可能出现被非零标量消去的现象。模论保留
线性组合、核、像和商构造，同时记录系数环不能提供除法的部分。

本章固定一个交换有单位环 R。除非特别说明，R-模的标量乘法写作 rm，模同态保持加
法与标量乘法。取 R = Z 时，模正好是交换群：整数的标量乘法由重复加法和取负唯一确定。

定义 9.1 (R-模). R-模 M 是一个交换群 (M,+)，连同映射 R×M →M，满足

(r + s)m = rm+ sm, r(m+ n) = rm+ rn, (rs)m = r(sm), 1Rm = m.

由公理可推出 0Rm = 0M、r0M = 0M 和 (−r)m = −(rm)。例如

0Rm = (0R + 0R)m = 0Rm+ 0Rm

在加法群中消去一个 0Rm 即得第一式。另外两式由

r0M = r(0M + 0M ) = r0M + r0M , rm+ (−r)m = (r + (−r))m = 0Rm = 0M

分别推出；第一式消去 r0M，第二式使用加法逆元的唯一性。模的加法结构和标量结构不能
混为一谈：M 是交换群并不意味着它是一个环，rm 也不是环乘法。

例 9.2 (三个标量环). Rn 是自由 R-模，标准向量构成基。Z/nZ 是 Z-模，也是一个循环交换
群。若 F 为域，F -模就是通常的向量空间；因此线性代数是模论在系数为域时的特殊情形。

例 9.3 (一个生成元与一条关系). 在 Z-模 Z/6Z 中，每个元素都能写成 k[1]，所以一个元素
[1] 就能生成整个模。但它不能作为基，因为 0[1] = 6[1] = [0]，表示并不唯一。这里 6 是非零
整数，不能像域中的非零标量那样消去。

也可以从自由模 Ze 出发，再要求 6e = 0。为使这条等式与加法、整数倍相容，所有 6ke

都必须变成零；因此应取商 Ze/(6Ze)。映射 ke 7→ [k]6 把这个商与 Z/6Z 对应起来。这就是
“生成元与关系”的一个实例：生成元说明元素怎样写出，关系说明哪些写法应当视为同一个
元素。下面先建立子模与商模，随后用自由模和同态把这种描述写成一般形式。

定义 9.4 (模同态). 模同态是保持加法和标量乘法的映射。其核与像分别为

ker f = {m : f(m) = 0}, im f = {f(m) : m ∈M}.

全体从 M 到 N 的 R-模同态组成的集合记为 HomR(M,N)；下标标明必须保持的标量
环。

104
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9.2 子模、商模与良定义性

定义 9.5 (子模). 子集 N ⊆M 若在 M 的加法与标量乘法的限制下成为 R-模，称为 M 的子
模，记作 N ≤M。

命题 9.6 (子模判别). 非空子集 N 是子模，当且仅当对任意 x, y ∈ N, r ∈ R 有 x − y ∈ N、
rx ∈ N。

证明. 若 N 是子模，−y ∈ N 且 x + (−y) ∈ N，所以 x − y ∈ N；标量乘法的封闭性给出
rx ∈ N。

反过来，由非空性选 a ∈ N。依次使用差封闭，得到

0M = a− a ∈ N, −x = 0M − x ∈ N, x+ y = x− (−y) ∈ N.

故 N 是加法子群。对 x, y ∈ N, r, s ∈ R，封闭性使下列等式的两边均在 N 内，而等式本身在
M 中成立：

(r + s)x = rx+ sx, r(x+ y) = rx+ ry, (rs)x = r(sx), 1Rx = x.

因此限制后的运算满足全部模公理。

定义 9.7 (商模). 设 N ≤M。定义

x ∼N y ⇐⇒ x− y ∈ N.

等价类记为 x+N，商集记为 M/N。定义

(x+N) + (y +N) = (x+ y) +N, r(x+N) = rx+N.

定理 9.8 (商模的良定义性). 上述运算与代表元的选择无关，并使 M/N 成为 R-模。自然投
影

q :M →M/N, x 7→ x+N

是满模同态，且 ker q = N。

证明. 等价关系的自反、对称和传递性分别来自 x− x = 0 ∈ N、N 对取负封闭及加法封闭。
设 x+N = x′ +N 与 y +N = y′ +N。则 x− x′, y − y′ ∈ N，故

(x+ y)− (x′ + y′) = (x− x′) + (y − y′) ∈ N,

从而加法结果相等。对于标量，rx− rx′ = r(x− x′) ∈ N，所以标量作用也与代表元无关。
将 x+N 简记为 [x]。商模的加法满足

([x] + [y]) + [z] = [(x+ y) + z] = [x+ (y + z)] = [x] + ([y] + [z]),

[x] + [y] = [x+ y] = [y + x] = [y] + [x],

[x] + [0] = [x], [x] + [−x] = [0].
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标量乘法的四条公理分别由下式给出：

(r + s)[x] = [(r + s)x] = [rx+ sx] = r[x] + s[x],

r([x] + [y]) = [r(x+ y)] = [rx+ ry] = r[x] + r[y],

(rs)[x] = [(rs)x] = [r(sx)] = r(s[x]),

1R[x] = [1Rx] = [x].

因此 M/N 是 R-模。自然投影满足

q(x+ y) = [x+ y] = [x] + [y], q(rx) = [rx] = r[x],

所以为模同态；任意 [x] ∈M/N 都等于 q(x)，故满射。最后

q(x) = 0 +N ⇐⇒ x+N = N ⇐⇒ x ∈ N,

故核恰为 N。

M P

M/N

f

q
f

图 9.1: 包含于核的子模使同态下降到商模

定理 9.9 (模的因子化). 若 f : M → P 为模同态且 N ≤ ker f，则存在唯一模同态 f :

M/N → P 使
f = f ◦ q, f(x+N) = f(x).

证明. 设 x+N = y +N。由陪集相等的判别，x− y ∈ N ⊆ ker f，所以

0P = f(x− y) = f(x)− f(y), f(x) = f(y).

因此 f 良定义。对 x, y ∈M, r ∈ R，

f((x+N) + (y +N)) = f(x+ y) = f(x) + f(y),

f(r(x+N)) = f(rx) = rf(x).

右侧分别是 f(x+N) + f(y +N) 与 rf(x+N)，故为模同态。而

(f ◦ q)(x) = f(x+N) = f(x).

若 gq = f，则对任意商类 x+N = q(x)，

g(x+N) = g(q(x)) = f(x) = f(x+N).

故 g = f，证明唯一性。

命题 9.10 (核与像). 模同态的核是定义域的子模，像是陪域的子模；双射模同态的逆也是模
同态。
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证明. 先有 f(0) = f(0 + 0) = f(0) + f(0)，消去后得 f(0) = 0。故核含 0，像也含 0 = f(0)。
若 x, y ∈ ker f, r ∈ R，则

f(x− y) = f(x)− f(y) = 0− 0 = 0, f(rx) = rf(x) = r0 = 0,

所以 x− y, rx ∈ ker f。若 u = f(x), v = f(y) ∈ im f，则

u− v = f(x− y) ∈ im f, ru = rf(x) = f(rx) ∈ im f.

对核与像分别应用子模判别，得到两项结论。

若 f 双射，令 g = f−1。对 u = f(x), v = f(y)，有

g(u− v) = g(f(x− y)) = x− y = g(u)− g(v), g(ru) = g(f(rx)) = rx = rg(u).

所以逆保持模结构。

定理 9.11 (模的第一同构定理). 对模同态 f :M → P，有自然同构

M/ ker f ∼= im f, m+ ker f 7−→ f(m).

证明. 记 K = ker f。因子化定理给出良定义模同态

f :M/K → im f, m+K 7−→ f(m).

对任意 u ∈ im f，按像的定义选 m ∈M 使 u = f(m)，则 u = f(m+K)，所以满射。对任意
两个商类，

f(m+K) = f(n+K) ⇐⇒ f(m) = f(n)

⇐⇒ f(m− n) = 0

⇐⇒ m− n ∈ K

⇐⇒ m+K = n+K.

这证明单射。前一命题保证双射模同态的逆也保持模运算，故 f 是模同构。

9.3 生成、自由模与直和

定义 9.12 (生成子模). 给定 S ⊆M，由 S 生成的子模为所有有限和{
m∑
k=1

rksk : m ∈ N, rk ∈ R, sk ∈ S

}

. 若该子模等于 M，称 S 生成 M。有限生成指存在有限生成集。

定义 9.13 (基与自由模). 元素族 (ei)i∈I 是 M 的基，若每个 m ∈M 都能唯一写成有限和

m =
∑
i∈I

riei,

其中只有有限多个 ri 非零。具有基的模称为自由模。
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定义 9.14 (直积与直和). 模族 (Mi)i∈I 的直积
∏

iMi 是所有元组 (mi)，逐坐标运算。直和⊕
iMi 是其中仅有有限多个 mi 6= 0 的元组组成的子模。有限指标集时二者相同；无限指标集

时直积允许无限支撑，而直和不允许。

定理 9.15 (自由模的泛性质). 令 R(I) =
⊕

i∈I R，ei 为第 i 个标准向量。对任意 R-模 M 和
任意族 (mi)i∈I，存在唯一模同态

f : R(I) →M, f(ei) = mi.

当且仅当 (mi) 是 M 的基时，f 是同构。

证明. 对有限支撑向量 r = (ri) 定义 f(r) =
∑

i rimi。和只在有限集合 supp(r) = {i : ri 6= 0}
上计算，增加零项不改变和，因此公式有意义。若 r = (ri), s = (si)，在两支撑的有限并集上
计算，得

f(r + s) =
∑
i

(ri + si)mi =
∑
i

rimi +
∑
i

simi = f(r) + f(s),

f(ar) =
∑
i

(ari)mi = a
∑
i

rimi = af(r) (a ∈ R).

又 f(ei) = 1Rmi = mi。若 h 为另一个具有这些基向量像的模同态，则

h((ri)) = h

(∑
i

riei

)
=
∑
i

rih(ei) =
∑
i

rimi = f((ri)),

所以 h = f。

若 (mi) 是基，表示的存在性说明 f 满射；表示的唯一性说明 f 的核为零，故为同构。反
过来，若 f 是同构，则每个 m ∈ M 有原像，给出有限线性组合；若两个组合给出同一元素，
其差在核中，因核为零，系数相同。

命题 9.16 (有限生成模的商表示). M 由 n 个元素生成，当且仅当存在满同态 Rn ↠ M。因
此任意有限生成模同构于 Rn/K，其中 K ≤ Rn。

证明. 给定生成元 m1, . . . ,mn，把标准基 ei 送到 mi，自由模泛性质给出满同态。反向，标准
基的像生成陪域。取核 K，对该满同态应用第一同构定理即可。

9.4 挠与无挠

从现在起，令 R 为整环。非零标量能够消去某个元素，是模中区别于向量空间的现象。

定义 9.17 (挠元与挠子模). m ∈M 称为挠元，若存在 0 6= r ∈ R 使 rm = 0。全体挠元记为
Mtor。若 Mtor = 0，称 M 无挠。

命题 9.18. Mtor 是子模。

证明. 若 rm = 0、sn = 0，其中 r, s 6= 0，则

rs(m+ n) = s(rm) + r(sn) = 0.

整环保证 rs 6= 0，故 m+ n 挠。对任意 a ∈ R，r(am) = a(rm) = 0，所以 am 挠；加法逆元
由 r(−m) = 0 得到。
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例 9.19 (无挠不等于自由). Q作为 Z-模无挠，但不是自由模。若它有基，取基中 e。因 e/2 ∈ Q，
可写成有限整数线性组合；将等式 e = 2(e/2) 展开，右侧在该基中的每个系数都是偶数，而
左侧对应 e 的系数为 1，矛盾。

9.5 PID 上的子模

为了分类有限生成模，需要知道自由模的子模仍然足够规整。这个结论对一般环错误；主
理想整环的主理想性质正是证明能够进行的原因。

定理 9.20 (PID 的自由子模定理). 若 R 是主理想整环，则 Rn 的每个子模 K 都有一个元素
数不超过 n 的基。

证明. 对 n 作归纳。n = 0 时 R0 只有零向量，唯一子模是零模；n = 1 时 K 是理想，故
K = (d)。若 d = 0，它是零模；若 d 6= 0，它由 d 自由生成。

设 n > 1，令 π : Rn → R为第一坐标投影。π(K)是 R的理想，故 π(K) = (d)。若 d = 0，
则 K ⊆ 0⊕Rn−1，由归纳假设结论成立。

设 d 6= 0。取 u ∈ K 使 π(u) = d，记 L = ker(π|K)。对 k ∈ K，存在 r ∈ R 使 π(k) = rd。
于是

π(k − ru) = π(k)− rπ(u) = rd− rd = 0, k = ru+ (k − ru) ∈ Ru+ L.

反向，u ∈ K 且 L ⊆ K，故 Ru+ L ⊆ K。因此 K = Ru+ L。考虑模同态

Φ : R⊕ L→ K, (r, v) 7−→ ru+ v.

分解等式说明它满射；若 Φ(r, v) = 0，则

0 = π(ru+ v) = rd+ 0 = rd.

整环中 d 6= 0，故 r = 0，再代回得 v = 0，所以 Φ 单射。

删去首坐标使 0 ⊕ Rn−1 与 Rn−1 同构；它将 L 送到子模，故由归纳假设可取 L 的基
v1, . . . , vt，其中 t ≤ n− 1。每个 k ∈ K 都可写成

k = ru+

t∑
i=1

aivi.

若 ru +
∑

i aivi = 0，取首坐标得 rd = 0，故 r = 0；再由 vi 的无关性得全部 ai = 0。因此
u, v1, . . . , vt 是 K 的基，其元素数为 1 + t ≤ n。

9.6 整数矩阵与 Smith 标准形

取 R = Z。有限生成交换群是有限生成 Z-模，所以可以用整数矩阵记录它的生成元和关
系。

定义 9.21 (模的有限表示). 对同态 A : Rm → Rn，其余核为 cokerA = Rn/ imA。若 M ∼=
cokerA，称 A 是 M 的一个有限表示。Rn 的标准基是生成元，A 的每一列是一个关系。

若对 Rn 的值域换基，等于对矩阵做可逆行变换；若对 Rm 的定义域换基，等于做可逆
列变换。这两种变化只改变表示，不改变余核的同构类。乘以 2 不是可逆的整数变换，因为 2

在 Z 中没有单位逆元。
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定义 9.22 (整数初等变换). 整数矩阵允许交换两行或两列、将一行或一列乘以 −1、以及把一
行或一列的整数倍加到另一行或另一列。每一步都由可逆整数矩阵实现。

定理 9.23 (Smith 标准形). 任意整数矩阵 A 存在可逆整数矩阵 P,Q，使

PAQ = diag(d1, . . . , ds, 0, . . . , 0), di > 0, di | di+1.

证明. 对矩阵行数与列数的较小者作归纳。若行数或列数为零，或矩阵全为零，结论成立。否
则先交换行列，把一个非零元素移到左上角，并用换号使其成为正整数 d。

以下归约中，每次发现不被 d 整除的元素，就把左上角的正整数严格减小。先检查第一
列。若其中有 a 不被 d 整除，作带余除法 a = qd+ r，其中 0 < r < d；相应行减去第一行的
q 倍，再交换两行。只看第一列的这两个位置，变换为(

d

a

)
7−→

(
d

a− qd

)
=

(
d

r

)
7−→

(
r

d

)
.

所以左上角变成 r。从这个更小的正整数重新开始。若第一列各项均被 d 整除，用行变换清除
左上角以外各项。

再检查第一行。若其中有不被 d 整除的项 a，写 a = qd+ r、0 < r < d。对对应的两列作(
d a

)
7−→

(
d a− qd

)
=
(
d r

)
7−→

(
r d

)
,

便得到更小的正左上角，再重新开始。若各项都被整除，用列变换清除第一行其余项。由于此
时第一列在下方已经为零，这些列变换不会破坏第一列的零元。于是得到(

d 0

0 B

)
.

若 B 有元素 bij 不被 d 整除，把相应行加到第一行；第一行的左上角仍为 d，并出现 bij。写
bij = qd+ r，其中 0 < r < d，再将对应列减去第一列的 q 倍并交换列。只看首行、该行与首
列、该列形成的子块，整个操作为(

d 0

0 bij

)
7−→

(
d bij

0 bij

)
7−→

(
d r

0 bij

)
7−→

(
r d

bij 0

)
.

于是 r 位于左上角，随后重新开始整个过程。

每次重新开始都会严格减小一个正整数；而两次重新开始之间，只检查有限多项并进行
有限次清除。所以过程终止，且终止时得到上式并满足 d 整除 B 的每个元素。对较小的矩阵
B 应用归纳假设。其行列变换均只在余下块内进行，不改变已经清零的第一行与第一列；其新
元素仍是原来元素的整数线性组合，故仍被 d 整除。因此所得首个非零对角元被 d 整除，再
结合余下块内的整除链，就得到整幅矩阵的整除链。所有步骤均为允许的可逆整数行列变换，
合并它们得到 P,Q。

命题 9.24 (Smith 形与余核). 若 A : Zm → Zn 的 Smith 形为 D = diag(d1, . . . , ds, 0, . . .)，则

cokerA ∼= Zn−s ⊕
s⊕

i=1

Z/diZ.

当 di = 1 时，相应的直和项为零群，可省略。
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证明. 先验证换基前后的像满足

im(PAQ) = {PAQx : x ∈ Zm} = {PAy : y ∈ Zm} = P (imA),

第二个等号使用 Q 满射。故

α : Zn/ imA→ Zn/ imD, x+ imA 7−→ Px+ imD

良定义：x− x′ ∈ imA 时 P (x− x′) ∈ imD。它保持加法和整数倍，逆映射由 P−1 给出，因
而是模同构。

再定义满同态

ρ : Zn →

(
s⊕

i=1

Z/diZ

)
⊕ Zn−s, (x1, . . . , xn) 7−→ ([x1]d1 , . . . , [xs]ds , xs+1, . . . , xn).

其满射性由任取每个剩余类的整数代表得到。而

x ∈ ker ρ ⇐⇒ di | xi (1 ≤ i ≤ s), xj = 0 (j > s)

⇐⇒ x =

s∑
i=1

diaiei (ai ∈ Z)

⇐⇒ x ∈ imD.

对 ρ 应用第一同构定理，再与 α 复合，即得所需余核分解。

例 9.25 (完整的 Smith 计算). 令

A =

(
2 4

6 8

)
.

第二行减去第一行的三倍，再把第二列减去第一列的两倍，最后将第二行乘以 −1，得到(
2 4

6 8

)
7−→

(
2 4

0 −4

)
7−→

(
2 0

0 −4

)
7−→

(
2 0

0 4

)
.

所以
cokerA ∼= Z/2Z⊕ Z/4Z.

由于行列式为 −8 6= 0，A : Z2 → Z2 的核为零；余核记录的是像在整数格中的指数，而不是
实数线性代数中的维数。

9.7 有限生成交换群结构定理

定理 9.26 (有限生成交换群). 每个有限生成交换群 G 都同构于

Zr ⊕ Z/d1Z⊕ · · · ⊕ Z/dkZ, 2 ≤ d1 | d2 | · · · | dk.

这些 di 与 r 在同构意义下唯一。将各 di 分解为素数幂并使用互素因子的中国剩余定理，可
得到初等因子分解。
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证明. 取生成元 g1, . . . , gn，得到满同态 π : Zn → G。由 PID 子模定理，K = kerπ 是有限生
成自由 Z-模；选定其基后，包含 K ↪→ Zn 由整数矩阵 A 表示，并有 G ∼= cokerA。Smith 标
准形和上一命题给出所示分解，其中零对角元产生自由的 Z 因子，非单位对角元产生循环挠
因子。

下面从群本身恢复这些参数。记 T = Gtor。由已经证明的分解，T 正好为有限循环因子
的直和，而 H = G/T ∼= Zr。商群 H/2H 具有自然的 F2 = Z/2Z 向量空间结构，标量 [a]2

作用为 [h] 7→ [ah]；改变 a 或 h 的代表元只改变一个 2H 中的元素，故良定义。由分解可知
H/2H ∼= Fr

2，所以它的维数唯一确定 r。

对每个素数 p，定义 Tp = {x ∈ T : pax = 0 对某个a ≥ 0}。这是由群本身确定的子群：若
pax = pby = 0，则 pa+b(x− y) = 0。对每个 j ≥ 1，商群

Ep,j = pj−1Tp/p
jTp

被 p 消去，因而是 Fp = Z/pZ 上的向量空间，标量同样由整数倍定义。对一个循环因子
C = Z/paZ，若 a < j，则 pj−1C = 0。若 a ≥ j，映射

Z→ pj−1C/pjC, t 7−→ tpj−1[1] + pjC

满射，其核满足

tpj−1[1] ∈ pjC ⇐⇒ ∃u, v ∈ Z, tpj−1 = upj + vpa

⇐⇒ ∃u, v ∈ Z, t = up+ vpa−j+1

⇐⇒ p | t.

最后的逆方向在 t = up 时取 v = 0。所以此商同构于 Z/pZ，贡献一维。直和中的运算逐坐标
进行，故若 Tp ∼=

⊕
ℓ Z/paℓZ，则

dimFp Ep,j = #{` : aℓ ≥ j}, #{` : aℓ = j} = dimEp,j − dimEp,j+1.

这里 # 表示有限集合的元素数。因此每个指数的重数由群自身的这些商空间恢复，全部素数
幂初等因子都由 G 唯一确定。

最后恢复整除链 d1 | · · · | dk。若 T = 0，则 k = 0。否则对每个 p，将恢复出的正指数非
降序排列。k 等于这些序列长度的最大值：整除链中若 p | d1，则 p 出现在全部 k 项中，故最
大值确为 k。将每个较短序列在左侧补零到长度 k，第 i 项对应的各素数幂相乘，就唯一恢复
di。逐素数的中国剩余定理保证这一重组与原循环因子一致。这证明唯一性。

例 9.27 (整数模的两种分解). Z/12Z ∼= Z/4Z⊕Z/3Z，因为 4, 3互素。另一方面，Z/4Z⊕Z/2Z
不是循环群：每个元素的阶至多为 4，而若它是 Z/8Z，应有阶为 8 的元素。前一个分解按互
素素数拆开，后一个例子说明直和不总能合并成一个循环因子。

9.8 一般主理想整环上的结构定理

整数矩阵的归约使用了正整数严格下降。若系数环只是 PID，不能预先假定它带有这样
的欧几里得函数。下面直接从主理想性质出发，寻找自由模和它的子模可以同时采用的坐标。

本节固定 PID R。先说明自由模的基元素数为何确定。若 R 是域，这就是向量空间维数
的唯一性。若 R 不是域，取一个非零非单位，利用不可约分解取其不可约因子 p。由 PID 中
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的 Bézout 性质，R/(p) 是域：当 p ∤ a 时，(p, a) = R，故 up+ va = 1，从而 [v][a] = [1]。若
Ra ∼= Rb，该同构将 pRa 双射到 pRb，因为

f(px) = pf(x), f−1(py) = pf−1(y).

因此它诱导 (R/(p))a ∼= (R/(p))b，向量空间维数唯一性给出 a = b。有限自由模的秩由此定义
为任意一组基的元素数。

定义 9.28 (零化理想). 对 R-模 M 和 x ∈M，定义

AnnR(x) = {a ∈ R : ax = 0}, AnnR(M) = {a ∈ R : ay = 0 对每个y ∈M}.

二者称为元素和模的零化理想。

它们确为理想：若 ax = bx = 0，则 (a− b)x = 0；若 ax = 0，则 (ra)x = r(ax) = 0。将
这些等式对每个 x ∈M 使用，就得到第二个集合的理想性质。

命题 9.29 (循环子模). 对 x ∈M，有同构

Rx ∼= R/AnnR(x), ax←→ a+ AnnR(x).

若 M 有限生成且每个元素都是挠元，则存在 0 6= d ∈ R 使 dM = 0。

证明. 映射 θ : R → Rx，a 7→ ax，由模公理保持加法和标量乘法；按 Rx 的定义它满射，核
恰为 AnnR(x)。第一同构定理给出所述同构。反向写出的对应也良定义，因为

ax = bx ⇐⇒ (a− b)x = 0 ⇐⇒ a− b ∈ AnnR(x).

若 x1, . . . , xn 生成 M，为每个 xi 选 0 6= di 使 dixi = 0。令 d =
∏

i di；整环性质给出 d 6= 0，
且

d
∑
i

aixi =
∑
i

ai

(∏
j ̸=i

dj

)
(dixi) = 0.

n = 0 时 M = 0，取空积 d = 1 即可。

定理 9.30 (相容基定理). 设 F 为秩 n 的有限自由 R-模，K ≤ F。存在 F 的基 e1, . . . , en，
以及非零元素 a1, . . . , as，使

K = Ra1e1 ⊕ · · · ⊕Rases, s ≤ n, a1 | a2 | · · · | as.

特别地，a1e1, . . . , ases 是 K 的基。

证明. 对 n 归纳。n = 0 或 K = 0 时取空基或空整除链。设 n > 0 且 K 6= 0。考察理想族

S = {ϕ(K) : ϕ ∈ HomR(F,R)}.

任取 F 的基 v1, . . . , vn，坐标函数 v∗i (
∑

j cjvj) = ci 均为模同态。某个非零 k ∈ K 必有一个
非零坐标，故 S 含非零理想。

每个非零主理想 (c) 只有有限多个包含它的理想：若 (c) ⊆ (b)，则 c = bd；唯一分解说
明，除伴随外 b 的不可约因子及指数只有有限种选择，而伴随元生成同一理想。从 S 中选非
零理想，再在包含它的有限多个成员中选极大者，记为

(a) = ψ(K), a 6= 0.
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这里的极大性是指在族 S 内没有严格包含它的成员。取 k0 ∈ K 使 ψ(k0) = a。

下面证明：对每个 ϕ : F → R，有 a | ϕ(k0)。将 (a, ϕ(k0)) 写成 (b)，并取 u, v ∈ R 使

b = ua+ vϕ(k0) = (uψ + vϕ)(k0).

于是
(a) ⊆ (b) ⊆ (uψ + vϕ)(K).

最右端属于 S；极大性使两次包含均为等号。故 ϕ(k0) ∈ (a)，所需整除成立。

对坐标函数逐一应用，写 v∗i (k0) = abi，令 e1 =
∑

i bivi，则

k0 = ae1, a = ψ(k0) = aψ(e1), ψ(e1) = 1.

最后一步使用 a 6= 0 及整环中的消去律。令 L = kerψ。任取 x ∈ F，有

x = ψ(x)e1 +
(
x− ψ(x)e1

)
, ψ

(
x− ψ(x)e1

)
= 0.

若 re1 ∈ L，则 0 = ψ(re1) = r。因此

F = Re1 ⊕ L.

对于 x ∈ K，由 ψ(K) = (a) 写 ψ(x) = ar，得到

x = rae1 + (x− rae1), x− rae1 ∈ K ∩ L.

反向 Rae1 ⊆ K 且 K ∩ L ⊆ K，交为零由 Re1 ∩ L = 0 得到，故

K = Rae1 ⊕ (K ∩ L).

自由子模定理说明 L 有有限基。若基有 t 个元素，F = Re1 ⊕ L ∼= R1+t，由秩的唯一性
得 t = n− 1。将归纳假设用于 K ∩ L ≤ L，取 L 的基 e2, . . . , en 使

K ∩ L = Ra2e2 ⊕ · · · ⊕Rases, a2 | · · · | as.

令 a1 = a。若 s ≥ 2，在基 e1, . . . , en 下定义 η = e∗1+e
∗
2。因 a1e1 ∈ K，有 a1 = η(a1e1) ∈ η(K)，

所以 (a1) ⊆ η(K)。由原来的极大性，η(K) = (a1)。又

a2 = η(a2e2) ∈ η(K) = (a1),

故 a1 | a2。若 s = 1，无须再验证此式。直和等式同时证明所列元素生成 K；若
∑

i riaiei = 0，
则基的无关性给出 riai = 0，再由 ai 6= 0 得 ri = 0。因此它们确为基。

注 9.31 (坐标为何要同时选取). Conrad 在 [13] 定理 2.14 的证明中，先寻找一个在子模上具
有极大理想像的线性函数，再用它分裂出第一条坐标轴。上面的证明沿用这一构造。关键等式
ψ(e1) = 1 保证第一条轴在整个自由模中确实能分离出来；ψ(K) = (a1) 则测量子模沿这条轴
只能走到哪些点。

例 9.32 (整格中的相容基). 在 F = Z2 中取

K = {(x, y) : x ≡ y (mod 3)}.
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令 e1 = (1, 1)，e2 = (1, 0)。任意 (x, y) 有唯一表达

(x, y) = ye1 + (x− y)e2,

故 e1, e2 是 F 的基；而 x− y 被 3 整除恰好给出

K = Ze1 ⊕ Z(3e2), F/K ∼= Z/3Z.

原来的两条标准坐标轴都没有一个标准基向量属于 K，相容基则将第一条完整保留的方向直
接显现出来。

定理 9.33 (有限生成 PID 模的存在性). 每个有限生成 R-模 M 都有分解

M ∼= Rr ⊕
k⊕

i=1

R/(di), 0 6= di 非单位, d1 | · · · | dk.

r, k 可为零。di 称为不变因子。

证明. 由有限生成性选满同态 π : Rn →M，令 K = kerπ。对 K ≤ Rn 应用相容基定理，得
到基 ei 及整除链 a1, . . . , as。定义

ρ : Rn →

(
s⊕

i=1

R/(ai)

)
⊕Rn−s,

n∑
i=1

xiei 7→ ([x1], . . . , [xs], xs+1, . . . , xn).

它保持两种模运算，并由选取各剩余类的代表元可知满射。其核逐坐标计算为

ρ
(∑

i

xiei

)
= 0 ⇐⇒ xi ∈ (ai) (i ≤ s), xi = 0 (i > s)

⇐⇒
∑
i

xiei ∈
s⊕

i=1

Raiei = K.

所以 M ∼= Rn/K ∼= im ρ。单位 ai 给出零模；因为 ai | ai+1，单位项只能出现在整除链的开
头。删除它们，令 r = n− s，即得结论。

命题 9.34 (挠部分与自由部分). 上述分解中，Mtor恰好对应所有 R/(di)的直和，而M/Mtor ∼=
Rr。因此有限生成无挠 PID 模是自由模。

证明. 若 v = (v1, . . . , vr) ∈ Rr，av = 0 且 a 6= 0，则每个 avi = 0，整环性质给出 vi = 0。故
自由模无挠。令 d =

∏
i di，则 d 消去全部循环因子，且 d 6= 0。于是

(v, t) 是挠元 ⇐⇒ v = 0.

从左向右，用消去它的非零标量逐坐标计算；从右向左，用 d 消去 t。因此挠子模对应 0 ⊕⊕
iR/(di)。投影 (v, t) 7→ v 满射且核恰为此子模，第一同构定理给出商模。若 M 无挠，挠部

分为零，故 M ∼= Rr。
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9.9 初等因子与不变因子的唯一性

本节仍固定 PID R。非零 a, b 若满足 a = ub，其中 u 是单位，称它们伴随；等价地
(a) = (b)。因此 R/(d) 只能确定主理想 (d)，而不能区分相差单位的两个生成元。

命题 9.35 (主分解). 设 T 是有限生成挠 R-模。对于不可约元 p，令

Tp = {x ∈ T : pax = 0 对某个a ∈ N}.

它是子模，只依赖 p 的伴随类。选择互不伴随的不可约元作代表，有

T =
⊕
p

Tp, Tp ∼=
bp⊕
ℓ=1

R/(pap,ℓ), ap,ℓ ≥ 1,

其中只有有限多个 Tp 非零。右侧的素幂称为初等因子。

证明. 若 pax = pby = 0，取 c = max(a, b)，则

pc(x− y) = pc−apax− pc−bpby = 0, pa(rx) = r(pax) = 0.

故为子模。若 q = up 且 u 可逆，则 qax = uapax，所以 Tq = Tp。

由结构定理，T 为有限个 R/(di) 的直和。将 di 作不可约分解。不同不可约元的幂生成
互素理想：若 (pa, qb) = (h) 6= R，h 的不可约因子同时整除 pa 和 qb，唯一分解强制 p, q 伴
随，矛盾。中国剩余定理因此给出

R/(di) ∼=
⊕
p|di

R/(pvp(di)),

这里 vp(di) 是 p 在 di 中的指数。该同构是模同构，因为剩余类映射保持加法和乘以 R 中元
素。

在 R/(pa)上，pa 消去全部元素；若 q 与 p不伴随，由 Bézout等式选 u, v 使 uq+vpa = 1，
则乘以 q 的逆是乘以 u。故在此因子上 qjx = 0 强制 x = 0。于是上述分解中，被某个 p 的幂
消去的元素恰好是全部 p 因子的坐标，其他坐标为零。这说明分解的对应子模正是由 T 自身
定义的 Tp。它们的和等于 T，任一坐标分解唯一，故其和为内部直和。

引理 9.36 (逐层恢复素幂指数). 设 Ep = R/(p)，并令

Lp,j = pj−1Tp/p
jTp (j ≥ 1).

这是有限维 Ep-向量空间，且

dimEp Lp,j = #{` : ap,ℓ ≥ j}.

证明. 首先 p 消去 Lp,j，所以定义

[r]p (x+ pjTp) = rx+ pjTp (x ∈ pj−1Tp).

若 r − r′ = pu 且 x− x′ ∈ pjTp，则

rx− r′x′ = (r − r′)x+ r′(x− x′) ∈ pjTp.



9 交换群与模论 117

故作用与两种代表元都无关。向量空间公理从模公理下降得到，而 Ep 为域。

逐个计算 C = R/(pa) 的贡献。若 a < j，则 pj−1C = 0。若 a ≥ j，取满模同态

R→ pj−1C/pjC, r 7→ rpj−1[1] + pjC.

它的核由下列等价式求得：

rpj−1[1] ∈ pjC ⇐⇒ ∃s, t ∈ R, rpj−1 = spj + tpa

⇐⇒ r = sp+ tpa−j+1

⇐⇒ r ∈ (p).

第二步在整环中消去 pj−1 6= 0；末步逆方向在 r = sp 时取 t = 0。故这个商同构于 Ep，贡献
一维。对有限直和，乘以 p、取像和作商都按坐标进行，因此各循环因子的贡献相加，得到所
述维数。

定理 9.37 (PID 模结构的唯一性). 定理 9.33 中的整数 r, k 唯一，且 di 在伴随意义下唯一。
初等因子的伴随类及其重数也唯一。

证明. 模同构保持挠子模：若 ax = 0，则 af(x) = f(ax) = 0，逆同构给出反向。因此M/Mtor
的同构类由 M 确定。它同构于 Rr；先前自由秩的唯一性确定 r。

若 R 是域，每个非零标量可逆，因此挠子模为零，k = 0，证明结束。若 R 不是域，对每
个不可约元的伴随类选择代表 p。模同构保持 Tp 和各 pjTp，因此保持层商 Lp,j 的维数。由
前引理，指数恰好等于 j 的循环因子个数为

cp,j = dimEp Lp,j − dimEp Lp,j+1.

这些由 M 决定的非负整数恢复全部初等因子。

若挠部分为零，k = 0。否则，将同一 p 的全部正指数非降序排列，记其长度为 bp。任何
不变因子整除链中，vp(d1), . . . , vp(dk) 非降序。又 d1 非单位，取不可约因子 p | d1，则 p 整
除全部 di，所以该 p 的 bp = k；对其他 p 均有 bp ≤ k。因此

k = max
p
bp.

将每个 p 的正指数序列在左端补零到长度 k，记为 bp,1, . . . , bp,k。则

(di) =

(∏
p

pbp,i

)
, 1 ≤ i ≤ k.

乘积只含有限项，且等式由唯一分解得到。这就恢复了每个 (di)，即恢复 di 到单位倍。

推论 9.38 (何时可以延长子模的基). 设 F 是有限自由 R-模，K ≤ F。K 的某组基可以延长
为 F 的基，当且仅当 F/K 无挠；若此条件成立，则 K 的每组基都可以延长。

证明. 若 u1, . . . , us, w1, . . . , wt 是 F 的基，前 s 项是 K 的基，则映射

Rt → F/K, (aj) 7→
∑
j

ajwj +K

满射。若像为零，存在 bi 使
∑

j ajwj =
∑

i biui，全体基向量的无关性给出 aj = bi = 0，故
该映射单射。因此 F/K ∼= Rt 无挠。
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反之，F/K 有限生成且无挠，由结构定理为自由模。取其基 w1, . . . , wt，并取提升 wj ∈ F。
对任意 K 的基 u1, . . . , us 和任意 x ∈ F，在商模中写

x+K =
∑
j

ajwj , x−
∑
j

ajwj ∈ K.

将差写为
∑

i biui，得到这些向量张成 F。若∑
i

biui +
∑
j

ajwj = 0,

先取商得到
∑

j ajwj = 0，所以全部 aj = 0；再用 K 的基无关性得到全部 bi = 0。故所列向
量是一组基。

例 9.39 (子模自由与基可延长的区别). 2Z ≤ Z 的基为单个元素 2，但 Z/2Z 有非零挠元，
所以该基不能延长为 Z 的基。直接计算也可看出：若 1 = 2a 且 a ∈ Z，则矛盾。相反，
K = Z(1, 1) ≤ Z2 的商无挠，取 (1, 0) 即可将其基延长，因为 (x, y) = y(1, 1) + (x− y)(1, 0)。

文献：模、有限生成交换群与 Smith 标准形见 [9, 12]；一般 PID 上的相容基构造参照 [13] 定
理 2.14。本章把商模的良定义性、自由模泛性质、PID子模定理和整数矩阵归约分别证明，再
由它们推出结构定理。
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前面研究一般线性映射时，定义域与陪域可以分别换基，矩阵因此能化成只由秩决定的
标准形。现在研究的是同一空间上的变换 T : V → V：我们还关心 T 2, T 3 的作用，所以输入、
输出必须沿用同一组基。对应的矩阵关系是相似，秩已不足以区分这些变换。例如二维恒等变
换与剪切变换都满秩，但只有前者满足 T − I = 0。

若找不到足够多的特征向量，可以从一个向量 v 出发，依次看 v, Tv, T 2v, . . .，寻找这些
迭代之间的线性关系。把关系的系数写成多项式，就能使用上一章的模结构定理。本章沿这条
路线得到两种形式：有理标准形在原标量域内用循环子空间组织变换；当最小多项式分裂为
一次因子时，Jordan 标准形再把这些作用写成一条条向量链。下面先定义多项式怎样作用在
向量上。

10.1 给向量规定多项式的作用

设 V 是域 F 上的有限维向量空间，T : V → V 是线性变换。记号 I 表示当前空间的恒
等变换，或选定基后相应大小的单位矩阵。前面计算 T k 时，已经把同一变换的反复复合当作
一个整体。现在允许它们的线性组合。对

f(t) =

d∑
i=0

ait
i ∈ F[t]

定义

f(T ) =

d∑
i=0

aiT
i, T 0 = idV .

这里 f(T ) 是 V 上的线性变换，f(T )v 是它作用于向量 v 后的结果；多项式的变量 t 本身由
T 来实现。

命题 10.1 (代入的运算律). 对 f, g ∈ F[t] 和 a ∈ F，有

(f + g)(T ) = f(T ) + g(T ), (af)(T ) = af(T ), (fg)(T ) = f(T )g(T ), 1(T ) = idV .

特别地，所有 f(T ) 与 g(T ) 彼此交换。

证明. 在较短多项式的末尾补零，将加法写为∑
i

(ai + bi)T
i =

∑
i

aiT
i +
∑
i

biT
i.

数乘公式同理逐项成立。若 f =
∑

i ait
i，g =

∑
j bjt

j，则

f(T )g(T ) =
(∑

i

aiT
i
)(∑

j

bjT
j
)
=
∑
i,j

aibjT
i+j

=
∑
k

( ∑
i+j=k

aibj

)
T k = (fg)(T ).

各和有限，且 T iT j = T i+j 由复合的结合律及幂的递归定义得到。因 fg = gf，有 f(T )g(T ) =

g(T )f(T )。常数多项式 1 的代入按定义是 1idV。

119
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定义 10.2 (由变换给出的多项式模). 在 V 上定义 F[t] 的作用

f · v = f(T )v.

保留 V 原有的加法，所得 F[t]-模记为 VT。

模公理可直接验证：代入的加法与乘法公式给出

(f + g) · v = f · v + g · v, (fg) · v = f · (g · v), 1 · v = v;

而 f(T ) 的线性性给出 f · (v +w) = f · v + f ·w。常数多项式的作用就是原有的 F-标量乘法。

命题 10.3 (不变子空间与交织映射). U ⊆ V 是 VT 的子模，当且仅当 U 是 T -不变的 F-子空
间。设 S :W →W 为另一线性变换，映射 A : VT →WS 为模同态，当且仅当它是 F-线性映
射且

AT = SA.

因此两个矩阵相似，当且仅当其对应的多项式模同构。

证明. 子模对常数多项式封闭，故是 F-子空间；它对 t 的作用封闭，故 T (U) ⊆ U。反过来，
若 U 是不变子空间，由归纳得 T i(U) ⊆ U，再由线性组合封闭得

f(T )u =
∑
i

aiT
iu ∈ U (u ∈ U).

故为子模。

若 A 为模同态，限制于常数标量得 F-线性，且

A(Tv) = A(t · v) = t ·A(v) = SA(v).

反之，若 AT = SA，归纳给出 AT i = SiA，于是

A(f(T )v) =
∑
i

aiAT
iv =

∑
i

aiS
iAv = f(S)Av.

这连同 F-线性说明 A 为模同态。若 A 可逆，AT = SA 等价于 S = ATA−1；在选定基后，这
就是相似矩阵的关系。反向，相似所给出的可逆线性映射按上式是模同构。

10.2 最小多项式与循环子空间

本章以下设 dimF V = n ≥ 1。零空间的特征多项式与最小多项式均约定为 1，其标准形
为空矩阵。

命题 10.4 (非零零化多项式的存在). 存在非零 f ∈ F[t] 使 f(T ) = 0。因此 VT 是有限生成挠
F[t]-模。

证明. 取 V 的基 v1, . . . , vn。对每个 i，n+ 1 个向量

vi, T vi, . . . , T
nvi
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线性相关，所以存在不全为零的系数 ai,0, . . . , ai,n 使

fi(T )vi = 0, fi(t) =

n∑
j=0

ai,jt
j 6= 0.

令 f =
∏n

i=1 fi。多项式环为整环，故 f 6= 0；代入后各因子可交换，故

f(T )vi =
(∏
j ̸=i

fj(T )
)
fi(T )vi = 0.

由基张成性，f(T ) 消去每个向量。原来的 F-基仍生成 VT，因为常数多项式已经允许全部原
来的线性组合。因此 VT 有限生成；同一个非零 f 消去其每个元素，所以为挠模。

定义 10.5 (最小多项式). 理想

IT = {f ∈ F[t] : f(T ) = 0} = AnnF[t](VT )

非零。F[t] 是 PID，故 IT 有唯一的首一生成元，记为 mT，称为 T 的最小多项式。首一指最
高次项的系数为 1。

存在性由任意非零理想生成元除以其首系数得到。若 a, b 都首一且 (a) = (b)，则 a = ub，
其中 u 是非零常数；比较首系数得 u = 1，故唯一。定义立即给出判别

f(T ) = 0 ⇐⇒ mT | f.

特别地，mT 在全部非零零化多项式中次数最小；若 deg f < degmT 且 f(T ) = 0，整除关系
强制 f = 0。

定义 10.6 (循环子空间). 对 v ∈ V 定义

CT (v) = F[t]v = spanF{v, Tv, T 2v, . . .}.

理想 {f : f(T )v = 0}的首一生成元记为 mv，称为 v 相对于 T 的最小多项式。若 CT (v) = V，
称 v 是循环向量。

定理 10.7 (循环子空间的基). 设 v 6= 0，d = degmv。则

F[t]/(mv) ∼= CT (v), [f ] 7→ f(T )v,

且 v, Tv, . . . , T d−1v 是 CT (v) 的一组 F-基。因此 dimCT (v) = degmv，并且 mv | mT。

证明. 映射 θv : F[t]→ CT (v)，f 7→ f(T )v，由代入运算律是满模同态，核按定义为 (mv)，故
第一同构定理给出同构。

设 mv = td + cd−1t
d−1 + · · ·+ c0。带余除法将任意 f 唯一写为 f = qmv + r，deg r < d，

于是
f(T )v = q(T )mv(T )v + r(T )v = r(T )v.

这证明所列 d 个向量张成。若
d−1∑
i=0

biT
iv = 0,

则 r(t) =
∑d−1

i=0 bit
i 属于 (mv)，且次数小于 d，故 r = 0，所有 bi = 0。因此线性无关。最后

mT (T )v = 0，所以 mT ∈ (mv)，即 mv | mT。
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例 10.8 (剪切变换的循环向量). 在 F2 中令

T =

(
1 1

0 1

)
, v =

(
0

1

)
.

有 (T − I)v = (1, 0)t 6= 0，(T − I)2v = 0，而 v, Tv = (1, 1)t 无关。因此 mv = (t− 1)2，且 v

是循环向量。T 在基 (v, Tv) 下的矩阵由

T (v) = Tv, T (Tv) = 2Tv − v

给出，为

(
0 −1
1 2

)
。这与原矩阵相似，但采用的是迭代生成的基。

10.3 伴随矩阵与有理标准形

定义 10.9 (伴随矩阵). 对首一多项式 f(t) = td + cd−1t
d−1 + · · ·+ c0，d ≥ 1，定义

C(f) =


0 0 · · · 0 −c0
1 0 · · · 0 −c1
0 1 · · · 0 −c2
...

... . . . ...
...

0 0 · · · 1 −cd−1

 .

d = 1 时它就是单项矩阵 (−c0)。

矩阵的第 j 列给出第 j 个基向量的像。对循环子空间的基 (v, Tv, . . . , T d−1v)，前 d − 1

列由 T (T jv) = T j+1v 决定，末列则来自

mv(T )v = 0, T dv = −c0v − c1Tv − · · · − cd−1T d−1v.

因此其矩阵恰为 C(mv)。

定理 10.10 (有理标准形). 存在唯一的一列首一非常数多项式

d1 | d2 | · · · | dk

使 T 的某个矩阵为
diag

(
C(d1), . . . , C(dk)

)
.

这称为 T 的有理标准形。这里的“有理”表示在原标量域 F 内完成，不要求 F = Q。

证明. 对有限生成挠 F[t]-模 VT 应用 PID 结构定理。自由部分必为零：若有非零自由直和项，
其标准向量不会被任何非零多项式消去，与挠性矛盾。因此

VT ∼=
k⊕

i=1

F[t]/(di).

取各 di 首一；非单位在 F[t] 中正好是非常数多项式。令 vi 是第 i 项 [1] 在此同构下的像，则
其循环子空间构成内部直和。每个循环子空间的基为

vi, T vi, . . . , T
deg di−1vi.

合并这些基得到 V 的基：生成性来自直和分解，若合并后有线性关系，先由直和性得每个循
环子空间中的分量为零，再由各自的基无关性得全部系数为零。各空间不变，所以矩阵为所述
块对角形。PID 结构定理的唯一性确定 (di)，首一条件进一步唯一确定 di。
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引理 10.11 (伴随矩阵的特征多项式). 对上述 f，有 det(xI − C(f)) = f(x)，其中 x 是用于
行列式计算的多项式变量。

证明. 对 d 归纳。d = 1 时，det(x + c0) = x + c0。设 d ≥ 2。矩阵 xI − C(f) 的第一行为
(x, 0, . . . , 0, c0)；次对角线各项为 −1，最后一项为 x+ cd−1。按第一行展开，删除第一行与第
一列后的行列式记为 D。该矩阵是多项式

g(x) = xd−1 + cd−1x
d−2 + · · ·+ c1

的同型矩阵，故由归纳假设 D = g(x)。删除第一行与末列后的矩阵为上三角矩阵，对角线全
为 −1，其行列式为 (−1)d−1。所以

det(xI − C(f)) = xD + c0(−1)1+d(−1)d−1

= x
(
xd−1 + cd−1x

d−2 + · · ·+ c1
)
+ c0 = f(x).

定理 10.12 (最小多项式、特征多项式与 Cayley–Hamilton). 对有理标准形中的不变因子，有

mT = dk, χT =

k∏
i=1

di.

特别地，mT | χT，且 χT (T ) = 0。

证明. 多项式 h 消去 F[t]/(di) 当且仅当它消去 [1]，等价于 h ∈ (di)。故

h(T ) = 0 ⇐⇒ di | h 对每个i

⇐⇒ dk | h.

最后一步用整除链：若 dk | h，则全部 di | h；反向只需取 i = k。于是 IT = (dk)，两者首一
给出 mT = dk。

块对角矩阵的行列式等于各块行列式之积。这可从排列公式直接看出：非零乘积要求每
一行所选列仍在同一个块中，否则所选矩阵元为零；所有保留的排列分别是各块内排列，其符
号之积是整体排列的符号，因为不同块之间没有逆序。于是伴随矩阵引理给出

χT (x) = det(xI − [T ]) =
∏
i

det(xI − C(di)) =
∏
i

di(x).

该等式不依赖基，因为若 B = P−1AP，则

xI −B = P−1(xI −A)P, det(xI −B) = det(P )−1 det(xI −A) det(P ).

这些行列式运算在交换环 F[x] 中逐项成立。最后 dk 是上述乘积的因子，故 mT | χT，由零化
判别得 χT (T ) = 0。

推论 10.13 (相似的完整不变量与循环判别). 两个同维线性变换相似，当且仅当它们的首一
不变因子列相同。T 有循环向量，当且仅当 mT = χT，也当且仅当 degmT = n。
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证明. 相似等价于多项式模同构，由 PID 结构定理唯一性得到不变因子列相同；反过来，共
同的标准形给出相似。

若存在循环向量，整个模是单个循环模，故 k = 1，由上一定理 mT = χT。若 degmT = n，
因

degmT = deg dk, n = dimV =
∑
i

deg di,

而每个 deg di ≥ 1，故只能 k = 1，第一个循环子空间即为整个 V。最后 mT | χT 且两者首
一、degχT = n，所以 degmT = n 与 mT = χT 等价。

例 10.14 (相同的两个多项式仍不足以分类). 在 F6 中考虑两个幂零变换，其循环模分解分别
为

F[t]/(t3)⊕ F[t]/(t3), F[t]/(t3)⊕ F[t]/(t2)⊕ F[t]/(t).

二者都有 χT = t6、mT = t3，但不变因子列不同，因而不相似。直接计算核也能区分它们：在
F[t]/(ta) 上，乘以 t 的核由 [ta−1] 生成，故两者核的维数分别为 2 和 3。

10.4 从矩阵实际计算不变因子

有理标准形的存在性说明应当寻找哪些循环块。对于已经给出的矩阵，还需要把这个分解
转成可执行的多项式运算。本节令 A是 T 在一组基 B = (v1, . . . , vn)下的矩阵，并令 R = F[t]。

定理 10.15 (tI −A 的表示). 作为 F[t]-模，有

VT ∼= coker(tI −A) = F[t]n/(tI −A)F[t]n.

证明. 用 ι : Fn → V 表示坐标同构，即 ι(c1, . . . , cn) =
∑

i civi，所以 ι(Ac) = Tι(c)。将多项
式向量写成有限和 q(t) =

∑d
k=0 t

kqk，其中 qk ∈ Fn，定义

E : F[t]n → VT , E(q) =

d∑
k=0

T kι(qk).

多项式的系数唯一，故定义无歧义。E 保持加法和 F-数乘；又

E(tq) =
∑
k

T k+1ι(qk) = TE(q),

归纳并作有限线性组合可得 E(fq) = f(T )E(q)，故为 R-模同态。常数向量已映满 V，所以
E 满射。

对 r(t) =
∑

k t
krk，有

E(Ar) =
∑
k

T kι(Ark) =
∑
k

T k+1ι(rk) = E(tr).

故 E((tI −A)r) = 0，于是 (tI −A)Rn ⊆ kerE。
为证反向包含，在多项式矩阵环中直接计算望远镜和：

(tI −A)
k−1∑
j=0

tk−1−jAj =

k−1∑
j=0

tk−jAj −
k−1∑
j=0

tk−1−jAj+1

= tkI −Ak (k ≥ 1).
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因此

q(t)−
d∑

k=0

Akqk = (tI −A)
d∑

k=1

k−1∑
j=0

tk−1−jAjqk.

若 q ∈ kerE，则
ι
(∑

k

Akqk

)
=
∑
k

T kι(qk) = E(q) = 0.

ι 单射，故上式中的常数向量
∑

k A
kqk = 0，从而 q ∈ (tI −A)Rn。这证明核的反向包含。对

满同态 E 应用第一同构定理即得结论。

定理 10.16 (多项式矩阵的 Smith 形). 对 B ∈Mm×n(F[t])，可以通过交换行列、用非零常数
乘一行或一列、把一行或一列的多项式倍加到另一行或列，将其化为

D = diag(s1, . . . , sr, 0, . . .), si 首一, s1 | · · · | sr.

所有这些操作均可逆。

证明. 每种操作的逆分别为再次交换、乘以非零常数的逆、以及加上相反的多项式倍，故均可
逆。对 min(m,n) 归纳。矩阵全零时结束；否则交换行列将非零项移到左上角，并除以首系数
使其首一，记为 s。

若第一列有元素 b 不被 s 整除，以多项式除法写 b = qs+ r，0 ≤ deg r < deg s。将对应
行减去第一行的 q 倍，再交换两行，就将 r 6= 0 移到左上角。重新首一化后，其次数仍严格
小于原来 s 的次数。第一行同样用列变换处理。若第一列或第一行中的某项被 s 整除，则减
去相应倍数便可将其清零，而不改变左上角。

当第一行列除左上角外均已为零，矩阵成为

(
s 0

0 B1

)
。若余下块有元素 b 不被 s 整除，

将它所在行加到第一行，使第一行出现 b。再用列除法 b = qs+ r 以及交换列，把非零余数 r

移到左上角，次数再次严格下降。每次次数下降后重新开始检查第一行列。

非负整数次数不可能无限严格下降；两次下降之间仅检查有限个元素，每个可整除元素
都用一次操作清零。因此最终得到块对角形，且 s 整除余下块的每个元素。对余下块归纳。其
内部初等变换所得每个元素仍为原来元素的多项式线性组合，故仍被 s 整除；特别地 s 整除
归约后的第一个非零对角元。结合归纳得到的余下整除链，完成整个矩阵的归约。

对 B = tI −A，行列式为首一的 n 次多项式，因而非零。Smith 形中不可能有零对角元，
否则它的行列式为零；可逆行列变换只使行列式乘以非零常数，矛盾。余核在这些变换下保持
同构：若 D = PBQ，则 Q 满射给出 imD = P (imB)，于是 [x] 7→ [Px] 是余核间的同构。再
逐坐标取商，得到

VT ∼=
n⊕

i=1

R/(si).

删除 si = 1 的零直和项后，余下的首一多项式就是 T 的不变因子。

定义 10.17 (子式理想与行列式因子). 给定矩阵 B，其 j 阶子式是从 B 选出 j 行、j 列所得
方阵的行列式。由全部 j 阶子式生成的理想记为 Jj(B)。在 R = F[t] 中，此理想的首一生成
元记为 ∆j(B)；若理想为零，取 ∆j(B) = 0，并约定 ∆0(B) = 1。∆j 也就是这些子式的首一
最大公因式。

引理 10.18 (子式理想不随初等变换改变). 上述可逆初等行列变换均保持 Jj(B)。
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证明. 先考虑行操作。交换行只使选择的行重新排列，并使相关行列式至多改变符号；用非零
常数乘一行使包含该行的子式乘以单位，故这些变换不会改变生成的理想。

设第 a 行换成第 a 行加上 h 倍第 b 行，a 6= b。若一个子式不含第 a 行，它不变。若同
时含第 a, b 行，由行列式对行的线性与重复行为零，得到

det(. . . , rowa + h rowb, . . . , rowb, . . .) = det(. . . , rowa, . . . , rowb, . . .).

若包含第 a 行而不包含第 b 行，展开得到原子式加上 h 倍另一个子式；后一个子式使用第
b 行替换第 a 行，若需重排行序，只差一个符号。因此新矩阵的每个 j 阶子式都属于原来的
Jj(B)，即 Jj(Bnew) ⊆ Jj(B)。逆操作是加上 −h 倍第 b 行，同样论证给出反向包含，故相等。

列操作使用行列式对列的相同性质，逐字作对应计算即可：目标列不被选中时子式不变；
两列均选中时新增重复列项为零；仅选中目标列时新增项为另一子式的 ±h 倍。逆操作再次
给出反向包含。

命题 10.19 (用各阶子式恢复不变因子). 若 Smith 形非零项为 s1 | · · · | sr，均首一，则

∆j(B) = s1 · · · sj (1 ≤ j ≤ r), sj =
∆j(B)

∆j−1(B)
.

证明. 由前引理，只须对对角矩阵 D 计算。一个非零 j 阶子式必须选择相同的行列指标，且
均在 1, . . . , r 内，故形如

si1 · · · sij , 1 ≤ i1 < · · · < ij ≤ r.

因 iℓ ≥ `，整除链给出 sℓ | siℓ，所以 s1 · · · sj 整除每个这样的乘积。另一方面，选前 j 行列就
得到子式 s1 · · · sj 本身，故它也属于子式理想。因此该理想恰由此乘积生成，首一条件给出第
一式，逐项相除得到第二式。

例 10.20 (由子式算出有理标准形). 在 Q3 上令 A = diag(1, 1, 2)。其表示矩阵为

B = tI −A = diag(t− 1, t− 1, t− 2).

由 (t− 1)− (t− 2) = 1 得 ∆1 = 1。非零二阶子式为

(t− 1)2, (t− 1)(t− 2), (t− 1)(t− 2),

它们的最大公因式为 ∆2 = t− 1。最后

∆3 = detB = (t− 1)2(t− 2).

因此 s1 = 1，s2 = t− 1，s3 = (t− 1)(t− 2)。删除单位因子后，不变因子为

d1 = t− 1, d2 = t2 − 3t+ 2,

有理标准形为

C(d1)⊕ C(d2) =

1 0 0

0 0 −2
0 1 3

 .

可以直接找到对应基核对计算。令 u = e2 + e3，则 Au = e2 + 2e3；e1, u, Au 无关，因为后两
列在 span(e2, e3) 中的坐标行列式为 1。再算

A2u = e2 + 4e3 = −2u+ 3Au.

所以在基 (e1, u, Au) 下，A 的矩阵正是上式。这里 mT = (t− 1)(t− 2)，χT = (t− 1)2(t− 2)：
其中重复的特征值并未强迫出现长度大于一的 Jordan 链。
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10.5 互素因子给出的投影与主分解

假设最小多项式分解为

mT = f1f2 · · · fs, (fi, fj) = (1) (i 6= j),

其中各 fi 首一且非常数。令 Mi = mT /fi。由唯一分解，(Mi, fi) = (1)，选多项式 ai, bi 使

aiMi + bifi = 1.

定义 ei = aiMi，以及线性变换 Pi = ei(T )。

定理 10.21 (多项式投影). 上述变换满足∑
i

Pi = I, P 2
i = Pi, PiPj = 0 (i 6= j), imPi = ker fi(T ).

因此

V =

s⊕
i=1

ker fi(T ).

这些投影与 Bézout 系数的选取无关。

证明. 由定义，ei ≡ 1 (mod fi)，且 ei ≡ 0 (mod fj) 对 j 6= i 成立。故每个 fj 都整除∑
i

ei − 1, e2i − ei, eieℓ (i 6= `).

互素多项式各自整除一个多项式时，其乘积也整除它：对两个因子，若 h = fu 且 g | h，取
af + bg = 1 得

u = afu+ bgu = ah+ bgu,

所以 g | u，从而 fg | h；对有限多个因子归纳即可。因此 mT 整除上面三个多项式。代入 T，
使用 mT (T ) = 0 得三条投影等式。

又因 fiei = aimT，有 fi(T )Pi = 0，故 imPi ⊆ ker fi(T )。若 v ∈ ker fi(T )，Bézout 等
式给出

Piv = (I − bi(T )fi(T ))v = v,

所以 v ∈ imPi，反向包含成立。对于任意 v ∈ V，

v =
∑
i

Piv

给出所需分解。若
∑

i vi = 0，其中 vi ∈ imPi，对该等式作用 Pj，由 Pjvi = 0（i 6= j）与
Pjvj = vj 得 vj = 0。因此和为直和。

若换一组 Bézout 系数得到 e′i，则 ei − e′i 对每个 fj 的余数均为零，故被 mT 整除，代入
后 ei(T ) = e′i(T )。投影因而不依赖系数选择。

定义 10.22 (广义特征子空间). 若 λ ∈ F 且 (t− λ)a 是 mT 中对应的一次因子幂，定义

Gλ = ker(T − λI)a.

称为 λ 的广义特征子空间。
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若 mT =
∏s

i=1(t− λi)ai，其中 λi 两两不同，则这些因子互素，上一定理给出

V =

s⊕
i=1

Gλi
.

因此每个向量能唯一分成属于不同广义特征值的分量；Pi 将各分量明确地提取出来。

例 10.23 (两条特征方向的投影). 若 mT = (t− α)(t− β) 且 α 6= β，则

eα(t) =
t− β
α− β

, eβ(t) =
t− α
β − α

.

有 eα + eβ = 1，所以

v =
T − βI
α− β

v +
T − αI
β − α

v.

第一项属于 ker(T − αI)，因为

(T − αI)T − βI
α− β

v =
mT (T )v

α− β
= 0;

第二项同理属于 ker(T − βI)。这给出了特征分量的计算式，而无须先解出特征向量再进行坐
标分解。

10.6 从素幂循环模得到 Jordan 链

定义 10.24 (Jordan 块与 Jordan 链). 对 a ≥ 1，令 Ja(λ) 为对角线全为 λ、紧邻对角线上方
全为 1、其余项为零的 a× a 矩阵。相应的一列向量 e1, . . . , ea 称为长度 a 的 Jordan 链，若

(T − λI)e1 = 0, (T − λI)ej = ej−1 (2 ≤ j ≤ a),

且这列向量线性无关。

引理 10.25 (一个素幂循环模中的链). 在 F[t]/((t− λ)a) 中令 u = [1]，并取

ej = (t− λ)a−ju (1 ≤ j ≤ a).

这是一组 F-基，乘以 t 的矩阵是 Ja(λ)。

证明. 任意次数小于 a 的多项式都能唯一写成

c0 + c1(t− λ) + · · ·+ ca−1(t− λ)a−1.

存在性可将 t = (t− λ) + λ 代入通常的幂基展开；唯一性则因 (t− λ)r 首一且次数为 r，若非
零线性组合的最高非零系数为 cr，其最高次项为 crt

r，不可能为零。带余除法说明这些多项
式的类张成整个商模。若其线性组合在商模中为零，该组合被次数 a 的 (t − λ)a 整除，而次
数小于 a，故组合为零，再由上述唯一性得到全部系数为零。这证明所列基的张成与无关。

令 N 为乘以 t− λ 的作用，则

Ne1 = (t− λ)au = 0, Nej = (t− λ)a−j+1u = ej−1 (j ≥ 2).

因此 te1 = λe1，tej = λej + ej−1。将这些像按列写出，得到 Ja(λ)。
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定义 10.26 (代数闭域). 域 F 称为代数闭域，若 F[t] 中每个正次数多项式都在 F 中有根。由
因子定理（命题 8.26）反复取出一次因子，次数每次降低 1，可知这也等价于每个正次数多项
式都在 F 上分裂为一次因子的乘积。

定理 10.27 (Jordan 标准形). 若 mT 在 F 上分裂为一次因子的乘积，则 V 有一组由 Jordan
链拼成的基，T 在此基下的矩阵为 Jordan 块的直和。给定每个 λ，相应块的大小及重数唯一。
特别地，在代数闭域上每个有限维线性变换都有 Jordan 标准形。

证明. VT 的每个初等因子必须整除某个 di，而 di | mT。分裂假设说明各初等因子均为 (t−λ)a。
由 PID 模的初等因子分解，

VT ∼=
⊕
λ

⊕
j

F[t]/((t− λ)aλ,j ).

对每个直和项取前引理的基，并经模同构送回 V。模同构保持 t 的作用，因此送回的向量满
足同样的 Jordan 链等式。合并后成为整个 V 的基，矩阵为相应 Jordan 块的直和。初等因子
及其重数的唯一性确定块大小和重数。

若 F 代数闭，按定义每个正次数多项式有根；反复用一次因子除法并使次数下降，就将
mT 分裂为一次因子的乘积，因而上述结论适用。

注 10.28 (Axler 的构造与多项式模的构造). Axler 在 [10] 第 8C 节、定理 8.45 中直接研究
幂零变换：先取一条最长的迭代链，再借助线性泛函构造不变补空间，最后对维数归纳。这里
从 PID 模结构出发，每个 F[t]/((t− λ)a) 自带一条长度 a 的链。两种证明都要完成同一个步
骤：找到一条链之后，还须证明其余向量能安排在与它互补的不变空间中。模的直和分解给出
了这个补空间及其唯一的块大小数据。

图 10.1 中，N 表示由三条链规定的幂零变换：Ne3 = e2，Ne2 = e1，Nf2 = f1，且
Ne1 = Nf1 = Ng1 = 0。六个向量合为一组基。

e1 e2 e3

f1 f2

g1

0

0

0

NNN

NN

N

kerN kerN2 kerN3

图 10.1: 长度为 3, 2, 1 的三条幂零链。每个核由其标签所在列及左侧全部向量张成。

10.7 怎样从核的维数读出块大小

命题 10.29 (核维数与 Jordan 块). 固定特征值 λ，在 Gλ 上令 N = (T − λI)|Gλ
，并定义

bj = dim kerN j (j ≥ 0), N0 = I, b0 = 0.

若相应块大小为 a1, . . . , ar，则

bj =

r∑
i=1

min(j, ai), bj − bj−1 = #{i : ai ≥ j}.
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大小恰为 j 的块数为 2bj − bj−1 − bj+1。

证明. 在一条长度为 a 的链中，反复使用 Nei = ei−1 得

N jei =

0, i ≤ j,

ei−j , i > j.

因此对 v =
∑a

i=1 ciei，

N jv =

a∑
i=j+1

ciei−j = 0 ⇐⇒ cj+1 = · · · = ca = 0,

这里 j ≥ a 时右侧没有条件。该块中核为 span(e1, . . . , emin(j,a))，维数为 min(j, a)。不同链构
成不变直和，故 N j 的核也是这些核的直和，得到第一式。

逐项相减，min(j, a)−min(j − 1, a) 在 a ≥ j 时等于 1，在 a < j 时等于 0，故第二式成
立。长度恰为 j 的链数是长度至少 j 的链数减去长度至少 j + 1 的链数，即

(bj − bj−1)− (bj+1 − bj) = 2bj − bj−1 − bj+1.

推论 10.30 (三种重数数据). λ 在 χT 中的重数是 dimGλ；特征子空间 ker(T − λI) 的维数
是 λ 的 Jordan 块数；λ 在 mT 中的指数是最大 Jordan 块的大小。

证明. 每个 Ja(λ) 为上三角矩阵，其特征多项式为 (t− λ)a；故所有 λ 块贡献的指数为大小之
和，即 dimGλ。在每条 λ 链上，T − λI 的核恰为第一个向量张成的一维空间。

若 µ 6= λ，在一个 µ 块上写 T − λI = (µ− λ)I +N，其中 Na = 0。其逆显式为

(
(µ− λ)I +N

)−1
=

1

µ− λ

a−1∑
j=0

(
− N

µ− λ

)j

,

因为乘开后有限几何和只剩 I − (−N/(µ− λ))a = I。所以其他块没有核的贡献。最后 mT 是
各初等因子的最小公倍式；这由“消去直和当且仅当消去各项”得到。因此其中 (t− λ) 的指
数是对应各块指数的最大值。

例 10.31 (只由核计算恢复六维幂零标准形). 设 dimV = 6，N3 = 0，并已算得

dim kerN = 3, dim kerN2 = 5, dim kerN3 = 6.

于是 b0 = 0, b1 = 3, b2 = 5, b3 = b4 = 6。长度至少为 1, 2, 3 的链数依次为

b1 − b0 = 3, b2 − b1 = 2, b3 − b2 = 1.

长度恰为 1, 2, 3 的链数依次为 3− 2 = 1、2− 1 = 1、1− 0 = 1。所以

[N ] ∼ J3(0)⊕ J2(0)⊕ J1(0), mN = t3, χN = t6.

图 10.1 中每次新进入核的向量数分别为 3, 2, 1，正好给出这三个维数差。
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10.8 实际换基、迭代与标量域

例 10.32 (平移算子的完整 Jordan 换基). 在实向量空间 V = {a+ bx+ cx2 : a, b, c ∈ R} 上，
令

T (p)(x) = p(x+ 1), N = T − I.

在基 B = (1, x, x2) 下，

[T ]B = A =

1 1 1

0 1 2

0 0 1

 , N(1) = 0, N(x) = 1, N(x2) = 2x+ 1.

从最高次向量 u = x2/2 开始，逐步计算

Nu = x+ 1
2 , N2u = 1, N3u = 0.

所以取

e1 = 1, e2 = x+ 1
2 , e3 =

x2

2 , Ne1 = 0, Ne2 = e1, Ne3 = e2.

三者最高次数分别为 0, 1, 2 且首系数非零，故无关；也可从过渡矩阵直接验证：

P =

1 1/2 0

0 1 0

0 0 1/2

 , P−1 =

1 −1/2 0

0 1 0

0 0 2

 .

各列是新基在旧基中的坐标，且

AP =

1 3/2 1/2

0 1 1

0 0 1/2

 = P

1 1 0

0 1 1

0 0 1

 .

故 P−1AP = J3(1)。令
(
k
2

)
= k(k − 1)/2。由于 N3 = 0，可以归纳计算

T k = (I +N)k = I + kN +

(
k

2

)
N2 (k ∈ N).

k = 0 时两边均为 I；若 k 时成立，则

T k+1 = (I +N)

(
I + kN +

(
k

2

)
N2

)
= I + (k + 1)N +

(
k +

(
k

2

))
N2 +

(
k

2

)
N3

= I + (k + 1)N +

(
k + 1

2

)
N2.

末步使用 k + k(k − 1)/2 = k(k + 1)/2 以及 N3 = 0。在原基下，N 的矩阵为 A− I，其平方
只有第 (1, 3) 项为 2，所以

Ak =

1 k k2

0 1 2k

0 0 1

 .

将其作用于坐标列 (a, b, c)t，得到 (a+ bk+ ck2, b+2ck, c)t，恰好是 p(x+ k) 的系数。Jordan
链的计算与原来的平移规则逐项一致。
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命题 10.33 (可对角化的多项式判别). T 在 F 上可对角化，当且仅当 mT 是若干互不相同的
一次因子的乘积。

证明. 若 T 有特征向量基，设出现的不同特征值为 λ1, . . . , λs。任意多项式 f 在一个属于 λi

的基向量 v 上满足
f(T )v =

∑
j

ajT
jv =

∑
j

ajλ
j
iv = f(λi)v.

所以 f(T ) = 0 当且仅当所有 f(λi) = 0。因一次因子互素，根与因子定理及互素乘积整除性
给出

f(T ) = 0 ⇐⇒
∏
i

(t− λi) | f.

比较首一生成元，得到 mT =
∏

i(t− λi)。
反之，若 mT 是此乘积，主分解定理给出

V =
⊕
i

ker(T − λiI).

在每个核中取基，合并后成为整个 V 的基，且每个基向量均为特征向量。因此 T 可对角化。

例 10.34 (实旋转与复特征方向). 在 R2 上取 T (x, y) = (−y, x)。有 T 2 = −I，而 e1, T e1 = e2

无关，故

VT ∼= R[t]/(t2 + 1), mT = χT = t2 + 1, [T ] = C(t2 + 1) =

(
0 −1
1 0

)
.

由于 t2 + 1 在 R 上不可约，这已经是实数域内的有理标准形，且没有实特征向量。
把同一矩阵的系数视为复数，并令其作用于 C2，则

t2 + 1 = (t− i)(t+ i).

两个一次因子不同，故可对角化。具体地，

v+ = (1,−i)t, v− = (1, i)t, T v+ = iv+, T v− = −iv−.

过渡矩阵 P = (v+ v−) 的行列式为 2i 6= 0，所以

P−1[T ]P = diag(i,−i).

改变标量域后，向量空间、可用的基以及多项式的不可约分解同时改变；原来的一块二次循环
模于是分成两条一次特征方向。

文献：PID 模的相容基构造参照 [13] 第 2 节，有限生成模分解见其第 4 节。有理标准形与初
等因子方法亦见 [9]。Axler 的幂零链构造见 [10] 第 8C 节。本文从模结构独立推导伴随矩阵
行列式、Cayley–Hamilton、主分解投影及核维数公式。
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11.1 从双线性运算到张量积

本章固定交换有单位环 R，并假定 1R 6= 0R。所有模均为 R-模，所有线性映射均指 R-模
同态。涉及域时另用 F 表示。本章的 R 允许有零因子。

线性映射保留一个输入中的线性组合。若一项运算接受两个输入，例如实数乘法 (x, y) 7→
xy，它对每个输入分别线性，却不是从 R2 到 R 的线性映射。事实上，把两个输入同时乘以
2，乘积变成 4xy；线性映射则应变成原值的 2 倍。多重线性代数研究分别线性的运算，以及
能够记录这些运算的线性空间或模。

定义 11.1 (多重线性映射). 设 k ≥ 1，M1, . . . ,Mk, P 为模。映射 b :M1 × · · · ×Mk → P 称
为 k-线性映射，若固定其余变量后，它对每一个变量都是线性的。k = 2 时称为双线性映射。

例如，设 b :M ×N → P 为双线性映射，a1, a2, c1, c2 ∈ R，e1, e2 ∈M，f1, f2 ∈ N。则

b(a1e1 + a2e2, c1f1 + c2f2) = a1c1 b(e1, f1) + a1c2 b(e1, f2)

+ a2c1 b(e2, f1) + a2c2 b(e2, f2),

若两个模具有有限基，这样的展开表明，双线性映射由所有基元对上的取值确定。我们希望构
造一个模，把每个输入对记录成一个元素，并把展开规则变成这个模内的等式。

Conrad 在 [14] 第 1–3 节先从基元对的形式乘积入手，再用泛性质消除对基的依赖。这里
直接把上述要求写成定义，随后证明这样的模确实存在。

定义 11.2 (张量积). 模 M,N 的张量积是模 M ⊗R N，连同双线性映射

τ :M ×N −→M ⊗R N, (m,n) 7−→ m⊗ n,

满足：对任意模 P 和双线性映射 b : M × N → P，存在唯一线性映射 b̃ : M ⊗R N → P 使
b̃ ◦ τ = b。

M ×N P

M ⊗R N

b

τ
b̃

这个性质规定了从张量积出发的线性映射：给出它，等价于给出原来两个变量上的双线性映
射。符号 m⊗ n 表示 τ(m,n)，不是原集合中的有序对 (m,n)。

由 τ 的双线性性，立即有

(m+m′)⊗ n = m⊗ n+m′ ⊗ n,

m⊗ (n+ n′) = m⊗ n+m⊗ n′,

(rm)⊗ n = r(m⊗ n) = m⊗ (rn).

133
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对两个变量分别代入零，得到

0⊗ n = (0 + 0)⊗ n = 0⊗ n+ 0⊗ n, m⊗ 0 = m⊗ (0 + 0) = m⊗ 0 +m⊗ 0.

在加法群中分别消去右侧的一项，便得 0⊗ n = 0 与 m⊗ 0 = 0。

11.2 存在性、唯一性与生成元

定理 11.3 (张量积的构造). 令 F 为以集合 M ×N 为基的自由模，基元记为 em,n。令 L 为
下列元素生成的子模，其中 m,m′ ∈M，n, n′ ∈ N，r ∈ R：

em+m′,n − em,n − em′,n,

em,n+n′ − em,n − em,n′ ,

erm,n − rem,n, em,rn − rem,n.

则 F/L 与映射 (m,n) 7→ em,n + L 满足张量积的泛性质。

证明. 四类关系在商模中为零，故映射 τ(m,n) = em,n + L 为双线性映射。给定双线性映射
b : M × N → P，由自由模的泛性质得到唯一线性映射 b̂ : F → P，满足 b̂(em,n) = b(m,n)。
分别将四类生成元代入，得到

b̂(em+m′,n − em,n − em′,n) = b(m+m′, n)− b(m,n)− b(m′, n) = 0,

b̂(em,n+n′ − em,n − em,n′) = b(m,n+ n′)− b(m,n)− b(m,n′) = 0,

b̂(erm,n − rem,n) = b(rm, n)− rb(m,n) = 0,

b̂(em,rn − rem,n) = b(m, rn)− rb(m,n) = 0.

因为核为子模，且包含全部生成元，所以 L ⊆ ker b̂。模的因子化定理给出线性映射 b̃ : F/L→
P，且 b̃(em,n + L) = b(m,n)。

商模 F/L 由所有 em,n +L 生成。因此另一线性映射若在这些元素上同样取值为 b(m,n)，
便在每个有限线性组合上与 b̃ 相等。这证明所需唯一性。

定理 11.4 (泛性质所确定的唯一性). 若 (T, τ) 和 (T ′, τ ′) 都是 M,N 的张量积，则存在唯一
线性同构 u : T → T ′ 使 uτ = τ ′。

证明. 将 τ ′ 作为取值于 T ′ 的双线性映射，由 T 的泛性质得到 u : T → T ′。交换两者得到
v : T ′ → T。于是

vuτ = vτ ′ = τ = idT τ.

泛性质的唯一性给出 vu = idT。另一复合满足

uvτ ′ = uτ = τ ′ = idT ′τ ′,

由 T ′ 的泛性质中的唯一性得到 uv = idT ′。u因而为同构，其唯一性仍由 T 的泛性质给出。

推论 11.5 (纯张量生成张量积). 形如 m ⊗ n 的元素称为纯张量。每个张量均可写成有限和∑s
i=1mi ⊗ ni。两个从张量积出发的线性映射相等，当且仅当它们在每个纯张量上相等。
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证明. 在 F/L 的构造中，基元的像生成整个商模；系数可吸收到第一个因子中。任一满足泛
性质的对象都由上一同构与此构造相容地识别，所以也由纯张量生成。最后一句来自线性映
射保持有限和。

在纯张量上指定公式时，仍须证明公式来自双线性映射。纯张量通常不是一组基，它们之
间有关系。例如 m⊗ 0 = 0，所以任意指定 m⊗ 0 的像为一个非零元素，都不可能延拓为线性
映射。

11.3 映射的张量积与括号的处理

命题 11.6 (映射的张量积). 若 f :M →M ′、g : N → N ′ 线性，则存在唯一线性映射

f ⊗ g :M ⊗R N −→M ′ ⊗R N
′, m⊗ n 7−→ f(m)⊗ g(n).

若 f ′ :M ′ →M ′′、g′ : N ′ → N ′′ 线性，则

(f ′ ⊗ g′)(f ⊗ g) = (f ′f)⊗ (g′g), idM ⊗ idN = idM⊗RN .

证明. (m,n) 7→ f(m)⊗ g(n) 对每个变量分别线性，故可由泛性质延拓。两个复合公式的两边
均为线性映射，并且在 m⊗ n 上分别取相同的值 f ′f(m)⊗ g′g(n) 和 m⊗ n，所以相等。

命题 11.7 (对称、单位与结合). 以下公式给出线性同构：

M ⊗R N −→ N ⊗R M, m⊗ n 7−→ n⊗m,

R⊗R M −→M, r ⊗m 7−→ rm,

(M ⊗R N)⊗R P −→M ⊗R (N ⊗R P ), (m⊗ n)⊗ p 7−→ m⊗ (n⊗ p).

证明. 第一式由双线性映射 (m,n) 7→ n⊗m 得到；交换两次固定所有纯张量，故为恒等。第
二式由标量乘法的双线性性得到。其逆为 m 7→ 1⊗m，因为 1⊗ rm = r ⊗m。

对第三式，先说明两边均使三线性映射线性化。给定三线性映射 b :M ×N ×P → Q。固
定 p ∈ P，先延拓前两个变量，得到线性映射 bp :M ⊗R N → Q。若 t =

∑
imi ⊗ ni，则

bp(t) =
∑
i

b(mi, ni, p).

因此对固定的 t，这个值随 p 线性变化；它与 t 的表示无关，因为 bp 已经是良定义映射。于
是 (t, p) 7→ bp(t) 为双线性映射，可再延拓到 (M ⊗R N)⊗R P。唯一性由元素 (m⊗ n)⊗ p 生
成该模得到。先固定 m，对后两个变量作相同构造，可知 M ⊗R (N ⊗R P ) 具有同样的三线性
泛性质。

把两边的标准三线性映射分别延拓，得到所示映射及反向映射；两复合固定所有三因子
纯张量，所以互为逆。

逐次重复这个证明，就得到 k 个模的张量积：它使 k-线性映射唯一地线性化。任一括号
排列都具有此性质，因为可按最外层括号把变量分成两组，先分别延拓，再延拓两组之间的双
线性映射。所有重新加括号的映射均把同一输入组送到同一纯张量，故它们的复合彼此相容。
以下通过这些指定同构省略括号，写作 m1 ⊗ · · · ⊗mk。
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11.4 张量的坐标、矩阵与对偶

定理 11.8 (自由模的张量基). 若 M,N 的基分别为 (ei)i∈I、(fj)j∈J，则 (ei ⊗ fj)(i,j)∈I×J 是
M ⊗R N 的基。特别地，Rm ⊗R R

n ∼= Rmn。

证明. 每个输入均为基元的有限线性组合，双线性展开说明这些张量张成。记 εi : M → R、
ηj : N → R 为取相应基坐标的线性映射。对固定 (i, j)，函数 (m,n) 7→ εi(m)ηj(n) 双线性，
故给出线性泛函 M ⊗R N → R。它在 ea ⊗ fb 上的值为 δiaδjb，其中 δia 在 i = a 时为 1，否
则为 0。对任一有限线性关系施加这些泛函，逐个系数都等于零，故线性无关。

例 11.9 (纯张量与矩阵). 设 V = Fm,W = Fn。将
∑
aijei ⊗ fj 对应于矩阵 (aij)，便得到

V ⊗F W 与 m × n 矩阵空间的线性同构。若 v =
∑
xiei, w =

∑
yjfj，则 v ⊗ w 的矩阵为

(xiyj) = xyT。当 v, w 均非零时，所有列都是 x 的倍数，且至少一列非零，故秩为 1。反过来，
秩为 1 的矩阵取一个非零列 x，其余各列都是 x 的倍数，从这些倍数构成 y，便写成 xyT。因
此纯张量恰好对应秩至多为 1 的矩阵。

例如 e1 ⊗ f1 + e2 ⊗ f2 的矩阵有一个二阶单位子块，秩为 2，所以它不是纯张量。这也解
释了为何张量积必须允许纯张量的和。

例 11.10 (矩阵怎样作用在张量上). 若 f(ej) =
∑

i aije
′
i，g(fℓ) =

∑
k bkℓf

′
k，则

(f ⊗ g)(ej ⊗ fℓ) =
∑
i,k

aijbkℓ e
′
i ⊗ f ′k.

按先排列第一个指标、再排列第二个指标的顺序列基，矩阵的 ((i, k), (j, `)) 项为 aijbkℓ。这称
为矩阵 A = (aij) 与 B = (bkℓ) 的 Kronecker 积，记为 A⊗B。例如

(
1 2

0 1

)
⊗

(
3 0

0 4

)
=


3 0 6 0

0 4 0 8

0 0 3 0

0 0 0 4

 .

这里的块结构来自两个输入分别变换后的双线性展开。若只改变第一个因子，矩阵为 A ⊗ I；
只改变第二个因子则为 I ⊗ B，其中 I 分别表示相应大小的单位矩阵。两种操作的复合等于
A⊗B，因为它们在每个基张量上都给出 f(ej)⊗ g(fℓ)。

所有线性映射 M → N 组成的集合记为 HomR(M,N)，逐点相加、数乘使它成为模；模
公理逐点来自 N。双线性映射的集合 BilR(M,N ;P ) 同样逐点成为模。张量积的泛性质给出
模同构

HomR(M ⊗R N,P ) ∼= BilR(M,N ;P ).

正向把 h 送到 h ◦ τ，反向取唯一延拓。两者互逆由泛性质得到；它们保持加法和标量，因为
等式可在每个输入对上逐点核对。

定理 11.11 (有限自由模的对偶与线性映射). 定义对偶模 V ∗ = HomR(V,R)。若 V 为有限自
由模，W 为任意模，则有同构

Θ : V ∗ ⊗R W −→ HomR(V,W ), Θ(ϕ⊗ w)(v) = ϕ(v)w.
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证明. (ϕ,w) 7→ (v 7→ ϕ(v)w)双线性，故得到 Θ。取 V 的基 e1, . . . , en，坐标泛函为 e∗1, . . . , e
∗
n。

定义

Ψ(T ) =

n∑
i=1

e∗i ⊗ T (ei).

它是线性映射，且对于 v =
∑

i viei，

ΘΨ(T )(v) =
∑
i

viT (ei) = T (v).

另一方面 ϕ =
∑

i ϕ(ei)e
∗
i，因为两边在每个 ej 上相等。因此

ΨΘ(ϕ⊗ w) =
∑
i

e∗i ⊗ ϕ(ei)w = ϕ⊗ w.

纯张量生成，故另一复合也为恒等。虽然 Ψ的公式使用基，它作为 Θ的逆由 Θ唯一确定。

11.5 直和、商模与循环模的计算

命题 11.12 (张量积保持直和). 对任意模族 (Mi)i∈I，有同构(⊕
i∈I

Mi

)
⊗R N ∼=

⊕
i∈I

(Mi ⊗R N).

证明. 映射 ((mi), n) 7→ (mi ⊗ n)i 双线性，且由于 (mi) 有限支撑，其值在右侧直和中；延拓
为线性映射 a。记 ιi :Mi →

⊕
j Mj 为坐标包含。对每个 i，映射 ιi ⊗ idN 已经良定义，因此

可以定义
c((ti)) =

∑
i

(ιi ⊗ idN )(ti).

这也是有限和，给出反向线性映射。在右侧任意单坐标纯张量上，ac 是恒等。在左侧，

ca((mi)⊗ n) =
∑
i

ιi(mi)⊗ n = (mi)⊗ n.

两侧分别由这些元素生成，所以 a, c 互为逆。

命题 11.13 (张量积与商模). 若 U ≤M，令 K ≤M ⊗R N 为所有 u⊗ n（u ∈ U, n ∈ N）生
成的子模，则

(M/U)⊗R N ∼= (M ⊗R N)/K.

证明. (m+U, n) 7→ m⊗ n+K 与代表元无关，因为将 m 换成 m+ u 只增加 u⊗ n ∈ K。它
双线性，给出正向映射。反向先由投影 q :M →M/U 得到 q⊗ idN，它将所有 u⊗ n 送到零，
因而下降到商模。两复合在所有纯张量或它们的商类上固定生成元，故为恒等。

命题 11.14 (循环模的张量积). 若 I 为 R 的理想，IN 表示所有有限和
∑

j ajnj（aj ∈ I, nj ∈
N）的集合，则 IN 是子模，且

(R/I)⊗R N ∼= N/IN.
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证明. 两个这样的有限和相减仍具此形式，乘以 r ∈ R 后将 aj 换成 raj ∈ I 即可，故 IN 为
子模。设 r + I = r′ + I，则 r − r′ ∈ I，故 rn− r′n = (r − r′)n ∈ IN，所以

b(r + I, n) = rn+ IN

与代表元无关。记商类为方括号，则

b([r] + [s], n) = [(r + s)n] = [rn] + [sn],

b([r], n+ n′) = [rn+ rn′] = [rn] + [rn′],

b(a[r], n) = [arn] = a[rn], b([r], an) = [ran] = a[rn].

因此 b 双线性，诱导线性映射 α : (R/I)⊗RN → N/IN。线性映射 n 7→ (1+ I)⊗n 消去 IN，
因为

(1 + I)⊗ an = (a+ I)⊗ n = 0 (a ∈ I).

于是它下降为线性映射 β : N/IN → (R/I)⊗RN，β(n+ IN) = (1+ I)⊗n。两复合分别满足

αβ(n+ IN) = α((1 + I)⊗ n) = n+ IN,

βα((r + I)⊗ n) = β(rn+ IN) = (1 + I)⊗ rn = (r + I)⊗ n.

第一式在所有商类上成立，第二式在生成整个张量积的所有纯张量上成立，所以两个复合均
为恒等映射。

例 11.15 (整数系数的计算). 设 m,n ≥ 1，d = gcd(m,n)。取 N = Z/mZ，则

(Z/nZ)⊗Z (Z/mZ) ∼= (Z/mZ)/n(Z/mZ).

由 Bézout 等式，mZ + nZ = dZ，所以 n(Z/mZ) 正是 dZ/mZ。映射 [a]m 7→ [a]d 满射且核
为该子群；第一同构定理给出

(Z/nZ)⊗Z (Z/mZ) ∼= Z/dZ.

例如 Z/12Z⊗Z Z/18Z ∼= Z/6Z；而 Z/2Z⊗Z Z/3Z = 0。后一个例子中，若 t = [1]2⊗ [1]3，则
2t = 3t = 0，故 t = 3t− 2t = 0；这个张量生成整个模，因而模为零。

11.6 扩张标量与平坦性

定义 11.16 (R-代数). 结合有单位的 R-代数是一个结合有单位环 A，连同保持单位的环同态
ι : R→ A，满足 ι(r)a = aι(r)。以 ra = ι(r)a 定义标量乘法，A 成为 R-模，乘法对两个变量
分别 R-线性。R-代数同态是满足 hιA = ιB 的保持单位的环同态；它因而也是 R-线性映射。

反过来，若一个 R-模具有结合的双线性乘法和单位元 1A，则 r 7→ r1A 是所需的中心环
同态。乘法的双线性给出 (r1A)a = r(1Aa) = ra = r(a1A) = a(r1A)，也给出乘法保持性。

设 S 是交换 R-代数。张量积 S ⊗R M 上的 S-标量作用定义为

s′(s⊗m) = (s′s)⊗m.

对固定 s′，右侧来自 R-线性映射 s 7→ s′s 与 idM 的张量积，故良定义。加法、结合律和单位
律可在纯张量上核对，因而它使 S ⊗R M 成为 S-模，称为 M 的扩张标量。
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命题 11.17 (扩张标量的泛性质). 若 U 是 S-模，将其视为 R-模的方式为 ru = ι(r)u。每个
R-线性映射 f :M → U 唯一延拓为 S-线性映射

f̂ : S ⊗R M → U, f̂(s⊗m) = sf(m),

满足 f̂(1⊗m) = f(m)。

证明. (s,m) 7→ sf(m) 为 R-双线性映射，故给出 R-线性延拓。公式表明它保持 S 的标量作
用，因此 S-线性。任意满足条件的 S-线性映射都必须将 s ⊗m = s(1 ⊗m) 送到 sf(m)，所
以唯一。

例 11.18 (从整数到有理数). 由单位同构，Q ⊗Z Z ∼= Q。若 x ∈ M 满足 nx = 0，其中整数
n 6= 0，则对 q ∈ Q 有

q ⊗ x = (n(q/n))⊗ x = (q/n)⊗ nx = 0.

这里移过张量符号的标量是整数 n。因此对挠交换群 M 有 Q⊗ZM = 0。对有限生成交换群，
前一章的结构分解及直和公式给出

Q⊗Z (Zr ⊕Mtor) ∼= Qr.

定义 11.19 (平坦模). 模 F 称为平坦模，若对每个单射线性映射 i : A → B，映射 idF ⊗ i :
F ⊗R A→ F ⊗R B 仍为单射。

命题 11.20. 自由模是平坦模。对 n ≥ 2，Z/nZ 作为 Z-模不平坦。

证明. 若 F ∼=
⊕

j∈J R，由直和与单位同构有 F ⊗R A ∼=
⊕

j A；这些同构将 idF ⊗ i 变成逐坐
标映射 (aj) 7→ (i(aj))。若所有像坐标为零，i 的单射性迫使所有 aj = 0，所以该映射单射。

另一方面，乘 n 的映射 i : Z→ Z 为单射。用 Z/nZ 张量后，两边均同构于 Z/nZ，而诱
导映射为乘 n，即零映射。这个模非零，因此该映射不单射。

11.7 张量代数：把任意长度的乘积放在一起

定义 11.21 (分次代数). R-代数 A 若具有模的直和分解 A =
⊕

k≥0A
k，满足 1A ∈ A0 及

ApAq ⊆ Ap+q，称为非负分次代数。非零元素 a ∈ Ap 称为次数为 p 的齐次元素，记 |a| = p。
零元属于每个分量，不给它指定唯一的次数。

给定模 V，令 V ⊗0 = R、V ⊗1 = V，并用前面的多因子张量积定义 V ⊗k。定义

T (V ) =
⊕
k≥0

V ⊗k.

在两个纯张量上，用连接输入的方式定义乘法：

(v1 ⊗ · · · ⊗ vp)(w1 ⊗ · · · ⊗ wq) = v1 ⊗ · · · ⊗ vp ⊗ w1 ⊗ · · · ⊗ wq.

多重线性泛性质保证这给出 V ⊗p × V ⊗q → V ⊗(p+q) 的双线性映射。对于零次分量，乘法取标
量作用。对于一般元素 x =

∑
p xp、y =

∑
q yq，定义 xy =

∑
p,q xpyq；由于两个和都有限，结

果仍在直和中。
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命题 11.22 (张量代数的自由性质). 上述乘法使 T (V ) 成为分次 R-代数，单位为零次分量的
1R，称为张量代数。对任意 R-代数 A 和 R-线性映射 f : V → A，存在唯一 R-代数同态
f̃ : T (V )→ A 延拓 f。

证明. 连接三个纯张量时，无论先连接哪两个，得到同一个词。因而两种三线性运算在生成元
上相等；逐项分配后，对所有元素都相等，这证明乘法结合。零次分量的 1R 连接任意词都不
改变它，故为单位。双线性性和次数相加来自构造。

对 k ≥ 1，映射 (v1, . . . , vk) 7→ f(v1) · · · f(vk)为 k-线性映射，故唯一延拓为 fk : V ⊗k → A。
在 k = 0 时取 f0 = ιA : R → A。定义 f̃(

∑
k xk) =

∑
k fk(xk)。它线性且保持单位；在两个

纯张量的乘积上，它保持乘法，因为 A 中乘法结合。双线性展开把这个结论推广到一般元素，
故为代数同态。每个词都是 V 中元素的乘积，所以延拓的取值被迫由该公式给出，证明唯一
性。

若 V 自由，张量代数中的一组模基是所有由基元组成的有限词，包含代表 1 的空词。这
由各张量幂的基及直和构造得到。乘法是连接词；它通常不交换。例如在以 e1, e2 为基的模上，
e1 ⊗ e2 与 e2 ⊗ e1 是两个不同的基元。

11.8 交替映射与外幂的构造

定义 11.23 (交替与反对称). k-线性映射 b : V k →W 称为交替映射，若任意两个输入相等时
其值为零。k = 1 时此条件为空，所有线性映射都称为交替。若交换任意两个相邻输入会使值
乘以 −1，称为反对称映射。

引理 11.24 (交替性的相邻判别). k-线性映射只要在两个相邻输入相等时为零，就为交替映
射。交替映射必反对称；若 2 ∈ R 可逆，反对称映射也必交替。

证明. 固定除相邻两处外的所有变量，把对应双线性映射记为 c。若 c(x, x) = 0，则

0 = c(x+ y, x+ y) = c(x, y) + c(y, x),

其中 c(x, x)、c(y, y) 已为零。于是相邻交换使值变号。如果两个不相邻的输入相等，经过有
限次相邻交换可将它们移到相邻位置；所得值为零，原值与它只差一个符号，也为零。这证明
前两句。

反过来，反对称性给出 c(x, x) = −c(x, x)，故 2c(x, x) = 0。当 2 可逆时可消去 2，得到
相邻相等时为零，再用第一句即可。

例如在 F2 上，乘法 (x, y) 7→ xy 为双线性且反对称，因为 −1 = 1；但它在 (1, 1) 上取值
为 1，所以不交替。

定义 11.25 (外幂). 对 k ≥ 2，令 Kk ≤ V ⊗k 为所有含相邻重复输入的纯张量生成的子模，即
生成元具有形式

v1 ⊗ · · · ⊗ vi−1 ⊗ v ⊗ v ⊗ vi+2 ⊗ · · · ⊗ vk.

定义
∧k V = V ⊗k/Kk，并令 K0 = K1 = 0、

∧0 V = R、
∧1 V = V。纯张量的商类记为

v1 ∧ · · · ∧ vk。
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定理 11.26 (外幂的泛性质). 对 k ≥ 1，映射 V k →
∧k V，(v1, . . . , vk) 7→ v1∧· · ·∧vk，为交替

k-线性映射。每个交替 k-线性映射 b : V k →W 唯一地写成此映射与线性映射 b̃ :
∧k V →W

的复合。

证明. 标准映射为多重线性，并在相邻输入相等时为零，故由相邻判别知它交替。给定 b，先
用张量幂的泛性质得到线性映射 V ⊗k →W。它消去 Kk 的每个生成元，故下降为 b̃。外积词
生成商模，因而延拓唯一。

外幂于是记录交替多重线性运算；它把重复输入变成零，把交换输入变成换号。Conrad
的 [16] 第 2–4 节依次证明交替性与反对称性的关系、构造外幂并求其基。这里以相邻重复关
系构造商；相邻判别说明它与对所有重复输入取商的构造一致。

11.9 外积与外代数

令 K =
⊕

k≥0Kk ⊆ T (V )。在 Kk 的生成元前后连接任何纯张量，原有的相邻重复仍然
存在，故乘积在相应的 Kk+p 中。线性展开说明 K 是双边理想。它恰为所有 v ⊗ v 生成的双
边理想：一方面它含这些元素，另一方面 Kk 的每个生成元都由某个 v ⊗ v 在前后连接词得
到。因此 ∧

V
def
= T (V )/K ∼=

⊕
k≥0

k∧
V.

最后的同构把每个次数的商类送到总商中的同一类。它满射，因为每个张量只有有限个次数
分量；若其像为零，则每个分量在 Kk 中，故各商类均为零，因而也单射。这给出了商代数的
分次。

这个代数称为外代数，乘法记为 ∧，称为外积。商代数乘法的良定义性可直接核对：改变
x, y 为 x+ a, y + b，其中 a, b ∈ K，则乘积之差为 xb+ ay + ab ∈ K。在纯外积上，乘法就是
连接输入，因而结合且有单位 1 ∈

∧0 V。

命题 11.27 (外积的符号规则). 对 u, v ∈ V，有 v ∧ v = 0、u ∧ v = −v ∧ u。对 α ∈
∧p V、

β ∈
∧q V，有

α ∧ β = (−1)pqβ ∧ α.

证明. 第一式来自定义。将 (u+ v) ∧ (u+ v) = 0 展开，消去两个平方项得到第二式。若 α, β

都为纯外积词，将前 p 个因子逐一移过后 q 个因子，共需 pq 次相邻交换，故得公式。一般齐
次元素是同一次数的纯外积词的有限线性组合，双线性展开给出同一公式。若其中一次数为
零，公式就是标量与元素交换。

定理 11.28 (外代数的泛性质). 若 A 是 R-代数，f : V → A 为 R-线性映射，且对每个 v ∈ V
都有 f(v)2 = 0，则 f 唯一延拓为 R-代数同态

∧
V → A。

证明. 由张量代数的自由性质，f 唯一延拓为 T (V ) → A。该同态消去每个 v ⊗ v，故其核包
含它们生成的双边理想 K；因而下降为所需代数同态。外代数由 V 及标量生成，故延拓唯
一。
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11.10 外幂的基、诱导映射与行列式

这里仍允许系数环 R 有零因子。行列式的排列求和公式只用加法、乘法和符号，所以下
面的多重线性与交替性论证在任意交换环上都成立，不需要除法。域上“行列式非零则矩阵可
逆”的判别却不能直接搬过来：例如整数矩阵 (2) 的行列式非零，但乘 2 的映射 Z→ Z 取不
到 1，所以没有整数矩阵作为它的逆。

定理 11.29 (有限自由模的外幂基). 若 V 的基为 e1, . . . , en，则对 0 ≤ k ≤ n，
∧k V 的基为

ei1 ∧ · · · ∧ eik , 1 ≤ i1 < · · · < ik ≤ n.

k = 0 时这指由 1 组成的基。因而其秩为
(
n
k

)
；k > n 时

∧k V = 0。

证明. k = 0由定义成立。对 k ≥ 1，先将任意输入按基展开，再通过相邻交换排列各指标。含
重复指标的外积为零，其余项成为严格递增的词乘以符号。这些词因而张成；k > n 时所有词
都重复，故整个模为零。

还须证明张成词之间没有新的关系。对严格递增指标组 I = (i1, . . . , ik)，令 εi 为第 i 个
坐标函数，定义

bI(v1, . . . , vk) =
∑
σ∈Sk

sgn(σ)
k∏

j=1

εiσ(j)
(vj).

这里 Sk 是 k 个字母的置换群，sgn(σ) 为其符号。这是坐标矩阵的行列式公式，且对每个变量
线性。若第 a, b 个输入相等，将每个排列 σ 与 σ ◦ (a b) 配对；两项乘积相等、符号相反，所
以总和为零。这在任意交换环中成立，不需要除以 2。

由外幂泛性质，bI 给出线性泛函
∧k V → R。在递增基词 ej1 ∧ · · · ∧ ejk 上，若 I 6= J，

则所取坐标矩阵有零列，函数值为零；若 I = J，矩阵为单位矩阵，函数值为 1。对任何基词
的线性关系逐个施加 bI，所有系数都必须为零，故基词线性无关。

命题 11.30 (线性映射诱导外幂映射). 每个线性映射 f : V →W 唯一诱导线性映射

k∧
f :

k∧
V →

k∧
W, v1 ∧ · · · ∧ vk 7−→ f(v1) ∧ · · · ∧ f(vk).

对 k = 0 取
∧0 f = idR。这些映射保持复合与恒等映射。

证明. 所给输入组到右侧的映射为交替 k-线性映射，所以由外幂的泛性质延拓。若 g :W → U，
则
∧k(gf) 与 (

∧k g)(
∧k f) 在所有纯外积上相同，故相等；恒等映射的情形也逐个固定纯外

积。k = 0 时结论来自恒等映射的复合。

定理 11.31 (最高外幂与行列式). 设 V 为秩 n ≥ 1 的自由模，f : V → V 在基 e1, . . . , en 中
的矩阵为 A = (aij)。则

(

n∧
f)(e1 ∧ · · · ∧ en) = (detA)(e1 ∧ · · · ∧ en).

这个标量与所选基无关。

证明. 展开 f(e1) ∧ · · · ∧ f(en)，含重复指标的项消失，剩余项由排列索引。把每个外积按标
准顺序排列得到 ∑

σ∈Sn

sgn(σ)aσ(1),1 · · · aσ(n),n (e1 ∧ · · · ∧ en),
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其系数正是行列式。
∧n V 为秩一自由模，因此这说明

∧n f 在整个模上就是乘 detA。换另一
组基后，得到另一个基元 ω′ = uω，其中 u ∈ R 为单位：两个基元互相表示的系数乘积为 1。
于是

∧n f(ω′) = u detAω = detAω′，故作用标量不变。

由保持复合的性质立即得到 det(gf) = det g det f：两边都是最高外幂上同一个复合映射
的作用标量。这给出了行列式乘法公式的结构性证明。

例 11.32 (平面中的有向面积). 取 V = R2，标准基为 e1, e2。若 v = ae1+ be2、w = ce1+de2，
则

v ∧ w = (ad− bc)e1 ∧ e2.

这个系数是两向量所张平行四边形的有向面积：当 v 位于水平轴时，它等于带符号的底乘高；
一般情况下可用一个保向正交变换将 v 转到水平轴，正交变换的行列式为 1，故系数保持。若
v = 0，两种描述都为零。交换 v, w 改变取向，面积符号随之改变。

e1

e2

v = (2, 1)

w = (1, 2)
3

0

图 11.1: 以 v, w 为边的平行四边形；v ∧ w = 3e1 ∧ e2。

11.11 对称代数与多项式

交替关系消去重复输入，而对称关系只要求输入交换后相等。令 J 为 T (V ) 中所有 u ⊗
v − v ⊗ u 生成的双边理想，定义对称代数

Sym(V ) = T (V )/J.

它由 V 的像及标量生成，且这些生成元彼此交换，故整个代数交换。J 由齐次的二次元素生
成，因此每个元素均为有限个齐次元素之和，并且各齐次分量仍在 J 中：把左右相乘的因子
按次数展开即可。于是令 Jk = J ∩ V ⊗k，有 J =

⊕
k Jk，从而

Sym(V ) =
⊕
k≥0

Symk(V ), Symk(V ) = V ⊗k/Jk.

同构的单射与满射可按外代数的逐次数论证核对。乘法仍为连接词再取商，记作通常的乘法
符号。

命题 11.33 (对称代数的泛性质). 每个从 V 到交换 R-代数 A 的 R-线性映射唯一延拓为
R-代数同态 Sym(V )→ A。

证明. 先由张量代数的自由性质延拓到 T (V )；由于 A 交换，每个 u⊗ v− v⊗u 都映为零，故
映射下降。唯一性由生成元的取值确定。
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定理 11.34 (有限自由模的对称代数). 若 V 的基为 e1, . . . , en，则 ei 7→ xi 给出代数同构

Sym(V ) ∼= R[x1, . . . , xn].

对 n ≥ 1，Symk(V ) 的基为 ea11 · · · eann ，其中 ai ≥ 0 且
∑

i ai = k，故秩为
(
n+k−1

k

)
。

证明. 多元多项式环可逐次构造为 (R[x1, . . . , xn−1])[xn]，从 R[x1] 开始。对变量数归纳，由
一元多项式系数的唯一性得到每个元素唯一写为有限和

∑
a rax

a1
1 · · ·xann 。因此这些单项式为

模基。对交换 R-代数 A，逐次代入可知：任意指定 xi 的像，均唯一确定一个代数同态到 A。

将 ei 送到 xi，先由基确定线性映射，再用对称代数泛性质得到 Sym(V )→ R[x1, . . . , xn]。
反向用多项式的代入性质，将 xi 送到 ei 的商类。两复合固定所有生成元和标量，故为恒等。
此同构把长度为 k 的词送到总次数为 k 的单项式，所以逐次数也为同构，基的结论由单项式
表示的唯一性得到。

为了计数，把指数向量 (a1, . . . , an) 对应于一行 k 个圆点与 n− 1 条分隔线：第 i 组含 ai

个圆点，允许相邻分隔线和空组。反过来，每种排列唯一恢复各 ai。在 k+ n− 1 个位置中选
取 n− 1 个分隔线的位置，故数目为

(
k+n−1
n−1

)
=
(
k+n−1

k

)
。

若 n = 0，则 V = 0，正次数的张量幂全为零，所以 Sym(0) = R；零次分量为 R，正次
数分量为零。

例 11.35 (同一个自由模上的三种乘积). 当 V = Re1 ⊕ Re2 时，T 2(V ) 的基为四个有序词
ei ⊗ ej；这里 T 2(V ) 表示张量代数的二次分量 V ⊗2。Sym2(V ) 的基为 e21, e1e2, e

2
2，因为交换

关系识别两种次序。
∧2 V 的基只有 e1 ∧ e2，因为重复输入为零，而另一种次序等于它的负值。

这些基分别由前面的张量基、对称幂基和外幂基定理保证独立，因而所列关系没有再消去其
他元素。

11.12 分次交换与张量乘法的符号

定义 11.36 (分次交换). 分次代数 A 称为分次交换代数，若对 a ∈ Ap, b ∈ Aq 均有 ab =

(−1)pqba。因此外代数是分次交换代数。对称代数具有通常的交换乘法，但以生成元为一次元
的分次一般不满足这个符号规则。

例如在 Z[x] 中，x 的次数为 1，分次交换会要求 x2 = −x2；但 2x2 6= 0。因此“交换的
分次代数”和“分次交换代数”是两个不同条件。

设 A,B 为分次代数。借助直和公式，把 A⊗RB 的第 n次分量定义为
⊕

p+q=nA
p⊗RB

q。
对齐次元素定义

(a⊗ b)(a′ ⊗ b′) = (−1)|b||a′|(aa′ ⊗ bb′).

这个符号来自把 b 移过 a′。在每组固定次数上，右侧对四个输入分别线性；先延拓到相应张
量积，再对次数求有限和，故得到良定义的双线性乘法。

命题 11.37 (分次张量积代数). 上述乘法使 A⊗RB 成为分次代数，单位为 1A⊗ 1B。若 A,B

都分次交换，则此代数也分次交换。

证明. 设 |a| = p, |b| = q, |a′| = r, |b′| = s, |a′′| = t。三个纯张量按左结合相乘时，符号指数为
qr + (q + s)t；按右结合时为 st+ q(r+ t)。两者相等，结合律由 A,B 的结合律得到。单位次
数为零，代入公式得到单位律；次数相加也直接成立。一般情形由展开成齐次纯张量的有限和
得到。
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若两个因子分次交换，将 aa′、bb′ 分别调换得到总符号 (−1)qr+pr+qs。反向乘积本身带符
号 (−1)sp，而两张量次数分别为 p+ q, r + s。因为

(p+ q)(r + s) + sp ≡ pr + qr + qs (mod 2),

故原乘积等于反向乘积的 (−1)(p+q)(r+s) 倍，证明分次交换律。

文献：张量积的构造、基本同构与扩张标量参见 [14] 第 3–6 节；交替映射、外幂、诱导映射、
行列式和外代数参见 [16] 第 2–6、8、10 节。综合教材参见 [8, 9]。



12 域扩张与 Galois 理论

12.1 域中的标量与特征

在 Q 上，方程 t2 − 2 = 0 没有解；在 R 中加入它的一个根以后，便得到一个含有 Q 的
新域。这里不仅多了一个数：它的和、积、负数、逆元也必须同时存在。域扩张研究这些运算
共同产生的结构。

本章用 F,E,K,L 表示域，t 表示多项式的不定元。域同态均保持单位元。若 σ : F → E

是域同态，则它必单射。事实上，若 a 6= 0 且 σ(a) = 0，则

1 = σ(1) = σ(aa−1) = σ(a)σ(a−1) = 0,

矛盾。域之间的单同态也称为嵌入。

定义 12.1 (特征与素子域). 对域 F，令 η : Z → F 为 n 7→ n1F，负整数的像由加法逆元定
义。若 ker η = 0，定义 charF = 0；若 ker η = pZ 且 p > 0，定义 charF = p。F 中包含 1F

的最小子域称为素子域。

η是环同态：加法由重复相加的结合律得到，乘法由分配律得到；负号关系 η(−n) = −η(n)
将等式延伸到全部整数。若核非零，其正生成元 p 必为素数。否则 p = ab，1 < a, b < p，则

0 = η(p) = η(a)η(b), η(a) 6= 0, η(b) 6= 0,

与域无零因子矛盾。此时 η(Z) ∼= Z/pZ = Fp 已是域；每个含 1F 的子域都含这些整数倍，所
以素子域正是 Fp 的此副本。

特征为零时，定义

Q→ F,
a

b
7→ η(a)η(b)−1 (b 6= 0).

若 a/b = c/d，则 ad = bc，所以 η(a)η(d) = η(b)η(c)；乘以 η(b)−1η(d)−1 后，两种像相同。由
通分公式验证加法与乘法，此映射是保持单位的域同态，因而单射。每个子域必须含 η(a) 以
及非零 η(b) 的逆，所以素子域同构于 Q。

命题 12.2 (Frobenius 映射). 若 charF = p > 0，映射 ϕ : F → F，a 7→ ap 是单射域同态，
称为 Frobenius 映射。

证明. 对 1 ≤ j ≤ p− 1，二项系数满足

j

(
p

j

)
= p

(
p− 1

j − 1

)
.

因 p ∤ j，Euclid 引理给出 p |
(
p
j

)
。在 F 中这些系数为零，故

(a+ b)p = ap + bp, (ab)p = apbp, 1p = 1.

因此它是域同态，单射性由上面的域同态判别得到。若 F 有限，集合上的单射也是满射，所
以此时 ϕ 是自同构。迭代还给出 (a+ b)p

r
= ap

r
+ bp

r。

146
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12.2 扩张次数与生成子域

定义 12.3 (域扩张与次数). 若 F ⊆ E 是共享单位元的子域包含关系，称 E/F 为域扩张。E
的加法与 F 的数乘使它成为 F -向量空间，记

[E : F ] = dimF E.

维数有限时称为有限扩张。若域同态 E → E′ 在 F 上等于恒等映射，称为 F -嵌入；双射的
F -嵌入称为 F -同构。

例如 C/R 有基 (1, i)，所以 [C : R] = 2。Q(i)/Q 也有基 (1, i)。这两个二维向量空间使用
的标量域不同。

定理 12.4 (塔式次数公式). 设 F ⊆ K ⊆ E。E/F 有限当且仅当 K/F 和 E/K 都有限；此时

[E : F ] = [E : K][K : F ].

证明. 先设 u1, . . . , um 为 K/F 的基，v1, . . . , vn 为 E/K 的基。对任意 x ∈ E，依次展开

x =
∑
j

bjvj , bj =
∑
i

aijui, x =
∑
i,j

aijuivj (aij ∈ F ).

故全部 uivj 张成 E。若
∑

i,j cijuivj = 0，则

∑
j

(∑
i

cijui

)
vj = 0 =⇒

∑
i

cijui = 0 对每个j =⇒ cij = 0.

第一个推论使用 vj 的 K-线性无关性，第二个使用 ui 的 F -线性无关性。故有 mn 个基向量，
得到乘法公式。

反过来，若 E 由 N 个元素在 F 上张成，同一批元素也在 K 上张成，所以 E/K 有限。
又 K 是 E 的 F -子空间，故 K/F 有限。已证公式因而适用。

定义 12.5 (生成子环与生成子域). 设 S ⊆ E。所有含 F ∪ S 的子环的交记为 F [S]，所有含
F∪S的子域的交记为 F (S)。当 S = {α1, . . . , αr}时，分别写成 F [α1, . . . , αr]和 F (α1, . . . , αr)。
由一个元素生成的域扩张称为简单扩张。

这两族子集都可在 E 的幂集内取出，并且都以 E 本身为一个成员，所以参与相交的族
非空。若 x, y 属于交集，则在每个参与对象中都有 x− y, xy；子域情形还在 x 6= 0 时含 x−1。
各参与对象也都含 0, 1，因此交集确实为子环或子域，且按包含关系最小。

F [S] 正好由有限多项式表达式构成：有限和的差仍为有限和，两个有限和相乘由分配律
仍给出有限和，所以这些表达式形成含 F, S 的子环；任何含 F, S 的子环都必须含这些表达
式。两种包含给出相等。进一步，

F (S) =
{a
b
: a, b ∈ F [S], b 6= 0

}
⊆ E.

右侧按 a/b− c/d = (ad− bc)/(bd)、(a/b)(c/d) = ac/(bd)及 (a/b)−1 = b/a封闭，是一个子域；
所有含 F, S 的子域都含这些商，所以再次由最小性得到等号。F [α] 允许多项式表达式，F (α)
同时允许这些表达式的非零分母。
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命题 12.6 (有限维子环中的逆元). 若 F ⊆ E，且中间子环 A 含 F、在 F 上有限维，则 A 是
域。

证明. 取 0 6= a ∈ A。映射 La : A→ A，x 7→ ax，满足

La(x+ y) = La(x) + La(y), La(cx) = cLa(x) (c ∈ F ).

若 La(x) = 0，E 无零因子给出 x = 0，所以它单射。有限维下单射蕴含满射，存在 b ∈ A 使
La(b) = 1，即 ab = 1。因此每个非零元素在 A 内有逆。

12.2.1 用形式分数构造分式域

前面的生成子域是在已有的大域内部取商。一个尚未置于任何域中的整环，也可以直接
构造出分母。以下设 A 是交换整环，令

P = {(a, b) : a, b ∈ A, b 6= 0}, (a, b) ∼ (c, d) ⇐⇒ ad = bc.

这是等价关系：自反、对称性来自等式；若 ad = bc 且 cf = de，则

adf = bcf = bde, d(af − be) = 0.

因 d 6= 0，消去得到 af = be，即传递性。将 (a, b) 的类写成 a/b，类的集合记为 Frac(A)。

命题 12.7 (分式域及其运算). 定义

a

b
+
c

d
=
ad+ bc

bd
,

a

b

c

d
=
ac

bd
.

这使 Frac(A) 成为一个域，且 a 7→ a/1 给出 A 到其中的单射环同态。

证明. 先验证代表元无关性。设 ab′ = a′b、cd′ = c′d。分母乘积非零，由上述两个等式有

(ad+ bc)b′d′ = ab′dd′ + bb′cd′ = a′bdd′ + bb′c′d

= (a′d′ + b′c′)bd,

(ac)b′d′ = (ab′)(cd′) = (a′b)(c′d) = (a′c′)bd.

所以加法和乘法的等价类都不依赖代表元。

各条域公理由通分计算。对于 x = a/b，y = c/d，z = e/f，

(x+ y) + z =
adf + bcf + bde

bdf
= x+ (y + z),

(xy)z =
ace

bdf
= x(yz),

x+ y =
ad+ bc

bd
= y + x, xy =

ac

bd
= yx.

这里交换律等式用 A 的交换律将两个分子及分母重排。0 = 0/1、1 = 1/1 满足

x+ 0 =
a

b
= x, x · 1 = x, x+

−a
b

=
0

b2
= 0.

分配律的两端分别为

x(y + z) =
a(cf + de)

bdf
, xy + xz =

acbf + abde

b2df
.
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右端的分子分母共同约去非零 b 后恰为左端；按等价关系，这两个分数相同。故得到交换有
单位环。

等价关系说明 a/b = 0/1 当且仅当 a = 0。若 a/b 6= 0，则 a 6= 0，b/a 有定义且

a

b

b

a
=
ab

ba
= 1.

又 0/1 6= 1/1，所以这是域。最后 a 7→ a/1 保持加法、乘法与单位；若 a/1 = c/1，则 a = c，
故单射。

若 A 已嵌入一个域 E，映射 a/b 7→ ab−1 ∈ E 良定义：ad = bc 在 E 中乘以 b−1d−1 后
给出同一个值。反之，值相同也蕴含交叉乘积相同，所以它单射，并将上述加法、乘法送到 E

的运算。因此抽象分式域与先前在 E 内取商的构造一致。

特别地，对多项式环 F [u]，定义有理函数域 F (u) = Frac(F [u])；其中 u 是不定元。F [u]
嵌入此域，故不同多项式仍不同，u 在 F 上超越。后文的不可分扩张 Fp(u)/Fp(u

p) 使用这一
构造。

12.3 代数元与最小多项式

定义 12.8 (代数与超越). 若 α ∈ E 满足某个非零 f ∈ F [t] 的等式 f(α) = 0，称 α 在 F 上代
数；否则称为超越元。若 E 每个元素都在 F 上代数，称 E/F 为代数扩张。

代入映射 evα : F [t]→ E 是环同态。有限和的展开给出

(f + g)(α) = f(α) + g(α), (fg)(α) =
∑
i,j

aibjα
i+j = f(α)g(α).

它在常数上是恒等映射，像为 F [α]。若 α 超越，核为零；若 α 代数，核是非零理想。

定理 12.9 (最小多项式与幂基). 设 α 在 F 上代数。存在唯一首一多项式 mα,F 生成 ker evα。
它不可约，并且

f(α) = 0 ⇐⇒ mα,F | f, F (α) = F [α] ∼= F [t]/(mα,F ).

若 d = degmα,F，则 (1, α, . . . , αd−1) 是 F (α)/F 的基，故 [F (α) : F ] = d。

证明. F [t] 是 PID，故非零核为 (m)。将任意生成元除以其非零首系数，可令其首一。若首一
m,m′ 生成同一个理想，则 m = um′，其中 u 是多项式环的单位，即非零常数。比较首系数
得 u = 1，故 m = m′。

假设 m = gh 且 g, h 均为正次数，则

0 = m(α) = g(α)h(α).

E 无零因子，所以至少一项为零；于是 g ∈ (m) 或 h ∈ (m)。但非零的 m 的倍式次数至少为
degm，与 deg g, degh < degm 矛盾。因此 m 不可约。核等式立即给出零化判别。

第一同构定理给出 F [t]/(m) ∼= F [α]。还可直接求出商中的逆：若 0 6= [r] ∈ F [t]/(m)，取
deg r < d 的代表，则不可约性给出 (r,m) = (1)。选 u, v ∈ F [t] 使

ur + vm = 1, [u][r] = [1].
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所以商为域，F [α] 已是含 F, α 的子域，等于 F (α)。

带余除法 f = qm+r，deg r < d，给出 f(α) = r(α)，所以所列幂张成。若
∑d−1

i=0 ciα
i = 0，

则 r =
∑

i cit
i 被 m整除，次数限制迫使 r = 0，所以全部 ci = 0。这证明幂基及次数公式。

命题 12.10 (添入一个根的构造). 若 m ∈ F [t] 首一不可约，d = degm ≥ 1，则 F [t]/(m) 是
F 的一个扩张，次数为 d；其中 α = [t] 满足 m(α) = 0。

证明. 前一证明的 Bézout 计算直接说明此商为域。常数映射 F → F [t]/(m)，a 7→ [a]，单射：
若常数 a ∈ (m)，正次数的 m 不能整除非零常数，故 a = 0。据此将 F 与其像识别。对所有
f ∈ F [t]，f([t]) = [f(t)]，所以 m([t]) = 0；带余除法的同一基计算给出次数 d。

例 12.11 (三次扩张中的乘法与求逆). 取 α = 3
√
2 ∈ R。若 t3 − 2 在 Q[t] 中可约，三次因式

分解必有一个一次因子，因而有有理根 a/b，其中 a, b ∈ Z 互素、b > 0。等式 a3 = 2b3 迫使
b = 1：若素数 p | b，则 p | a3，继而 p | a，矛盾。随后 a3 = 2 也不可能，因为左端素因子 2

的指数为 3 的倍数，右端指数为 1。故 t3 − 2 不可约，Q(α) 的基为 (1, α, α2)。

用关系 α3 = 2，乘法化为

(a+ bα+ cα2)(u+ vα+ wα2) = (au+ 2bw + 2cv)

+ (av + bu+ 2cw)α+ (aw + bv + cu)α2.

例如 (1 + α)(1− α+ α2) = 1 + α3 = 3，所以

(1 + α)−1 =
1− α+ α2

3
.

在基 (1, α, α2) 下，乘以 a+ bα+ cα2 的矩阵为a 2c 2b

b a 2c

c b a

 .

求其逆元也等价于用这个矩阵解右端为 (1, 0, 0)t 的线性方程组。

命题 12.12 (有限生成与代数性). 扩张 E/F 有限，当且仅当 E = F (α1, . . . , αr)，其中每个
αi 在 F 上代数。代数扩张具有传递性：若 E/K 与 K/F 代数，则 E/F 代数。

证明. 若 [E : F ] = n，任取 α ∈ E，n+ 1 个向量 1, α, . . . , αn 相关；非零关系就是一个非零
零化多项式。故 E/F 代数。取有限基 u1, . . . , un，由线性张成知 F (u1, . . . , un) = E。

反之，令 K0 = F，Ki = F (α1, . . . , αi)。αi 在 F 上的非零零化多项式仍在 Ki−1[t] 中，
故其在 Ki−1 上也代数，[Ki : Ki−1] <∞。塔式公式给出 [E : F ] =

∏
i[Ki : Ki−1] <∞。

最后任取 x ∈ E，选其在 K 上的非零零化多项式
∑d

i=0 ait
i。有限多个系数 ai 均在 F

上代数，故 K0 = F (a0, . . . , ad) 在 F 上有限。x 在 K0 上代数，所以 K0(x)/K0 有限，进而
K0(x)/F 有限。刚证的第一部分说明 x 在 F 上代数。

12.4 嵌入由根的像决定

要比较两个添根的构造，需要确定：将系数域嵌入另一个域以后，新加入的根可以送到哪
里？
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若 σ : K → Ω 是域嵌入，对 f(t) =
∑

i ait
i ∈ K[t] 定义

σ∗f(t) =
∑
i

σ(ai)t
i ∈ σ(K)[t].

系数逐项作用给出一个环同构 K[t]→ σ(K)[t]；其逆由 σ−1 : σ(K)→ K 逐系数作用给出。因
此它保持次数、整除和不可约性。

定理 12.13 (简单代数扩张的嵌入). 设 α 在 K 上代数，最小多项式为 m = mα,K，并给定域
嵌入 σ : K → Ω。σ 到 K(α) 的延拓与 σ∗m 在 Ω 中的根一一对应。给定根 β 后，唯一延拓为

σ̃

(
d−1∑
i=0

aiα
i

)
=

d−1∑
i=0

σ(ai)β
i, d = degm.

证明. 若已有延拓，作用于 m(α) = 0 得

0 = σ̃(m(α)) = (σ∗m)(σ̃(α)),

所以像必为根。因为 K(α) = K[α]，同态在系数和 α 上的像决定全部元素的像，故至多有一
个这样的延拓。

反向取 (σ∗m)(β) = 0，定义 u : K[t]→ Ω 为

u(f) = (σ∗f)(β).

逐系数运算和代入给出 u(f + g) = u(f)+u(g)、u(fg) = u(f)u(g)、u(1) = 1。若 f − g = mh，
则

u(f)− u(g) = (σ∗m)(β)(σ∗h)(β) = 0.

所以 u下降为 K[t]/(m)→ Ω的保持单位元的环同态；它从域出发，故单射。通过 K[t]/(m) ∼=
K(α) 即得延拓，并得到所写公式。不同的根给出不同的 α 的像，从而得到一一对应。

推论 12.14 (嵌入的数目上界). 若 E/F 有限，σ : F → Ω 是域嵌入，则将 σ 延拓到 E 的嵌
入数目至多为 [E : F ]。

证明. 写 E = F (α1, . . . , αr)，令 Ki = F (α1, . . . , αi)，K0 = F，di = [Ki : Ki−1]。固定一个已
定义在 Ki−1 上的嵌入，其延拓数目等于某个 di 次多项式在 Ω 中不同根的数目，故至多 di。
每个最终嵌入唯一确定它在各层上的限制，因而不同的逐层选择不会重复计算最终嵌入。于
是总数至多

r∏
i=1

di = [E : F ].

若某一步没有根，延拓数为零，仍符合上界。

12.5 分裂域的构造、延拓与唯一性

定义 12.15 (分裂域). 对非常数多项式 f ∈ F [t]，若扩张 E/F 使

f(t) = c

d∏
i=1

(t− αi) (c ∈ F×, αi ∈ E),

称 f 在 E 中分裂。若 E = F (α1, . . . , αd)，称其为 f 的分裂域。根可按重数重复列出。



12 域扩张与 Galois 理论 152

定理 12.16 (分裂域的存在). 每个非常数 f ∈ F [t] 都有有限分裂域 E，且 [E : F ] ≤ (deg f)!。

证明. 对 d = deg f 归纳。d = 1 时 F 本身即为分裂域。设 d > 1。选 f 的一个首一不可约因
子 g，用命题 12.10 构造 F1 = F (α)，其中 g(α) = 0。由于 g | f，也有 f(α) = 0，因子定理
（命题 8.26）给出

f = (t− α)f1, f1 ∈ F1[t], deg f1 = d− 1.

归纳假设给出 f1 在 F1 上的有限分裂域 E。它由 α 与 f1 的全部根在 F 上生成，故也是 f 的
分裂域。并且

[E : F ] = [E : F1][F1 : F ] ≤ (d− 1)! deg g ≤ d!.

每一步次数下降，故构造在有限次以后结束。

引理 12.17 (根生成扩张的嵌入延拓). 设 E = F (α1, . . . , αr)，每个 αi 是 f ∈ F [t] 的根。给
定 σ : F → Ω，并假设 σ∗f 在 Ω 中分裂，则 σ 至少有一个到 E 的延拓。若 σ∗f 的根均无重
复，延拓数恰为 [E : F ]。

证明. 令 Ki = F (α1, . . . , αi)。设已有 σi−1 : Ki−1 → Ω，并记 mi = mαi,Ki−1。因为 f(αi) = 0，
有 mi | f；作用于系数得

(σi−1)∗mi | σ∗f 于Ω[t].

在多项式环的唯一分解中，一个分裂多项式的因子也是一次因子的乘积，因此 (σi−1)∗mi 在 Ω

中分裂。它次数至少为一，所以有根，根像定理给出下一步延拓。

若 σ∗f 无重复根，则它的每个因子也无重复根，因此这一步恰有 degmi = [Ki : Ki−1] 种
根像。不同延拓的限制或新根像至少有一个不同，故互不相同。沿有限塔相乘，最终数目为∏

i

[Ki : Ki−1] = [E : F ].

定理 12.18 (分裂域唯一性). 同一个 f ∈ F [t] 的任意两个分裂域在 F 上同构。更一般地，若
E 是 f 的分裂域，σ : F → F ′ 是域同构，E′ 是 σ∗f 的分裂域，则 σ 可延拓为同构 E → E′。

证明. 上一个引理给出嵌入 σ̃ : E → E′。它将 f 的不同根送到 σ∗f 的不同根，且把等式
f = c

∏
i(t− αi) 送成

σ∗f = σ(c)
∏
i

(t− σ̃(αi)).

所以右边已经列出 σ∗f 的全部根。σ̃(E) 是含 F ′ 及这些根的子域，而 E′ 由它们生成，故
E′ ⊆ σ̃(E)。反向包含由映射的陪域得到，因此嵌入满射，为同构。取 F ′ = F、σ = idF 得第
一项结论。

12.6 形式导数与可分性

定义 12.19 (形式导数与可分多项式). 对 f(t) =
∑d

i=0 ait
i ∈ F [t]，定义 f ′(t) =

∑d
i=1 iait

i−1。
非零多项式若在分裂域中的全部根均无重复，称为可分多项式；非零常数也按此定义视为可
分。
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形式导数由有限和定义，不需要极限。对单项式有

(ti+j)′ = (i+ j)ti+j−1 = (ti)′tj + ti(tj)′,

逐项乘开有限和，得到 (fg)′ = f ′g + fg′；加法与数乘性质也逐系数成立。

引理 12.20 (重复根与最大公因式). f 在任意分裂域中无重复根，当且仅当 gcd(f, f ′) = 1 于
F [t]。因此可分性不依赖分裂域的选择。

证明. 在分裂域 E 中写 f = (t− α)mh，m ≥ 1，h(α) 6= 0。乘法法则给出

f ′ = m(t− α)m−1h+ (t− α)mh′.

若 m = 1，f ′(α) = h(α) 6= 0；若 m ≥ 2，则 f ′(α) = 0。故重复根等价于 f, f ′ 的公共根。

若在 F [t] 中 uf + vf ′ = 1，该等式也在 E[t] 中成立，故不可能有公共根。反向，设首一
d = gcd(f, f ′) 非常数。因为 d | f 且 f 在 E 中分裂，d 也在 E 中分裂；取其一个根，即为
f, f ′ 的公共根。这证明两个方向。

对扩张 K/F，若 f 在 F 上可分，Bézout 等式 uf + vf ′ = 1 在 K[t] 中仍成立，所以它在
扩大系数域后依然可分。类似地，若 d = gcd(f, g) 在 F [t] 中首一，则 d | f, g 且 d = uf + vg，
这些关系在 K[t] 中仍成立；任何新的公因式仍整除 d，因此首一最大公因式不变。

命题 12.21 (不可约多项式的可分判别). 设 f ∈ F [t] 不可约。在特征零时 f 可分。在特征
p > 0 时，f 不可分当且仅当 f ′ = 0，也当且仅当 f(t) = g(tp) 对某个 g ∈ F [t] 成立。

证明. 不可约性说明 gcd(f, f ′) 非单位当且仅当 f | f ′；由于 deg f ′ < deg f（若 f ′ 6= 0），这
等价于 f ′ = 0。特征零时，若 f =

∑
i ait

i 的次数为 d ≥ 1，则 dad 6= 0，故 f ′ 6= 0。

特征 p 时，f ′ = 0 等价于 iai = 0 对每个 i ≥ 1 成立。若 p ∤ i，i1F 6= 0 在域中可逆，故必
须 ai = 0；若 p | i，该项导数为零。因此非零项仅能出现在 p的倍数次幂，恰好写成 g(tp)。

定义 12.22 (完美域). 若域 F 上的每个不可约多项式都可分，称 F 为完美域。

特征零的域完美。特征 p 中，若 Frobenius 满射，取 f(t) = g(tp) =
∑

i ait
pi，对每个系

数选 bpi = ai，得到

f(t) =

(∑
i

bit
i

)p

.

若 g 非常数，右端为非单位的 p 次幂，故 f 可约。结合前一判别，这证明 Frobenius 满射的
域完美；有限域的 Frobenius 满射，因而有限域完美。

例 12.23 (一项不可分扩张). 令 u 为不定元，在有理函数域 E = Fp(u) 内取 F = Fp(u
p)。元

素 1, u, . . . , up−1 在 F 上无关。事实上，若

p−1∑
i=0

ri(u
p)ui = 0,

清去有限多个非零多项式分母后，得
∑

i ai(u
p)ui = 0。第 i 项所有幂的次数均模 p 余 i，不同

项的次数不重合，所以多项式各系数为零，全部 ai = 0，继而 ri = 0。
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又 u 满足 tp−up ∈ F [t]，故最小多项式次数至多为 p。已证无关性迫使次数至少为 p，于
是

mu,F (t) = tp − up = (t− u)p 于E[t], [E : F ] = p.

它只有一个不同的根。任意 F -自同构必须将 u送到该根，故只能固定 u，即 Aut(E/F ) = {id}。
扩张次数是 p，自同构数却为 1。

12.7 有限自同构群的固定域

定义 12.24 (自同构群与固定域). 对扩张 E/F，记 Aut(E/F ) 为固定 F 的域自同构所成的
群。域 E 的全体自同构所成的群记为 Aut(E)。若 G 是它的子群，定义

EG = {x ∈ E : σ(x) = x 对所有σ ∈ G}.

称为 G 的固定域。

自同构的复合仍保持两种运算；双射同态的逆保持两种运算，所以这里确实为群。若 x, y ∈
EG，则

σ(x− y) = x− y, σ(xy) = xy, σ(x−1) = σ(x)−1 = x−1 (x 6= 0).

故固定域确为子域。G 越大，要求固定的等式越多，这正是后来包含关系反转的原因。

例 12.25 (变换以后仍留在原处的数). 在 E = Q(
√
2) 中，每个元素唯一写为 a+ b

√
2，其中

a, b ∈ Q。规则
σ(a+ b

√
2) = a− b

√
2

保持加法与乘法：把两个这样的表达式展开即可检查，而乘法展开中使用的关系 (
√
2)2 = 2在

换号后仍成立。又 σ2 = id，故 σ 是自同构。任何固定 Q 的自同构都把
√
2 送到 t2 − 2 的根，

只能是
√
2 或 −

√
2，所以 Aut(E/Q) = {id, σ}。

若一个元素被 σ 固定，则 a+b
√
2 = a−b

√
2，得到 2b

√
2 = 0，故 b = 0。因此 E{id,σ} = Q，

而 E{id} = E。这个例子同时展示了自同构群、固定域，以及“要求越多自同构固定，留下的
域越小”。下面的 Artin 定理把例子中的次数 2 与自同构数 2 相等推广到任意有限自同构群。

引理 12.26 (Artin 的维数上界). 设 G ≤ Aut(E) 是有限群，F = EG，则 [E : F ] ≤ |G|。

证明. 记 |G| = m，并列出 σ1 = id, σ2, . . . , σm。任取 n > m 个元素 x1, . . . , xn ∈ E，在域 E

上考虑齐次方程组
n∑

j=1

σi(xj)cj = 0 (1 ≤ i ≤ m).

m 个方程、n 个未知量的系数矩阵秩至多为 m < n，所以核非零。在所有非零解中，取非零
坐标数最少的一个，重排 xj 使 c1 6= 0，并将解乘以 c−11 ，使 c1 = 1。

对 τ ∈ G，应用 τ 得 ∑
j

(τσi)(xj)τ(cj) = 0.

左乘 τ 置换 G 的全部元素，所以这些正是原方程组中各行的重排。因此 τ(c) = (τ(cj)) 也是
原方程组的解。若某个 cj /∈ F，选 τ 使 τ(cj) 6= cj。解 τ(c)− c非零，但第一坐标为 1−1 = 0，
而原来为零的坐标仍为零，故非零坐标数更少，矛盾。
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因此所有 cj ∈ F。取 σ1 = id 的一行，得∑
j

xjcj = 0, c1 = 1,

这是一个非平凡 F -线性关系。故任意 m+ 1 个元素都相关，dimF E ≤ m。

定理 12.27 (Artin 固定域定理). 若有限群 G ≤ Aut(E)，则

[E : EG] = |G|, Aut(E/EG) = G.

而且对每个 x ∈ E，x 在 EG 上的最小多项式为

mx,EG(t) =
∏
y∈Gx

(t− y), Gx = {σ(x) : σ ∈ G},

其中轨道元素只列一次。

证明. 令 F = EG，H = Aut(E/F )。前引理使 E/F 有限，而推论 12.14 给出 |H| ≤ [E : F ]。
又 G ⊆ H，故

|G| ≤ |H| ≤ [E : F ] ≤ |G|.

全部不等式为等号，且有限群的包含 G ⊆ H 与相同阶数给出 G = H。

固定 x ∈ E，记 g(t) =
∏

y∈Gx(t− y)。任意 τ ∈ G 置换轨道，所以

τ∗g(t) =
∏
y∈Gx

(t− τ(y)) = g(t).

比较系数说明全部系数在 F 中。因 g(x) = 0，m = mx,F 整除 g。另一方面，m 系数被每个
σ 固定，故

m(σx) = σ(m(x)) = 0.

轨道中各元素不同，所以对应一次因子两两互素，因子定理给出 g | m 于 E[t]。于是首一的
g,m 次数相同且互相整除，故 m = g。特别地，此最小多项式在 E 中分裂且无重复根。

注 12.28 (从线性方程中找回固定的系数). Milne 在 [15] 定理 3.4 中，用自同构群写出上述方
程组，再在非零解中取支撑最小者。决定性步骤是把 c1 归一化为 1：这样 τ(c)− c 必少一个
非零坐标。系数属于固定域由这个最小性推出，因此原来在大域 E 上解出的方程，最终给出
小域 EG 上的线性关系。

12.8 正规性、可分性与 Galois 扩张

定义 12.29 (正规、可分与 Galois). 代数扩张 E/F 称为正规扩张，若每个在 E 中有根的 F [t]

不可约多项式都在 E 中分裂；称为可分扩张，若每个 x ∈ E 的最小多项式 mx,F 都可分。有
限、正规且可分的扩张称为有限 Galois 扩张，其自同构群记为 Gal(E/F )。

不可约多项式若有根 x ∈ E，其首一化就是 mx,F，因为最小多项式整除它；所以正规性
也等价于每个 mx,F 都在 E 中分裂。

定理 12.30 (有限 Galois 扩张的三个刻画). 对扩张 E/F，以下条件等价：
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1. E/F 有限、正规且可分；

2. E 是某个可分非常数多项式 f ∈ F [t] 的分裂域；

3. 存在有限群 G ≤ Aut(E)，使 F = EG。

此时 |Gal(E/F )| = [E : F ]，且 EGal(E/F ) = F。

证明. 先由第一项推出第二项。有限扩张有有限个生成元 α1, . . . , αr。取它们在 F 上的不同首
一最小多项式之积 f。每项可分且两两不同、不可约；不同因子互素，故无公共根，所以 f 可
分。正规性使每项在 E 中分裂，而这些根含所有生成元，因此 E 是 f 的分裂域。若 E = F，
直接取 f = t。

再假设第二项，记 G = Aut(E/F )。根生成扩张引理给出 [E : F ] 个 F -嵌入 E → E；由
于有限维 F -线性单射是满射，这些嵌入都是自同构，所以

|G| = [E : F ].

令 K = EG，则 F ⊆ K ⊆ E。Artin 定理给出 [E : K] = |G|；塔式公式因而给出

[E : F ] = [E : K][K : F ] = |G|[K : F ], [K : F ] = 1.

故 K = F，得到第三项。

最后由第三项推出第一项。Artin 定理保证 E/F 有限，并把任意 x ∈ E 的最小多项式写
成不同轨道元素对应的一次因子之积。因此所有这些最小多项式在 E 中分裂且可分，扩张正
规、可分。次数和固定域的附加结论也已经在证明中得到。

推论 12.31 (生成可分元得到可分扩张). 若 E = F (α1, . . . , αr)，每个 αi 在 F 上代数且可分，
则 E/F 可分，并包含于某个有限 Galois 扩张 L/F。若 L/F 有限 Galois 且 F ⊆ K ⊆ L，则
L/K 也有限 Galois。

证明. 取 αi 的不同最小多项式之积 f。由前一定理证明中的因子计算，f 可分。在已给定的
E 上添入 f 的余下根，得到 L；它是 f 在 F 上的分裂域，所以 L/F Galois。L 的每个元素
在 F 上可分，故其子域 E 的每个元素也可分。

对于第二项，取 L/F 的一个可分分裂多项式 f ∈ F [t]。Bézout 判别表明它在 K[t] 中仍
可分；又 L = F (全部根) 给出

F (全部根) ⊆ K(全部根) ⊆ L,

所以 L = K(全部根)。它是 f 在 K 上的分裂域，仍为 Galois。

12.9 Galois 对应与正规子群

定理 12.32 (有限 Galois 基本定理). 设 E/F 为有限 Galois 扩张，G = Gal(E/F )。对应

H 7−→ EH , K 7−→ Gal(E/K)

在 G 的子群与中间域 F ⊆ K ⊆ E 之间互逆，且反转包含关系。若 H ≤ G，则

[E : EH ] = |H|, [EH : F ] = [G : H].

若 K = EH，则 K/F 正规当且仅当 H 在 G 中正规；此时 K/F Galois，限制映射给出

Gal(K/F ) ∼= G/H.
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证明. 对 H ≤ G，Artin 定理直接给出

Gal(E/EH) = H.

对中间域 K，前一推论保证 E/K Galois，再由固定域刻画得

EGal(E/K) = K.

因此两个对应互逆。若 H1 ⊆ H2，每个被 H2 固定的元素也被 H1 固定，故 EH2 ⊆ EH1；反
向包含关系对自同构群的定义同样成立。次数公式由 Artin 定理及塔式公式得到：

[EH : F ] =
[E : F ]

[E : EH ]
=
|G|
|H|

.

接着对 σ ∈ G 计算共轭对应。对 x ∈ EH、h ∈ H，

(σhσ−1)(σx) = σ(hx) = σx,

所以 σ(EH) ⊆ EσHσ−1。反向，若 y 被 σHσ−1 固定，则对每个 h ∈ H，

h(σ−1y) = σ−1(σhσ−1y) = σ−1y,

故 σ−1y ∈ EH，即 y ∈ σ(EH)。因此

σ(EH) = EσHσ−1
.

若 H 正规，上式给出 σ(K) = K。于是限制映射

ρ : G→ Aut(K/F ), σ 7→ σ|K

有定义，且 ρ(στ) = ρ(σ)ρ(τ)。其核为固定 K 的全体自同构，即 ker ρ = H。令 J = im ρ，则

KJ = {x ∈ K : σx = x 对所有σ ∈ G} = K ∩ EG = F.

J 有限，固定域刻画保证 K/F Galois；Artin 定理给出 Gal(K/F ) = J，第一同构定理给出
J ∼= G/H。

反过来，若 K/F 正规，取 σ ∈ G，任意 x ∈ K 的最小多项式在 K 中分裂，而

mx,F (σx) = σ(mx,F (x)) = 0.

所以 σx ∈ K，即 σ(K) ⊆ K。对 σ−1 作同样推导得反向包含，故 σ(K) = K。共轭等式及对
应的单射性于是给出 σHσ−1 = H。这证明必要性。

命题 12.33 (交域与合成域). 设 K1,K2 为有限 Galois扩张 E/F 的中间域，Hi = Gal(E/Ki)。
在 E 内由 K1 ∪K2 生成的域记为 K1K2，则

Gal(E/K1K2) = H1 ∩H2, K1 ∩K2 = E⟨H1,H2⟩.

证明. 自同构固定 K1K2 必固定两子域；反过来，若它固定两者，则固定每个由两者元素通过
有限次四则运算得到的元素，因而固定它们生成的域。所以第一项等式成立。

若 x 被 〈H1,H2〉 固定，则被 H1,H2 分别固定，故 x ∈ K1 ∩K2。反过来，交域中的 x 被
两个子群固定，也被它们的任意有限乘积及逆固定，故被生成子群固定。两种包含给出第二项
等式。
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12.10 有限域的构造与全部子域

有限域的元素数先由线性代数确定。若有限域 E 的特征为 p，取 E 在素子域 Fp 上的基
u1, . . . , un。每个元素有唯一坐标列 (a1, . . . , an) ∈ Fn

p，所以

|E| = pn.

n ≥ 1，因为域至少有 0, 1 两个不同元素。

定理 12.34 (有限域的存在、唯一性与自同构). 对每个素数 p 和整数 n ≥ 1，存在元素数为
pn 的域；任意两个这样的域同构，记为 Fpn。它是 tp

n − t 在 Fp 上的分裂域，且

Gal(Fpn/Fp) = 〈ϕ〉, ϕ(x) = xp, |〈ϕ〉| = n.

证明. 令 q = pn，取 f = tq − t 在 Fp 上的分裂域 L。导数 f ′ = −1，所以 f 恰有 q 个不同
根。令

S = {x ∈ L : xq = x}.

它含 0, 1。对 a, b ∈ S，Frobenius 的迭代公式给出

(a− b)q = aq − bq = a− b, (ab)q = aqbq = ab;

若 a 6= 0，则 (a−1)q = (aq)−1 = a−1。所以 S 是子域，包含全部根及 Fp。由分裂域的生成条
件，L = Fp(S) ⊆ S；反向 S ⊆ L，故 L = S，其元素数为 q。这证明存在性。

若 E 是任意 q 元域，则 E× 是 q − 1 阶群。Lagrange 定理给出 aq−1 = 1 对每个非零 a

成立；零也满足 aq = a。因此 tq − t 在 E 中已有 q 个不同根，次数限制说明它分裂且这些根
就是 E 的全部元素。所以 E 同样是该多项式的分裂域，唯一性由定理 12.18 得到。

此分裂多项式可分，故 E/Fp Galois，群阶为 [E : Fp] = n。Frobenius 是自同构，且
ϕn(x) = xq = x。若它的阶为 d < n，则全部 q 个元素都满足 xp

d
= x，而非零多项式 tp

d − t
次数 pd < q，不可能有 q 个根。故阶恰为 n，它的循环子群已与全群同阶，因此就是全群。

推论 12.35 (有限域的子域格). 在 E = Fpn 中，对每个正因子 d | n，存在唯一一个 pd 元子
域，且它为

E⟨φ
d⟩ = {x ∈ E : xp

d
= x}.

E 的每个子域都以这种方式出现。若 d, e | n，这些子域满足

Fpd ⊆ Fpe ⇐⇒ d | e.

证明. n 阶循环群的每个子群唯一为 〈ϕd〉，其中 d | n，其阶为 n/d。Galois 对应给出相应固
定域在 Fp 上的次数为 n/(n/d) = d，故元素数为 pd。固定生成元等价于固定全子群，直接得
到根集公式。每个子域包含素子域 Fp，所以都在此对应范围内。

若 d | e，〈ϕe〉 ⊆ 〈ϕd〉，固定域包含反转，得到所需子域包含。反过来，子域包含及塔式
公式给出 e = [Fpe : Fpd ]d，所以 d | e。

例 12.36 (在 F8 中逐项运算). t3 + t + 1 ∈ F2[t] 在 0, 1 处的值均为 1。三次多项式若可约则
有一次因子，所以它不可约。令 α = [t]，得到

F8 = F2[t]/(t
3 + t+ 1), α3 = α+ 1.
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幂基给出全部元素为 a + bα + cα2，其中 a, b, c ∈ {0, 1}。依次乘以 α 并用关系消去三次项，
得到

α3 = α+ 1, α4 = α2 + α,

α5 = α2 + α+ 1, α6 = α2 + 1,

α7 = α3 + α = (α+ 1) + α = 1.

α, α2, . . . , α6, 1的坐标列互不相同，正好列出七个非零元素。故 α−1 = α6 = α2+1。Frobenius
在 α 上的作用为

α 7−→ α2 7−→ α4 7−→ α8 = α.

这三个元素不同；它们同为 t3 + t+ 1 的根，因为 f(α)2 = f(α2)。次数为三，故它们正是全
部根。于是

t3 + t+ 1 = (t− α)(t− α2)(t− α4) 于F8[t].

命题 12.37 (有限乘法子群是循环群). 域 F 的乘法群 F× 的每个有限子群 A 都是循环群。特
别地，有限域的非零元素构成循环群。

证明. 令 m 为 A 中所有元素阶的最小公倍数。Lagrange 定理说明每个阶整除 |A|，所以
m | |A|。对每个素数幂 `a 恰好整除 m，按最小公倍数的定义，存在 x ∈ A 的阶为 `ab，其中
` ∤ b。元素 y = xb 的阶恰为 `a：yk = 1 等价于 `ab | bk，也即 `a | k。

对 m 中各个不同素数这样选择元素 yℓ。它们在域的乘法群中彼此交换。两个可交换且阶
互素的元素 u, v 的乘积阶是两阶之积。事实上，若 (uv)k = 1，则 uk = v−k 属于 〈u〉∩ 〈v〉；交
中元素的阶同时整除两个互素数，只能为 1。所以 uk = vk = 1，两个阶分别整除 k，其乘积
也整除 k；反向取两阶之积为幂自然得到 1。对全部 yℓ 归纳，得到阶为 m 的元素 y =

∏
ℓ yℓ。

所有 x ∈ A 均满足 xm = 1，因此 A 是非零多项式 tm − 1 的根集的子集，|A| ≤ m。结
合 m | |A|，得 |A| = m。于是 y 的循环子群与 A 同阶，故 A = 〈y〉。

12.11 双二次扩张的基、固定域与图

例 12.38 (把四个自同构逐项写出). 令 a =
√
2、b =

√
3 为正实数，E = Q(a, b)。先验证次

数。t2− 2 没有有理根，所以 Q(a)/Q 次数为二。若 b = x+ ya，其中 x, y ∈ Q，两边平方得到

3 = x2 + 2y2 + 2xy
√
2.

由 (1,
√
2) 无关，xy = 0。若 y = 0，则 x2 = 3 不可能；若 x = 0，则 y2 = 3/2 也不可能。这

里可统一用唯一分解：有理数平方的每个素数指数均为偶数，而 3 和 3/2 的素数 3 的指数均
为奇数。因此 b /∈ Q(a)，t2 − 3 在 Q(a) 上不可约。于是

[E : Q] = [E : Q(a)][Q(a) : Q] = 2 · 2 = 4, (1, a, b, ab) 是一组基.

它是 (t2 − 2)(t2 − 3) 的分裂域，且特征为零，故为 Galois。
对 ε, δ ∈ {1,−1}，定义

σε,δ(x0 + x1a+ x2b+ x3ab) = x0 + εx1a+ δx2b+ εδx3ab.
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基表示唯一，故映射有定义；它保持加法及有理数倍。再验证乘法：每个单项式可写为 aibj，
i, j ∈ {0, 1}，乘法在 a2 = 2, b2 = 3下归约。若乘积中有 a2 或 b2，对应符号平方为 ε2 = δ2 = 1，
所以归约前后的符号相同，得到

σε,δ(a
ibjakbℓ) = σε,δ(a

ibj)σε,δ(a
kbℓ).

对任意两个元素分配展开，即证明保持乘法。每个映射自身平方是恒等，故可逆，确为自同构。

记 σ = σ−1,1，τ = σ1,−1，则

G = {1, σ, τ, στ}, σ2 = τ2 = 1, στ = τσ, G ∼= C2 × C2.

任意 Q-自同构必须分别把 a, b 送到其最小多项式的根，因此上述四个已经穷尽。

求固定域时，令 x = x0 + x1a+ x2b+ x3ab，利用基的无关性逐项比较：

σx = x ⇐⇒ x1 = x3 = 0, E⟨σ⟩ = Q(b),

τx = x ⇐⇒ x2 = x3 = 0, E⟨τ⟩ = Q(a),

στx = x ⇐⇒ x1 = x2 = 0, E⟨στ⟩ = Q(ab).

G 的三个二阶子群及平凡子群、全群就是全部子群；所以图 12.1 已列出全部中间域，没有遗
漏其他二次或非二次中间域。

E = Q(
√
2,
√
3)

Q(
√
2) Q(

√
3) Q(

√
6)

Q

2
2

2

2
2

2

〈τ〉 〈σ〉 〈στ〉

图 12.1: 双二次扩张的全部中间域。线段上数字是上方域对下方域的次数；图下方列出三列二
次域各自对应的子群。

例 12.39 (两个平方根合并为一个生成元). 仍取 a =
√
2, b =

√
3，令 x = a + b。由 a2 =

2, b2 = 3，有
x2 = 5 + 2ab, x3 = 11a+ 9b.

将第二式分别减去 9x、11x，得

a =
x3 − 9x

2
, b =

11x− x3

2
.

因此 E = Q(x)。由 (x2 − 5)2 = 4a2b2 = 24，又得

x4 − 10x2 + 1 = 0.

由于 [Q(x) : Q] = 4，该首一四次零化多项式必为 mx,Q。其四个根是 a+b,−a+b, a−b,−a−b；
它们是 x 的全部 G-轨道元素，四者不同。这也与 Artin 定理中的轨道乘积公式相符。
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12.12 一个非交换的 Galois 群

例 12.40 (t3 − 2 的分裂域与全部中间域). 令 a = 3
√
2 ∈ R，ζ = (−1 + i

√
3)/2 ∈ C。直接计

算得 ζ2 + ζ + 1 = 0，所以 ζ3 = 1 且 ζ 6= 1。t3 − 2 的三个根为

a, ζa, ζ2a.

它的分裂域为 E = Q(a, ζ)。例 12.11 已证 [Q(a) : Q] = 3；又 Q(a) ⊆ R，而 ζ /∈ R，所以
t2 + t+ 1 在 Q(a) 上无根、不可约。于是

[E : Q] = 2 · 3 = 6.

特征零保证可分，故 E/Q Galois，群阶为六。
G = Gal(E/Q) 置换三个根。若一个自同构固定三根，就固定它们生成的 E，所以此置换

作用的核为零。因此 G ↪→ S3；两者阶均为六，故 G ∼= S3。

还可给出具体生成元。[Q(ζ) : Q] = 2，塔式公式给出 [E : Q(ζ)] = 3，所以 a 在 Q(ζ) 上
的最小多项式仍为 t3 − 2。根像定理给出固定 ζ、将 a 送到 ζa 的自同构 σ。复共轭限制为 E

的自同构 τ，满足

σ(a) = ζa, σ(ζ) = ζ, τ(a) = a, τ(ζ) = ζ2.

在两个生成元上计算得

σ3 = 1, τ2 = 1, τστ−1 = σ−1.

例如最后一个等式作用于 a 得 τσ(a) = τ(ζa) = ζ2a = σ−1(a)，作用于 ζ 的两边都等于 ζ。它
们给出 S3 中三循环与对换的关系。

〈σ〉 固定 Q(ζ)；其固定域次数为 6/3 = 2，与 [Q(ζ) : Q] = 2 相同，所以

E⟨σ⟩ = Q(ζ).

〈τ〉 固定 Q(a)，固定域次数为三，所以 E⟨τ⟩ = Q(a)。由共轭对应，其他两个二阶子群的固定
域为

Q(ζa), Q(ζ2a).

六阶群 S3 的真非平凡子群只有唯一的三阶子群和三个二阶子群：子群阶由 Lagrange 定理只
能为 2 或 3，它们分别由三个对换及两个互逆三循环生成。故上述四个域就是全部真非平凡
中间域。

三阶子群正规，所以二次域 Q(ζ)/Q Galois，商群为 C2；二阶子群不正规，所以三个三
次中间域均不在 Q 上正规。特别地，Q(a) ⊆ R 不包含另外两个非实根，这从根的角度直接说
明了非正规性。

12.13 本原元：把有限生成改为单生成

定义 12.41 (本原元). 若有限扩张 E/F 有元素 θ 使 E = F (θ)，称 θ 为该扩张的本原元。

定理 12.42 (本原元定理). 每个有限可分扩张都是简单扩张。若 F 无限且 E = F (α, β) 可分，
则除有限多个 c ∈ F 外，θ = α+ cβ 都是本原元。
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证明. 若 F 有限，有限次数使 E 也是有限集合。由命题 12.37，取 E× 的生成元 θ，则每个
非零元素是 θ 的幂，故 E = F (θ)。

设 F 无限，先证二生成情形。取 α, β 的首一最小多项式 f, g，并在一个含 E 的有限扩
张 L 中分裂它们。它们可分，列出不同根

α = α1, . . . , αr, β = β1, . . . , βs.

若 j 6= 1，等式 αi + cβj = α+ cβ 至多给出一个值

c =
αi − α
β − βj

∈ L.

排除这些有限多个值中属于 F 的值，并排除 c = 0。由于 F 无限，仍有可选 c ∈ F；此时

αi + cβj = α+ cβ =⇒ i = j = 1.

这里 j = 1 时等式直接给出 αi = α；j 6= 1 已由选取排除。

令 θ = α+ cβ，K = F (θ)。g(t) 与 f(θ − ct) 属于 K[t]，共有根 β。若 βj 是另一个公共
根，则 θ− cβj = αi 对某个 i 成立，与选取条件矛盾。由于 g 无重复根，这两个多项式在 L[t]

中的首一最大公因式为 t−β。此前已证明扩大域不改变首一最大公因式，因此在 K[t] 中算出
的最大公因式同样是 t− β。其常数系数属于 K，故 β ∈ K；再由 α = θ − cβ 得 α ∈ K。于
是 E ⊆ K，反向 θ ∈ E 给出 K ⊆ E，故 E = F (θ)。

一般有限可分扩张有有限生成元 α1, . . . , αr。先将前两个合并为一个，再与第三个合并，
依次进行。每次的新元素仍在可分扩张 E 内，故在 F 上可分；二生成论证每次都适用。有限
步后得到一个本原元。

文献：扩域与商域构造参见 [15] 第 1 章第 14–19 页；分裂域、嵌入及可分性参见其第 2 章；
固定域与有限 Galois 对应参见第 3 章，尤其定理 3.4、3.10、3.17。有限域和本原元分别参见
第 4 章第 53–54 页、第 5 章第 61–62 页。本文的最小支撑证明沿用 Milne 对 Artin 定理的组
织方式，逐项展开方程、次数和限制映射。例子的基、逆元与中间域均按本文记号计算。
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