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记号与阅读约定

[n] = {1, . . . , n}，P(X) 为 X 的全部子集组成的集合。集合族不重复计入同一个子集。
|X| 表示有限集合的元素个数；A 4 B = (A \ B) ∪ (B \ A) 为对称差。映射复合从右向左：
(g ◦ f)(a) = g(f(a))。N0 = {0, 1, 2, . . .}。

F2 = {0, 1}的加法和乘法模二计算。后半部分在需要处定义指标向量、内积和正交补；只
使用有限维线性代数的基、维数与秩–零度公式。所有计数均写明计数对象，涉及无限集合时
另给显式映射。来源表说明所据版本及题目是原题重述、定理改编还是习题改编；正文解答均
在本集中重新组织推导。

本集不按代数学正文分册，也不预先把每个领域填满二十道。当前八题属于集合与映射
这一领域的起始选题，未表示该领域已覆盖完毕。
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集合、映射与有限结构

题 001 一百个互不相交的平移

题目 设
S = {1, 2, . . . , 1000000}, A ⊆ S, |A| = 101.

证明存在 S 中一百个互不相同的整数 x1, . . . , x100，使集合

A+ xi = {a+ xi : a ∈ A} (1 ≤ i ≤ 100)

两两不相交。这里不要求这些平移后的集合仍包含在 S 中。

解答 先找出两个平移相交的充要条件。对任意整数 x, y，

(A+ x) ∩ (A+ y) 6= ∅ ⇐⇒存在a, b ∈ A，使a+ x = b+ y

⇐⇒ x− y = b− a 对某些a, b ∈ A 成立

⇐⇒ x− y ∈ D,

其中
D = A−A = {b− a : a, b ∈ A}.

D 包含零。非零差只能由不同的有序对 (a, b) 给出；这样的有序对有 101 · 100 个。不同有序
对可能给出相同差，故这里得到的是上界

|D| ≤ 1 + 101 · 100 = 10101.

现在递归选择平移量。令 x1 = 1。假设已选出 1 ≤ r ≤ 99 个平移量，且其平移集两两不
交。对每个已选 xi，会与 A+ xi 相交的候选整数构成集合 xi +D。因此所有禁用的候选量都
落在

Fr = S ∩
r⋃

i=1

(xi +D)

内。有限并集的大小至多为各集合大小之和，所以

|Fr| ≤
r∑

i=1

|xi +D| = r|D| ≤ 99 · 10101 = 999999 < |S|.

于是 S \Fr 非空，从中取 xr+1。对每个 i ≤ r，有 xr+1−xi /∈ D，由开始的充要条件，A+xr+1

与 A+xi 不相交。又因 0 ∈ D，每个已选 xi 都属于 Fr，故新选的 xr+1 不等于任何旧平移量。

从 r = 1 逐次做到 r = 99，便得到所需的一百个平移量。选择过程只在 S 内进行；平移
后的元素可大于 1000000，不影响上述相交判据。 □
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题 002 由两个单射拼出一个双射

题目 设 A,B 是任意集合，已给定单射

f : A −→ B, g : B −→ A.

不使用基数比较定理，构造一个双射 h : A → B，并证明它的公式在每个元素上都有定义、保
持单射且满射。不得预先假设 A 与 B 不相交。

解答 从没有 g 前驱的 A 中元素开始，定义

A0 = A \ g(B), Ar+1 = g(f(Ar)) (r ∈ N0), C =

∞⋃
r=0

Ar.

这是由已给映射逐次取像的构造，没有从无限多个非空集合中任意选点。

先验证不同的 Ar 两两不交。A0 与所有 Ar（r ≥ 1）不交，因为后者包含在 g(B) 中。若
0 < r < s 且 z ∈ Ar ∩As，则存在 u ∈ Ar−1、v ∈ As−1 使

z = g(f(u)) = g(f(v)).

依次使用 g, f 的单射性，得 u = v，所以 Ar−1 ∩ As−1 非空。重复 r 次会推出 A0 ∩ As−r 非
空，与 s− r ≥ 1 矛盾。因此这些集合确实不交。

图中只画出从 A0 出发的递归层；右向上的箭头使用 g，左侧向下的箭头使用 f。

A0 A1 A2 · · ·

f(A0) f(A1) f(A2)

f f f
g g g

图 1: 递归层满足 Ar+1 = g(f(Ar))；A0 可以为空。

单射 g 在其像 g(B)上有逆映射：若 a ∈ g(B)，唯一的 b ∈ B 满足 g(b) = a，记为 g−1(a)。
现在定义

h(a) =

f(a), a ∈ C,

g−1(a), a ∈ A \ C.

两个分支互不重叠并覆盖 A。第二分支中，A0 ⊆ C 保证 a /∈ A \ g(B)，即 a ∈ g(B)，所以逆
像存在且唯一。因此 h 是确有定义的映射 A → B。

证明单射。在 C 上，h等于单射 f，所以此分支内没有重复像。在 A\C 上，若 h(a) = h(a′)，
则对两边作用 g 得 a = a′。还须排除两个分支的像相遇：若 a ∈ C、a′ /∈ C 且 h(a) = h(a′)，
则

f(a) = g−1(a′), a′ = g(f(a)).

a 属于某个 Ar，故 a′ ∈ Ar+1 ⊆ C，与 a′ /∈ C 矛盾。因此 h 单射。

证明满射。任取 b ∈ B。若 b ∈ f(C)，取 a ∈ C 使 f(a) = b，便有 h(a) = b。否则
b /∈ f(C)。令 a = g(b)，断言 a /∈ C。事实上，a 不属于 A0，因为 a ∈ g(B)；若 a ∈ Ar+1，则
存在 c ∈ Ar 使

g(b) = a = g(f(c)).
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g 单射给出 b = f(c) ∈ f(C)，矛盾。因此 a /∈ C，第二分支给出 h(a) = g−1(g(b)) = b。这覆
盖任意 b，故 h 满射。

上述构造没有对 A,B 取并后再辨认顶点，因此它们有公共元素也不造成歧义。若某个集
合为空，由两个给定单射可知另一集合也为空；同一公式给出空集到空集的双射。 □

题 003 两种划分的共同代表与逐层分解

题目 设 X 是有限集合，r, k 为正整数，且 X 同时有两种划分

X =

r⊔
i=1

Pi =

r⊔
j=1

Qj , |Pi| = |Qj | = k.

证明 X 可以分成 k 个两两不交的集合 T1, . . . , Tk，使对任意 ℓ, i, j，

|Tℓ ∩ Pi| = |Tℓ ∩Qj | = 1.

解答中须自行证明所用的代表元存在定理。

解答 先证明一个有限集合族的代表元判据。给定有限集合 R1, . . . , Rs，存在互不相同的
y1, . . . , ys，且 yi ∈ Ri，当且仅当∣∣∣∣∣⋃

i∈I
Ri

∣∣∣∣∣ ≥ |I| 对每个I ⊆ [s] 成立。 (1)

必要性来自 {yi : i ∈ I} ⊆
⋃

i∈I Ri，而互不相同保证左侧至少有 |I| 个元素。
对充分性，按 s 作强归纳。s = 0 时取空代表组；s = 1 时，条件使 R1 非空，选一个元

素即可。设 s ≥ 2，并假定少于 s 个集合时结论成立。

第一种情况：存在非空真子集 I ⊊ [s]，使

U =
⋃
i∈I

Ri, |U | = |I|.

对下标在 I 中的子族，条件 (1) 仍成立；因 |I| < s，归纳假设给它们选出 |I| 个不同代表，全
部位于 U。

对 j /∈ I 定义 R′
j = Rj \ U。任取 J ⊆ [s] \ I，由于 I, J 不交，原条件给出

|I|+ |J | ≤

∣∣∣∣∣ ⋃
t∈I∪J

Rt

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣U ∪
⋃
j∈J

Rj

∣∣∣∣∣∣
= |U |+

∣∣∣∣∣∣
⋃

j∈J
Rj

 \ U

∣∣∣∣∣∣
= |I|+

∣∣∣∣∣∣
⋃
j∈J

R′
j

∣∣∣∣∣∣ .
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消去 |I|，可知剩余子族也满足条件。其集合数 s− |I| 小于 s，所以归纳假设给出它们的不同
代表，且均在 U 外。拼接两组代表不会相撞，便覆盖原来的全部下标。

第二种情况：每个非空真子集 I ⊊ [s] 都满足严格不等式∣∣∣∣∣⋃
i∈I

Ri

∣∣∣∣∣ ≥ |I|+ 1.

由单下标条件，Rs 非空，取 ys ∈ Rs。对 i < s 令 R′
i = Ri \ {ys}。若 I ⊆ [s− 1] 非空，则它

是 [s] 的真子集，故 ∣∣∣∣∣⋃
i∈I

R′
i

∣∣∣∣∣ ≥
∣∣∣∣∣⋃
i∈I

Ri

∣∣∣∣∣− 1 ≥ |I|.

空下标集也满足条件。归纳假设给出前 s− 1 个集合的不同代表，全部避开 ys；再加上 ys 就
得到所需代表。两种情况穷尽，所以判据得证。

现在回到两种划分。对每个 i ∈ [r] 定义可用的第二类块下标

Ri = {j ∈ [r] : Pi ∩Qj 6= ∅}.

固定 I ⊆ [r]，置 J =
⋃

i∈I Ri。
⋃

i∈I Pi 的每个元素都位于某个与该并集相交的 Qj，所以⋃
i∈I

Pi ⊆
⋃
j∈J

Qj .

两边分别是不交的等大块的并，因而

k|I| ≤ k|J |.

k > 0 给出 |J | ≥ |I|。由刚证明的判据，存在互不相同的 j1, . . . , jr，满足 Pi ∩Qji 6= ∅。它们
是 [r] 中 r 个不同元素，所以恰好遍历全部下标。

逐个在非空交集 Pi ∩Qji 内取 ti。这是有限次选取。不同 i 的 ti 属于不同的 Pi，因此互
不相同。令

T1 = {t1, . . . , tr}.

它在每个 Pi 中恰有一个元素；因 ji 遍历 [r]，它在每个 Qj 中也恰有一个元素。

最后按块大小 k 作归纳。k = 1 时每个块都是单点集，取 T1 = X。若 k ≥ 2，先按上一步
选出 T1。在 X ′ = X \ T1 中，集合 Pi \ T1 和 Qj \ T1 仍分别构成划分，且每块大小为 k − 1。
归纳假设把 X ′ 分成 k − 1 个所需共同代表集，记为 T2, . . . , Tk。它们位于 X ′ 中，所以与 T1

不交，彼此也不交；并集连同 T1 为全 X，结论成立。 □

题 004 反链的加权界与全部极值情形

题目 设 n ≥ 1，A ⊆ P([n])，且不同的 A,B ∈ A 总满足 A ⊈ B、B ⊈ A。这样的集合族称
为反链。

1. 证明 ∑
A∈A

(
n

|A|

)−1

≤ 1, |A| ≤
(

n

bn/2c

)
.
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2. 证明第二个不等式取等当且仅当 A 是一个完整的中间层：n 偶数时为全部 n/2 元子集；
n 奇数时为全部 (n− 1)/2 元子集或全部 (n+ 1)/2 元子集。

解答 一个排列 π = (x1, . . . , xn) 唯一确定一条极大链

∅ ⊂ {x1} ⊂ {x1, x2} ⊂ · · · ⊂ [n].

反过来，链上每一步新增的唯一元素恢复这个排列，所以这样的极大链恰有 n! 条。任一链内
的集合彼此包含，因此它与反链 A 至多相交一次。

固定 A ∈ A，令 |A| = a。相应链包含 A，当且仅当前 a 个排列位置恰由 A 的元素占据。
内部顺序有 a! 种，剩下 n− a 个元素有 (n− a)! 种顺序。故包含 A 的链数为 a!(n− a)!。分
别对 A 中所有集合计数，同一条链不会重复计入，得到∑

A∈A
|A|!(n− |A|)! ≤ n!.

除以 n! 即得第一个不等式；a = 0, n 时使用 0! = 1，公式仍有效。

记 M =
(

n
⌊n/2⌋

)
。利用相邻项之比(

n
a+1

)(
n
a

) =
n− a

a+ 1
(0 ≤ a < n),

可知二项式系数在中间之前严格增大，中间之后严格减小；当 n 为奇数时，仅两个中间项相
等。因此

(
n
a

)
≤ M，于是

|A|
M

≤
∑
A∈A

1(
n
|A|
) ≤ 1. (2)

这证明所需的基数界。

下面分析 |A| = M 的全部可能。式 (2) 两处都必须取等。第一处等号使每个 A ∈ A 都处
在系数最大的层；否则某一项严格大于 1/M，其余项至少为 1/M，总和就严格大于一。第二
处等号表示每条极大链都恰好经过 A 中一个集合：总计数为全部链数，且没有一条链能重复
计入。

若 n = 2k，最大层只有 k 元层。A 的 M 个元素已在总共 M 个 k 元子集中，故必须包
含该层全部集合。

若 n = 2k + 1，只知 A 包含在 k 元层与 (k + 1) 元层的并内。还须排除把两层混在一起
的极值族。建立一个二部图：左边是全部 k 元子集，右边是全部 (k+1) 元子集；仅在 U ⊂ V

时连边。

对任一边 U ⊂ V，存在一条极大链同时包含它们：先排列 U 中元素，再放 V \ U 的唯
一元素，最后排列其余元素。此链上可能属于 A 的层只有这两层。因此“每链恰好命中一次”
给出

1A(U) + 1A(V ) = 1 (U ⊂ V ). (3)

证明该图连通。任取两个左边集合 U,W。若 U 6= W，则从 U \W 取 u，从 W \U 取 w，
令

U ′ = (U \ {u}) ∪ {w}, V = U ∪ {w}.

U 和 U ′ 都包含于 V，故通过路径 U, V, U ′ 连通，而且 |U ′ \W | = |U \W | − 1。有限次重复
即到 W，所以所有左边顶点连通。每个右边顶点都含一个 k 元子集，因此也连到左边。k = 0

时图只有 ∅ 和 {1} 两个顶点，同样连通。
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由式 (3)，共享一个右边邻点的两个左边顶点有相同的指标值。沿上面的连通路径，所有
左边指标值相同，记为 c ∈ {0, 1}；所有右边指标值遂为 1− c。所以 A 恰为整个左层或整个
右层。

最后，任一完整中间层都是反链：相同基数的两个不同集合不能互相包含。其大小等于
M，因此所列极值族确实全部取等。 □

题 005 交叉相交的集合对

题目 设 m ≥ 1，A1, . . . , Am, B1, . . . , Bm 为有限集合，满足

Ai ∩Bi = ∅, Ai ∩Bj 6= ∅ (i 6= j).

置 ai = |Ai|, bi = |Bi|。

1. 证明 Bollobás 集合对不等式
m∑
i=1

(
ai + bi
ai

)−1

≤ 1.

2. 若 ai = a, bi = b 对所有 i 成立，证明 m ≤
(
a+b
a

)
，并对任意给定非负整数 a, b 构造达到

此界的集合对。

3. 不引用题 004，直接由本题推出反链的加权不等式。

解答 令 X =
⋃m

i=1(Ai ∪ Bi)，N = |X|。记 Ei 为 X 的全部排列中满足以下条件的排列族：
Ai 的每个元素都排在 Bi 的每个元素之前。若 Ai 或 Bi 为空，这个条件按全称量词解释，自
动成立。

计算 |Ei|。先从 N 个位置中选出 ai + bi 个位置放置 Ai ∪Bi，共有
(

N
ai+bi

)
种。所选位置

中最前 ai 个必须由 Ai 占据，其内部顺序有 ai! 种；后 bi 个位置由 Bi 占据，有 bi! 种顺序。
余下元素可任意排列，有 (N − ai − bi)! 种。因此

|Ei| =
(

N

ai + bi

)
ai!bi!(N − ai − bi)!

=
N !

(ai + bi)!(N − ai − bi)!
ai!bi!(N − ai − bi)!

=
N !(

ai+bi
ai

) .
关键是证明不同的 Ei 不相交。设 i 6= j。题设在两个交叉方向都成立，所以可取

x ∈ Ai ∩Bj , y ∈ Aj ∩Bi.

x 6= y；否则这个元素既在 Ai 又在 Bi 中，违反 Ai ∩ Bi = ∅。若某排列属于 Ei，由于
x ∈ Ai, y ∈ Bi，它要求 x 在 y 前。若同时属于 Ej，由 y ∈ Aj , x ∈ Bj 又要求 y 在 x 前。两
个不同元素不可能同时满足这两个顺序，所以 Ei ∩ Ej = ∅。

各 Ei 是全体 N ! 个排列中的不交子族，因而

m∑
i=1

N !(
ai+bi
ai

) ≤ N !.
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即使 N = 0，也有唯一的空排列并且 N ! = 1，所以可在所有情况下除以 N !，得出第一问。

当所有 ai = a, bi = b 时，第一问左侧为 m/
(
a+b
a

)
，故得所述上界。为证明上界可达，取

一个 a+ b 元集合 Y，对它的每个 a 元子集 C，取一对

(AC , BC) = (C, Y \ C).

同一对交为空。若 C 6= D 且 |C| = |D| = a，则 C \D 非空：若为空，则 C ⊆ D，有限且同
基数会迫使 C = D。因此

AC ∩BD = C ∩ (Y \D) = C \D 6= ∅.

这证明所有交叉条件。集合对总数为
(
a+b
a

)
，达到上界。a = 0 或 b = 0 时只有一对，交叉条

件没有不同下标需要检查，构造仍成立。

最后设 A 是 n 元集合 Y 上的反链。对每个 C ∈ A 取集合对 (C, Y \ C)。当 C 6= D 时，
反链条件 C ⊈ D 给出 C \D 6= ∅；所以本题假设全部满足。又 |C|+ |Y \ C| = n，代入第一
问得到 ∑

C∈A

(
n

|C|

)−1

≤ 1.

空反链的和为零，也满足结论。 □

题 006 奇偶交：线性界与指数界

题目 设 X = [n]，n ≥ 0。集合族均不重复计数同一个子集。

1. 若O ⊆ P(X)中每个集合大小为奇数，任意两个不同集合的交大小为偶数，证明 |O| ≤ n，
并给出取等构造。若 |O| = n，写出任意 B ⊆ X 作为这些集合的对称差的唯一公式。

2. 若 E ⊆ P(X) 中每个集合大小为偶数，任意两个不同集合的交大小仍为偶数，证明

|E| ≤ 2⌊n/2⌋,

并对每个 n 给出取等构造。这里允许空集属于 E。

解答 对每个 A ⊆ [n]，定义它的指标向量

vA = (1A(1), . . . , 1A(n)) ∈ Fn
2 , 1A(t) =

1, t ∈ A,

0, t /∈ A.

不同集合给出不同向量，因为有某个元素只属于两者中的一个，对应坐标便不同。对 u, v ∈ Fn
2

定义

〈u, v〉 =
n∑

t=1

utvt 在F2 中计算.

因此
〈vA, vB〉 = |A ∩B| (mod 2). (4)

特别地，〈vA, vA〉 = |A| (mod 2)。



代数学综合高阶习题集 8

先证第一问。把 O 中集合列为 A1, . . . , Am，置 vi = vAi。由条件，

〈vi, vi〉 = 1, 〈vi, vj〉 = 0 (i 6= j).

设
∑m

i=1 civi = 0，其中 ci ∈ F2。固定 j，与 vj 作内积，由双线性性得到

0 =

〈
m∑
i=1

civi, vj

〉
=

m∑
i=1

ci〈vi, vj〉 = cj .

j 任意，故所有系数为零，v1, . . . , vm 线性无关。Fn
2 的维数为 n，所以 m ≤ n。取全部单点集

{1}, . . . , {n}，每个大小为奇数，不同者交为空，故取等。
若 m = n，则这 n 个无关向量构成一组基。给定 B ⊆ [n]，存在唯一 ε1, . . . , εn ∈ F2 使

vB =

n∑
i=1

εivi.

与 vj 作内积，得到
εj = 〈vB, vj〉 = |B ∩Aj | (mod 2).

逐坐标看，加法模二意味着一个元素出现在所选集合中的次数为奇数时，才出现在结果中。因
此向量等式等价于集合公式

B = 4
1≤j≤n

|B∩Aj | 为奇数

Aj .

空指标族的对称差定义为空集。基表示的唯一性又保证这也是唯一的选取方式。

现在证第二问。令

U = spanF2
{vA : A ∈ E} ⊆ Fn

2 , d = dimU.

由于自身大小也为偶数，式 (4) 对任意 A,B ∈ E，包括 A = B，均给出 〈vA, vB〉 = 0。对任
意有限线性组合

u =
∑
i

civAi , v =
∑
j

ejvBj ,

双线性性给出
〈u, v〉 =

∑
i

∑
j

ciej〈vAi , vBj 〉 = 0.

定义正交补
U⊥ = {z ∈ Fn

2 : 〈u, z〉 = 0 对每个u ∈ U}.

刚才的计算证明 U ⊆ U⊥。

为计算正交补的维数，取 U 的基 u1, . . . , ud，把它们作为 d× n 矩阵 M 的行。对列向量
z，

z ∈ U⊥ ⇐⇒ Mz = 0.

从右到左，是因为与每个基向量内积为零，便与其任意线性组合内积为零；从左到右，则在正
交补定义中分别取 u = u1, . . . , ud。所以 U⊥ 是线性映射

Φ : Fn
2 → Fd

2, z 7→ Mz
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的核。矩阵的 d 行无关，行秩为 d；有限矩阵的行秩等于列秩，故 rankΦ = d。秩–零度公式
于是给出

dimU⊥ = n− d.

由 U ⊆ U⊥，有 d ≤ n− d，从而 d ≤ bn/2c。
每个 U 中向量由 d 个基系数唯一确定，而每个系数有 0, 1 两种选择，所以 |U | = 2d。指

标向量互不相同且都落在 U 中，故

|E| = |{vA : A ∈ E}| ≤ |U | = 2d ≤ 2⌊n/2⌋.

为达到此界，令 q = bn/2c，取不相交二元块

P1 = {1, 2}, P2 = {3, 4}, . . . , Pq = {2q − 1, 2q}.

E 取这些块的全部并：

E =

{⋃
i∈I

Pi : I ⊆ [q]

}
.

不同 I 的并不同，因为若某个块只在一侧选取，该块的两个元素也只出现在这一侧。故族大
小为 2q。每个集合大小为 2|I|，任意两个集合的交恰为共同选取块的并，大小为 2|I ∩ J |，全
部为偶数。n 为奇数时最后一个元素始终不选；n = 0 时该构造是 {∅}，大小为一，而第一问
的奇数大小集合族只能为空，两个结论均包含这个边界。 □

题 007 相同交数强迫的线性独立

题目 设 X 有 n ≥ 1 个元素，A1, . . . , Am 是 X 的互不相同的子集，m ≥ 1。设某个整数 λ

满足
1 ≤ λ < n, |Ai ∩Aj | = λ (i 6= j).

1. 不假设各 |Ai| 相等，证明 m ≤ n。

2. 若把条件改为 λ = 0 并仍允许空集，求此时的最佳上界。

3. 在 n = 7, λ = 1 时构造 m = n 的例子，并核实任意两集合交恰有一个元素。

解答 m = 1 时，由 n ≥ 1 已得 m ≤ n。以下先设 m ≥ 2。每个 Ai 都与另一个集合有 λ 个
公共元素，故 |Ai| ≥ λ。

第一种情况：存在 |As| = λ。对任意 i 6= s，Ai ∩ As 是 As 的一个 λ 元子集，所以就是
As，即 As ⊆ Ai。定义

Di = Ai \As (i 6= s).

集合互不相同保证 Di 6= ∅。若 i, j 6= s 且 i 6= j，则

Ai ∩Aj = As t (Di ∩Dj).

左侧大小为 λ = |As|，因此 Di ∩Dj = ∅。这些 m− 1 个非空不交集合全部位于 X \As，所以

m− 1 ≤
∑
i ̸=s

|Di| ≤ n− λ.
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于是 m ≤ n− λ+ 1 ≤ n，最后一步使用 λ ≥ 1。

第二种情况：每个 |Ai| > λ。将 X 枚举为 x1, . . . , xn，在实数空间中定义指标向量

vi = (1Ai(x1), . . . , 1Ai(xn)) ∈ Rn.

对实系数 c1, . . . , cm，展开平方范数：∥∥∥∥∥
m∑
i=1

civi

∥∥∥∥∥
2

=

m∑
i=1

c2i 〈vi, vi〉+ 2
∑

1≤i<j≤m

cicj〈vi, vj〉

=

m∑
i=1

|Ai|c2i + 2λ
∑
i<j

cicj

=

m∑
i=1

(|Ai| − λ)c2i + λ

(
m∑
i=1

ci

)2

.

最后一步来自 (∑
i

ci

)2

=
∑
i

c2i + 2
∑
i<j

cicj .

每个 |Ai| − λ > 0，λ > 0。如果某个 ci 6= 0，上式右侧至少一个第一类项严格为正，其余项非
负，因此整个平方范数严格为正。这说明

∑
i civi = 0 只能在所有 ci = 0 时成立。所以 m 个

向量线性无关，全部属于 Rn，遂有 m ≤ n。两种情况穷尽第一问。

对第二问，λ = 0 意味着不同集合两两不交。所有非空集合各至少消耗 X 的一个元素，
故非空集合最多 n 个；空集最多出现一次，因为集合不重复。因此

m ≤ n+ 1.

取 ∅, {x1}, . . . , {xn} 可达到 n+ 1。所以正交数条件中的 λ ≥ 1 不能在允许空集时无声删除。

对第三问，取 V = F3
2，令 X = V \ {0}。V 有八个向量，所以 |X| = 7。对每个非零向量

a ∈ V，定义
Aa = {x ∈ V \ {0} : 〈a, x〉 = 0}.

a 有一个非零坐标，设为第 t 个。对其余两个坐标任意指定后，方程 〈a, x〉 = 0 唯一决定第 t

个坐标。因此该方程在 V 中有四个解；去掉零向量后，|Aa| = 3。

若 a, b 是不同的非零向量，则它们在 F2 上线性无关：唯一非零标量是一，若相关就只能
有 a = b。于是两行矩阵

M =

(
a1 a2 a3

b1 b2 b3

)
秩为二，它的齐次解空间维数为 3− 2 = 1，恰有两个向量，其中一个是零向量。去掉零向量
后，剩下唯一非零解，所以

|Aa ∩Ab| = 1.

又因每个 Aa 大小为三，若 Aa = Ab，交的大小便为三而非一，故这七个集合互不相同。它们
确实给出 m = n = 7, λ = 1 的构造。 □
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题 008 把全部二元关系分成完全交叉块

题目 设 n ≥ 2。对每个 i = 1, . . . ,m，取非空集合 Ui, Vi ⊆ [n]，且 Ui ∩ Vi = ∅。令

Ei = {{u, v} : u ∈ Ui, v ∈ Vi}.

假设这些 Ei 两两不交，且它们的并是 [n] 的全部二元子集。证明 m ≥ n− 1，并构造恰好使
用 n− 1 个块的分解。不同的块允许共享元素，但不允许共享二元子集。

解答 在实数域中考虑未知数 z1, . . . , zn。由每个二元子集恰属于一个 Ei，任意这些实数都
满足恒等式 ∑

1≤s<t≤n

zszt =

m∑
i=1

∑
u∈Ui

zu

∑
v∈Vi

zv

 . (5)

解释右侧的每个单项式：展开第 i个乘积得到所有 u ∈ Ui, v ∈ Vi 的 zuzv。Ui∩Vi = ∅排除了
平方项 z2u；同一块内一对元素不能以相反方向重复出现，否则两个元素都会同时属于 Ui, Vi。
不同块之间也没有相同二元子集。覆盖假设又保证每个 zszt（s < t）恰出现一次，所以恒等
式成立。

反设 m ≤ n− 2。考虑齐次线性方程组

n∑
s=1

zs = 0,
∑
u∈Ui

zu = 0 (1 ≤ i ≤ m). (6)

它有 n 个未知数，只有 m+ 1 ≤ n− 1 个方程。对应线性映射 Rn → Rm+1 的秩至多 m+ 1；
由秩–零度公式，它的核维数至少

n− (m+ 1) ≥ 1.

故存在非零实向量 z = (z1, . . . , zn) 满足全部方程。

把这个解代入式 (5)，右侧每个乘积的第一个因子为零，故∑
s<t

zszt = 0.

另一方面，第一个方程使

0 =

(
n∑

s=1

zs

)2

=

n∑
s=1

z2s + 2
∑
s<t

zszt =

n∑
s=1

z2s .

每个实数平方都非负；和为零迫使每个 z2s = 0，即全部 zs = 0，与所选向量非零矛盾。因此
m ≤ n− 2 不可能，得 m ≥ n− 1。
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下面构造取等分解。对 i = 1, . . . , n− 1，令

Ui = {i}, Vi = {i+ 1, i+ 2, . . . , n}.

两集合非空且不交。任意二元子集可唯一写成 {s, t}，其中 s < t。它属于 Es；若还属于 Ei，
则该块中的最小元素必为 i，所以 i = s。因此所有二元子集恰被覆盖一次，分解使用 n− 1 个
块，达到下界。

1 2

3 4

E1

1 2

3 4

E2

1 2

3 4

E3

图 2: n = 4 的取等分解：三个块分别含三条、两条和一条边，六个二元子集各出现一次。

□
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